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Zur  Aufstellung  arithmetiBoher  Identitäten. 

Von 

G.  VlVANTI. 

1.  Die  £ntwickeliing  einer  von  a;  =  — 1  bis  a;=sl  gegebenen  Function 
in  eine  nach  Kagelfunctionen  fortschreitende  Reibe  ist,  wenn  möglich,  voll- 
kommen bestimmt.*  Wenn  also  ftlr  die  Entwickelangscoefficienten  mehrere 
verschiedene  Ausdrücke  vorliegen,  so  kann  man  behaupten,  dass  diese  Aus- 
drücke sftmmtlich  unter  einander  identisch  gleich  sind.  Man  gelangt  auf 
diese  Weise  zu  zahlreichen  arithmetischen  Identitäten  ^  von  denen  wir  hier 
nur  einige  als  Beispiel  aufstellen  wollen, 

2.  Es  mögen  einige  auf  Kugelfunctionen  bezügliche,  im  Folgenden  zu 
benutzende  Formeln  vorausgeschickt  werden. 

a)  Wird  eine  von  x^  —  l  bis  x^l  gegebene  Function  f{x)  nach 
Kugelfunctionen  entwickelt : 

so  ist:**  j 

1)  a«  =  '^^y?(aj)XC")da;. 

-1 

b)  Setzt  man  x^cosG,  X<">  =  P<"^  (co5  0) ,  so  hat  man  die  Entwicke- 
langen:-  l.B.6...i2n-l) 

Pi'ifios»)-     5J.4.6...2« 
t        a.  !•»  /     nx^  1.3.«(n-l)  ,      ..^        1 

'   "    -      4      2.4.6. ..2« 


n  3.5.7...  (2«  +  l) 

*  Heine,  Handbach  der  Kugelfunctionen,  2.  Aufl.,  Bd.  I  S.  70. 
••  Ebenda  8. 67. 
•••  Ebenda  S.  17,  19.  ^ 
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2  Zur  Anfstellung  arithmetischer  IdentitSten. 

c)  Es  gelten  ferner  die  Formeln:* 


*)  =Zf   2n-2i  +  l''        /2«-2iv-^         • 


1.3.5... (2fi  +  l) 
fe^2n-4t  +  l^„.„      (i) 

6)    l|^  =  (2«-l)Z("-')  +  (2«-5)Z'"-="  +  (2»-9)X<»-«  +  . 
6«)     ^=  V(4i+3)Z<"+H     L^^_=2'(4t+l)Z(^o). 


f^ü 


l^_^^  =  (2«  +  l)XC-> 

'  dx  dx 

Aus  7)  folgt  durch  Integration: 

X 

8)  /z<">dir=:^-VT(Z<"+*^-Z<«-i>)  +  cons<.; 

0 
die  Constante  ist  =0  für  gerades  «.  —  Die  Formel  gilt  auch  für  «=^0, 
wenn  man  die  mit  negativem  Index  behafteten  Ä  als  identisch  Null  ansieht. 

3.  Wir  ergreifen  diese  Gelegenheit,  um  zwei,  wie  wir  glauben,  neue 
Formeln  ohne  Beweis  mitzutheilen  ^  welche  an  sich  wichtig  sind  und  auch 
zur  Auffindung  weiterer  Identitäten  dienen  können.  Sie  ergeben  die  Ent- 
Wickelung  nach  Kugelfunctionen  der  Producte  x'"Z^">,  X^"^^X^^K 

Setzen  wir: 

n  +  i       ^  n  +  i       ___ 

so  ist: 

wo  für  ^  <^  Q-  • 


#  Ebenda  S.  72,  91,  93. 
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Von  G.  VivANTi. 


[m,  W,  A]=i>ii,m-2lPn,m-22-l  ...  Pn,2i>»,l 
m-Jl  +  l  /  t<^1    ,  K^2lL+> 

X 

=  Pn,m— 2JlJ)n,m  — 22  — 1  i>»,2P»,l 


-21  +  1  /  t'U  +  l  K*-»)  +  l  \ 

l)=|-l\         ,(2)  =  2- 2  idJTo  ^         / 

n,m— 2ii>n,m  — 22  — 1  i>»,2P»,l 
IW--2    /  in  — 2-^1  in—21-H  \ 

für  A^J: 

[m,  W,  A]  =  ^„,.2i  +  l^m-2l  +  2  ...  g-l^o 

=  g„-22  +  l  ^ni- 22  +  2  3-1  tfo 

na  —  l       /  re  — i—  1  1  \ 

Die  CoeffioieDten  [m,  »,  il]  genOgen  der  recurrirenden  Gleichung: 
[m  +  1,  n,  l]  =  [m,  n,  i]i»ii,m-ji+i  +  [»»i  «,  A  —  1]«», ».-«+?. 
Die  zweite  Formel  ist: 

10)  Z<»)Z<")=  y*  jm,  «,A|Z<'"  +  — "), 

hz=:m—X  A  =  iii— 22 

Es  ist  natürlich:  .  ,»       . 

Die  Anwendung  von  1)  auf  9),  10)  ergiebt: 

1 

1  -1 

1 
1  -1 

4.  Wir  entwickeln  zunächst  die  Function  nach  Kugelfunctionen. 

Da   die  Entwickelung  nur  gerade  Functionen  enthalten  darf,  so  wird  seinzr 
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Zur  Aufstellung  arithmetischer  Identitäten. 


11)  -^^=^2!^-^'"^'^ 

wo: 

1 


-1 
Nun  ist  wegen22): 


5^/^'""'^= ^/'"'""(«'*^)'*^- 


3/n 


0 

femer: 


/co5(2m-2i)öd6=  {^  für  i^m, 
folglich :  ^        3, 

""lox  4m-j-l/2mV       ,.      ,  „  tt /l.S.ft ...  (2>n-l)V» 

6«    Zweitens  berechnen  wir  die  Entwickelung  von  arcsinx^  welche  die 
Form  hat:  w» 

13)  arcsinx  =2  .^i'"+ 1  X<^«»+^). 

m  =  0 

Die  Coefficienten  Z^sm+i  kOnnen  auf  mehrere  Weisen  bestimmt  werden. 
a)  Integriren  wir  11)**  mit  Benutzung  von  8),  so  ergiebt  sich: 

^^4m+\  .j^^\4m  +  l     4m  +  5/ 

also: 
.  _     Oi«,         aim-i-a  _»/l-3'5...(2ffl-l)\Y       /2m  +  iy\ 

»"+*~4»i  +  l      4m+ö~2\      ä.'4.6...2m     )\       \2in+2/ /' 
^A^i.  ,A      .  .,,«/1.3.5...(2m-l)\»  4m +  3        /2mV 

14)  *«-+t  =  (4»  +  3).g(4gg      ,2^^2);  ="2W»(m  +  l)^Uj  ''• 

6/E8  ist  wegenjl),  2): 

i  » 

&2«+t  =  ^—  fx<^''+'^arcsinxdx=  ^^/'/'<»'*+')(co*»)(|-©ysm©  d  © 

-  1  0 

•  Die  Entwickelangen  11),  13),  15),  17)  und  18)  finden  sich  ohne  Beweie  in 
Heine,  Bd.  I  S.  85. 

**  Die  Reihenintegration  und  -differentiation  sind  in  den  von  uns  behandelten 
F&ilen  immer  erlaubt. 
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Von  G.  VivANTi. 


oder   auch,   wenn  man  die  symmetrischen  Glieder  (welche  einander  gleich 

sind)  zn  je  zwei  vereinigt: 

n 

4m+3'V/4«»-2t  +  2w2ti   /*/«   ^\      ,„      „.    ,,^,„ 
6*-+.=4ilMT^^(2»»-i+l  )\i)J  \-^-^)coa{2m-2i  +  \)BA(d. 

b 
Nnn  ist  fttr  |2i?  +  l|>l: 

r    /o     .n««^«^«       ^  lcos2v%     cQ5(2/>  +  2)e^ 

J  cos(2p  +  \)estnede=^-^[-^ .^___j  =  ^(0), 

I eicos(2p  +  l)  e sinS  dS 
^    ff^\      /\«^^^i      ^  {cos2p&     cos(2p  +  2)e^ 

1  /sin2p  e     sin  (2  p  +  2)  Ö\ 
i^V  l^;»'  {2p +:^)^   )' 

fco8( ±e) sinS de  =  -  -^ cos2 S. 

f  Scos{±e)sfnSde  =  '--jCos2e  +  ~sin2 6, 


ferner : 


folglich : 


7» 

lcos(2p  +  l)esinedS  =  0, 


0 


0 
nnd: 


e  cos{2p  +  1)9  sine  dS  = 


|2p  +  l|>l, 


^P{P  +  ^)  ^^ 


I  |2/.  +  l|  =  l 


_     4m  +  3l'^/4fn-2»  +  2\/2A ^r 

**"+'-■"  4"-+'  jj^V  2m-t+l  ;V»/4(m-i)i»»-t  +  l) 
/2m  +  2\/2«»\  «I 
"Vm  +  l  )\m)  4]' 

Vergleichen  wir  die  beiden  Ausdrücke  von  &2m-(.t,  so  ergiebt  sich: 
4tn  +  3 /2mY        4m  +  3(2m  +  2\/2«.\ 

_(Am+^'yi(4fn-2i+)i\/2i\  1         ^ 

4.i'»+.(     j,^  \  2m-t+l  /\  t/ (»»-»)(»» -»  +  !)' 


woraus  folgt: 


2m(2m  +  3)/2m\«_V7 l (4m-2i  +  2\(2i\ 
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c)  Wir  benutzen  3)  statt  2).     Es  ist: 

I e sin2pe  3in& dfi  =  S  t}ß{e)  —  1  rl;(e)de 

■~2V'    2p-\     '  2p  +  l      J^2\    (2p-\y  (2|,  +  1)«    y' 

folglich: 

n 

1  sm2pSsinSde^0, 

n 

I  esin2pe 


0 

1  8;> 


sinSdS^"  -^ r-^4 


(2p-l)«"  (2p  +  \r  V^P-iy{2p  +  l)^ 

''-^^^  ^  (2i^ 

^ m+t+1  U; 

^j^  {Am  +  2i  +  3)^2m  +  2i  +  \y(2m  +  2i  +  3f  (Am  +  2i  +  2V 

\2m  +  i  +  l  ) 
und  durch  Vergleicbung  mit  14): 

11)  ^ f2«.y 

^'^ m  +  i  +  l (i) 

^{Atn  +  2i  +  3)(2m^2i+l)\'2m  +  2i+3y  (im  +  'Ji  +  2\' 

\2m  +  i+l) 

Bezeichnen  wir  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  durch  A,-,  so  ist: 

;i/4,i     (i-fw^-2)•(2i^-4w^-3)(2t+2w-^l)»(2i-^2w+3)^2.(2i+l)'i+2w>f2) 
''A7~(i+w  +  l)(2i+4m4-5)(2i+2m+3)*(2i+2w+5)*(t+l)  2/(21+^ 

_  (i+w-f2)(2i-f2w4-l)M2i4.1)(t+2w+2)  ^  8t^  +  (40w-h44)iH... 

"'(«+»i+l)i2i+4w+5)(2i+2m+5)«(i+l)     8i*  + (4Öw+76)iH--. ' 

A,-  8r^H ,  =  at.     \  ki     / 

woraus  nach  dem  Raab  ersehen  Kriterium'*'  die  Convergenz  der  Reihe  folgt. 

5.    Man  gelangt   zu  einer  andern  Identität,   wenn  man  die  Gleichung 
13)  dififerentiirt.     Man  erhält  so  wegen  6  a) : 


oder  durch  Umkefirung  der  Folge  der  Summationen: 

f^i— ar     TO=o  i^m 

*  Stolz,  Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik,  Bd.  I  S.  263.        t 
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Vergleichen  wir  mit  11),  so  ergiebt  sich: 

aim  =  (4in  +  l)^  hu^\ , 
woraus  mit  BerttcksichtigoDg  von  12),  14): 


(4m  +  l)«/2my_  -^    (4i+3)»    /2iy 


d.  i. 


ni)  _i_/2m)»^e7    4i+3    /2iY. 


Man  kann  diese  IdentitSt  auf  eine  andere  Form  bringen.     Subtrahirt  man 
beiderseits  das  erste  Glied  der  Beihe,  so  wird  die  linke  Seite: 


^    1    /2wyf        4m  +  3l        1     (2m  +  l)»/2my_    1    /2>n  +  l\» 
16-V«»/  l       (m  +  l)«i~16'»    (m  +  l)»  \wy  "le-V    »»     /' 
and  man  hat: 

1    /2m  +  lY_  'f^      ^«  +  3     /'2»V 
"^")  Ifr^l     m     ^-^^,16'(«  +  l)''Uj" 

Ist,  wie  früher,  A«  das  allgemeine  Glied  der  Beihe,  so  findet  man: 

A,H.,^(4i+7)(i  +  l)'.4.(2t  +  l)»^(4t  +  7)(2t  +  l)»^  ^^i'  +  ^i^i+ll 
A,.  i6(4i  +  8}lt  +  2)^t  +  l)«       4(4i  +  3)(i  +  2)«      i6i^  +  76i«-f  • 

,_^«.3|^.    Zimi(l-^)  =  2. 

so  dass  die  Beihe  convergirt. 


6.   Eine  dritte  zu  entwickelnde  Function  ist  yV  —  x^,     Setzen  wir: 
15)  ^r^  =  ^C2„,X(2->, 


wo: 


-1  0 

Nun  ist  für  ||>|  >1: 
J         '^  I4|>{p*-l)  4;9(/i«-l)  j 

+  ji 5 r;  «n  6  C05  ö  C05  2  p  6, 

^(;>  — *) 

femer : 


/cos  ( +  2  e)  «tn«  e  d  Ö  = -j^  wi  e  cos  ö  +  2  5in»  Ö  cos  ö  -  e ) , 

/m«e  d  0  =  ö^  (ö  -  sin  e  C05  6), 

folglich :  Pg.^.^^^  ^y  GoOQle 


Znr  Aufstellung  arithmetischer  Identitftten. 


j  eos2p 


esin^edG' 


0 


>1 
=  1. 


"  4  fttr  \p\ 


Setzen  wir  also  statt  P^^^^ijcosS)  den  Ansdmck  2),  so  ergiebt  sich: 

4w  +  l  f     _/2m  +  2\ /2m-2\  «      /2mV»r\ 

'^-.  =  X4^(-^U+1  JU-1J4+U;   2}' 
d.i.: 

(4m+l)«  /2m\* 

<^">-     4*"'+'(«»  +  l)i2m-l)\»»; 

1ß^  «M      .  ,^2m-l/     1.3.5...  (2>n-3)     V 

16)  =-7(^«*  +  ^)2i;rt^i2.4.6...(2m-2).2m)- 

Diese  Formel  gilt  auch  fttr  ifi  =  0,  denn  eR  ist: 


'^^-^J' 


sin^Sde  = 


Benutzen  wir  dagegen  die  Gleichung  3)  und  berttcksichtigen ,  dass: 
)SsinSdS  = 


/«n(2p  +  l)----'--2'*"®'''"®'^(^^+^)® 


(2p-l)(2p  +  3) 
2 

{)ip  +  5]  *"**  ®  +  (27-17(27+  iK2^  +  3) " 


also: 


4» 

rsin(2p 


+  l)esin*e'dS  = 


so  erhalten  wir: 


«Jin  =  • 


4in+l  4«-+« 


2 


x5^ i__ 

,^l4m  +  2«  +  l)(2w  +  2t-ij(2w  +  2i 

und  durch  Vergleichung  mit  16): 

IV)  =! f2«y 


C/) 


+l)(2m  +  2«  +  3)/4TO  +  2«\ 


=5 


2»"+*(m  +  l)(2«»-l)' 
1 


C/) 


\2m  +  i) 


ist  Af  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe,  so  findet  man: 

Jii».(l-*-^')=4, 

I— OD         ^  *I       / 
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7.   Differentiiren   wir  die  Gleichung  15),   80  erhalten  wir  wegen  6  a): 

und  durch  ümkehrung  der  Folge  der  Summationen : 

OD  OD 

-^^  =  ->;  (4m  +  3)X'»"+0  V  c. 

yi—ai'      ^0  t^r^i 

Andererseits  hat  man  wegen  11),  5): 

X 


yi-g^ 


") 


4w  +  0  ^  J 


Es  folgt  hieraus: 

Die  linke  Seite  kann  folgendermassen  umgeformt  werden: 
2m  +  l  ,  2(m  +  l)  2m  +  l/2mV     ,  2(m  +  l)/2m  +  2V 


4i»- 


_      71     /2my(2w  +  l)(4m  +  3) 


die  rechte  Seite  ist: 
(4m 


Man  erhalt  also  die  IdentitSt: 


+  3)n  -^  4«  +  l  /2tY 

4       ,='Ä,16'U+1)(2<-1)M/ 

dentitSt : 

2m+l     (2my_  -^  4«  +  l    /2»Y 

'  le-iw+l)  \»»/     f^,r6'(t  +  l)(2t-l)\  w' 

Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  convergirt,  denn  es  ist: 

8«    Ordnet  man  die  rechte  Seite  von  4)  nach  aufsteigenden  Indices,  so 
erhält  man:  .  o      n 

*''  *        ^2m  +  2n  +  l        /2m  +  2«\^      ' 

\  m  +  n  ) 
/2m  +  l\ 

***'       *  -^2m  +  2n  +  H  /2»»  +  2«+2\ 

\»»  +  f»+l/  /^  j 
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Wir  schreiben  diese  Formeln  abgekürzt  so: 

m  m 

«1  =  0  n=zO 

Durch   Differentiation    der   letzten   Formel    und   Vergleichung   mit   der 
ersten  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  von  6«): 

m  m  n 

n  =  0  n=0  1=0 

m  in 

11  =  0  i=rii 

und  hieraus: 

(2W+ l)i,„.„  =  (4n  +  l)y' «"..<  =  (4«+ 1)2  «'-.»+'. 
<=••  So 

d.i.: 

-(4«  +  l)^Z    i-    ^  2«.  +  2n  +  2»  +  3/2m  +  2«  +  2»  +  2x 

MultipHcirt  man  den  ZShIer  und  Nenner  der  linken  Seite  mit>2(m4-n+  1)'', 
so  nimmt  dieselbe  die  Form:  ,«„  ,  i\ 

2^"+'(4f>4-l)-    — ~"   

\   m  +  n  +  l    ) 
an,  und  man  bat  (mit  der  einzigen  Beschränkung  m~> n): 

(2m  +  \\  •  /  2m+l   \ 

\m-n)       _Vr.,      4w  +  4«  +  3  \m-n-i) 

/2«»  +  2n  +  2\     ^     2m'+2»  +  2«  +  3/2TO  +  2w  +  2t"+2\ 
V    m  +  n  +  l    ;     •-•  l     TO  +  «  +  J+l     ) 

oder,  wenn  man  «n  +  »»+I=,u,  »»  —  «=«•  setzt : 

U  +  v\        ,  /^  +  v\ 

VI«)  l^"-    >^-Vi.2>'+2''+4i  +  l     \v-i) 

(2f)       .^  2u  +  2i+l       /2.«  +  2«\' 

Mantua,  den  8.  Juli  1890. 


VI) 
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II. 

Ueber  die  Gestaltung  der  Koppelcurven  für  besondere 
Fälle  des  Kurbelgetriebes. 

Von 

Prof.  Dr.  R.  Müller 

in  Braunsohweig. 


Hierzu  Taf.  I. 


1a  In  Fig.  1  wird  durch  das  Viereck  OO'BA  ein  Kurbelgetriebe  mit 
dem  festen  Gliede  00'  dargestellt,  C  bezeichnet  einen  beliebigen  Punkt  der 
mit  der  Koppel  AB  verbundenen  bewegten  Ebene.  Derselbe  beschreibt  be- 
kanntlich eine  tricircnlare  Curve  sechster  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten 
auf  demjenigen  Kreise  t ,  der  durch  0,  0'  geht  und  dessen  über  0  O  stehen- 
der Peripheriewinkel  gleich  dem  Dreieckswinkel  ACB  ist 

Ertheilen  wir  dem  Punkte  G  alle  möglichen  Lagen  innerhalb  der  be- 
wegten Ebene,  so  hängt  die  Gestaltung  der  zugehörigen  Koppelcurve  von 
der  jeweiligen  Beschaffenheit  ihrer  drei  Doppelpunkte  ab:  Einer  derselben 
ist  immer  reell,  die  beiden  anderen  sind  reell  und  verschieden,  oder  ver- 
einigt, oder  conjugirt  imaginär;  dabei  kann  jeder  reelle  Doppelpunkt  ent- 
weder als  Knotenpunkt,  oder  als  Spitze,  oder  als  isolirter  Punkt  auftreten. 
Nun  ergiebt  sich  als  Ort  aller  Systempunkte,  welche  Koppelcurven  mit  zwei 
zusammenfallenden  Doppelpunkten  erzeugen,  eine  vierfach  circulare  Curve 
zehnter  Ordnung  mit  Doppelpunkten  in  A  und  B^  dieüebergangscurveu' 
der  bewegten  Ebene,*  während  alle  Sjstempunkte,  deren  Koppelcurven  eine 
Spitze  enthalten,  die  Pol  curve  p  erfüllen  —  eine  bicirculare  Curve  achter 
Ordnung  mit  vierfachen  Punkten  in  A  und  B,  Ueberschreitet  der  Sjstem- 
punkt  C  in  der  bewegten  Ebene  die  Curve  u^,  so  gehen  in  der  zugehörigen 
Koppelcurve  zwei  reelle.  Doppelpunkte  in  zwei  conjugirt  imaginäre  über, 
oder  umgekehrt,  während  dem  Durchgange  durch  j9  die  Verwandlung  eines 
isolirten  Punktes  in  einen  Knotenpunkt  entspricht;  sind  also  die  Curven  w 
und  p  in  der  bewegten  Ebene  verzeichnet,  so  ist  auch  die  Frage  nach  der 
Gestaltung  aller  Koppelcurven,  die  in  dem  betrachteten  Kurbelgetriebe  er- 
zeugt werden  können,  voUkommen  entschieden. 


•  Üeber  die  Doppelpunkte  der  Koppelcurve,  diese  Zeitschrift  1889,  S,  303  und 
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Die  Construction  der  üebergangscürve  ist  für  ein  allgemeines  Kurbel- 
getriebe überaus  mühsam ;  diese  Corve  kann  aber  sehr  einfache  Formen  an- 
nehmen, sobald  wir  über  die  Beschaffenheit  des  Kurbelgetriebes  besondere 
Voraussetzungen  machen.  Solche  Sonderfälle  treten  ein,  wenn  von  den 
Gliedern  des  Gelenkvierecks  OffBÄ  einige  oder  alle  unendlich  gross  werden. 

2.  Wir  setzen  00'=  y,  OA  =  r,  0'B  =  s,  AB^c,  BC=a,  AC=^h, 
L  A  OB  =:  C.  Lassen  wir  nun  in  Fig.  2  y  und  s  unendlich  gross  werden, 
aber  so,  dass  y  —  s  =  (i=OM  wird,  so  fällt  0'  mit  dem  unendlich  fernen 
Punkte  der  Geraden  OM  zusammen,  der  Punkt  B  bewegt  sich  auf  der 
Geraden  b,  die  in  M  auf  OM  senkrecht  steht,  und  das  Kurbelgetriebe  der 
Fig.  1  verwandelt  sich  in  ein  excentrisches  Schubkurbelgetriebe 
(geschränkte  Schubkurbel  nach  Reuleaux).  Dann  degenerirt  die 
Bahncui*ve  des  beliebigen  Sjstempunktes  C  in  eine  einfach  circulare  Curve 
vierter  Ordnung,*  mit  0  als  Doppelbrennpnnkt,  mit  zwei  zu  b  parallelen 
Doppeltangenten  im  Abstände  +  a  von  b  und  mit  zwei  Doppelpunkten  anf 
der  durch  0  gehenden  Geraden  t,  welche  mit  OM  den  Winkel  iOM=C 
einschliesst.** 

Befindet  sich  in  Fig.  2  der  Punkt  C  in  einem  Doppelpunkte  seiner 
Bahncurve,  und  ziehen  wir  CU\\OM^  so  ist  LOCU=^C  und  folglicl 
LOCA^L  UCB.     Für  OC=q  ergiebt  sich 

cosOCA^ g^ »  •  cosUCB^'^ » 

mithin 

h^+  Q^  —  f^  _  (l  +  QCOSC 

2b^  ä        ' 

oder 

Da  endlich  2a&cosC=a*  + fe*  — c*,   so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der 
beiden  Doppelpunkte  in  der  Bahncurve  des  Punktes  C  die  Gleichung 

1)  (fe«  -  c«)  p2  +  2a&fi  p  - a«  (5* -  r«)  =  0. 
Die  Discriminante  derselben  verschwindet  für 

2)  6V*  +  (^'  -  r^)  (P^  -  c*)  =  0, 
d.  h.  für 


3)  6«  =  i  {  r«  +  c«  -  /u«  +  y^r^  -f  c»  -  ^i^)  -  4r*cM . 

und  dann  fallen  die  beiden  Doppelpunkte  zusammen,  d.  h.  der  Punkt  C 
liegt  auf  der  Üebergangscürve  «?.  Die  Üebergangscürve  besteht 
also  beim  Scbubkurbelgetriebe  aus  zwei  Kreisen  mit  dem 
Mittelpunkte  A. 

Gleichung  3)    liefert   reelle    und  verschiedene  Werthe   von    &,    sobald 
cy>r  +  fi  oder  c^r—^ji  ist.     Im  ersten  Falle  macht  das  Glied  eine  volle 

•  Burmester,  Kinematik  I,  S.327. 

**  Die   beiden   Doppelpunkte    und    die   vier    Berührungspunkte    der   Doppel- 
tangeoten  liegen  anf  einem  Kegelschnitte. 
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Umdrehung  um  0,  während  der  Punkt  B  auf  6  eine  Strecke  oder  die  in 
Bezug  auf  M  symmetrische  Strecke  hin-  und  hergehend  durchschreitet 
(rotirendes  Schubknrbelgetriebe),  im  zweiten  vermag  Jl  nur  einen  Bogen 
des  Kreises  um  0  und  den  in  Bezug  auf  OM  symmetrischen  Bogen  zu 
durchlaufen  (schwingendes  Scbubkurbelgetriebe) ;  in  beiden  Fällen 
also  besteht  die  Koppelcurve  aus  zwei  getrennten  Ovalen.  Ist  ferner 
r  +  ft'>c>r''(iy  so  sind  die  beiden  Werthe  von  b  imaginär.  In  diesem 
Falle  schwingt  das  Glied  OÄ  zwischen  zwei  Grenzlagen  hin  und  her,  während 
die  Koppel  alle  möglichen  Lagen  annimmt,  und  wir  erhalten  diejenige  Form 
des  schwingenden  Schubkurbelgetriebes,  bei  welcher  alle  Systempunkte 
eintheilige  Koppelcurven  erzeugen.  Ist  endlich  o  =  r  +  fi,  so  fallen  die 
beiden  Werthe  von  b  zusammen.  Dann  durchschreiten  A  und  B  gleich- 
zeitig die  Gerade  Oüf ,  und  in  dieser  Durchschlagslage  ergiebt  sich  für  jede 
Koppelcurve  ein  dritter  Doppelpunkt,  der  nicht  auf  der  Geraden  i  liegt 
(durchschlagendes  Schubkurbelgetriebe).  Die  beiden  üebergangs- 
kreise  sind  demnach  immer  reell,  wenn  das  Kurbelgetriebe 
zweitfaeilige  Koppelcurven  erzeugt;  sie  fallen  zusammen  beim 
durchschlagenden  Schubkurbelgetriebe,  und  sind  imaginär 
bei  demjenigen  schwingenden  Schubkurbelgetriebe,  welches 
eintheilige  Koppelcurven  beschreibt.  Sind  die  üebergangskreise 
reell,  so  entsprechen  allen  Systempunkten  innerhalb  der  von  diesen  Kreisen 
begrenzten  ringförmigen  Fläche  Koppelcurven  mit  imaginären  Doppelpunkten, 
allen  Systempunkten  in  der  Fläche  des  kleineren  und  in  der  Ergänzungs- 
fläche des  grösseren  üebergangskreises  solche  mit  reellen  Doppelpunkten; 
sind  die  üebergangskreise  imaginär,  so  werden  überhaupt  nur  Koppelcurven 
mit  reellen  Doppelpunkten  erzeugt 

3.  Das  soeben  erhaltene  Resultat  ergiebt  sich  auch,  wenn  wir  in  der 
Gleichung  der  üebergangscurve  für  ein  allgemeines  Kurbelgetriebe  ^  =  5  =  oo, 
y  —  s^fi  setzen.     Dann  geht  dieselbe  über  in 

&«(«>*- c»)* 1 2>V*  +  (&*-r«)(&2-c»)  }  =0, 
d.h.  die  üebergangscurve  zehnter  Ordnung  zerfällt  in  die  beiden  Geraden, 
die  vom  Punkte  Ä  nach  den  imaginären  Kreispunkten  gehen ,  in  den  doppelt 
z&hlenden  Kreis  h  =  c  und  in  die  beiden  vorher  erhaltenen  Kreise ,  die  wir 
als  üebergangskreise  bezeichnet  haben. 

Für  b  =  c  folgt  aus  Gleichung  1)  einmal  q  =  cd.  Nun  besteht  die 
vollständige  Koppelcurve  sechster  Ordnung  im  Falle  des  Schubkurbelgetriebes 
aus  der  doppelt  zählenden  unendlich  fernen  Geraden  und  aus  der  bisher  be- 
trachteten Curve  vierter  Ordnung;  liegt  also  der  Systempunkt  C  auf  dem 
Kreise  b=^Ct  so  fällt  von  den  beiden  Doppelpunkten  dieser  Curve  vierter 
Ordnung  der  eine  auf  die  unendlich  ferne  Gerade,  welche  unendlich  viele 
Doppelpunkte  der  vollständigen  Koppelcurve  enthält,  und  insofern  kann  der 
Kreis  h  =  c  auch  als  ein  Bestandtheil  der  üebergangscurve  gelten.    f^^^^T^ 
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4,  Sind  r^  c,  ii  fest  gegeben,  so  liefert  Gleichung  1)  für  —  zweiWerthe, 

die  nur  von  h  abhängen.  Beschreiben  wir  also  in  der  bewegten  Ebene 
(Fig.  3  a)  um  Jl  mit  beliebigem  Radius  h  den  Kreis  k^  so  wird  jedem  Punkte 
C  von  k  in  der  festen  Ebene  (Fig.  3  b)  ein  Paar  von  Doppelpunkten  C^y  C^ 

Q 

in  der  Weise  entsprechen ,   dass  für  alle  diese  C^ ,  C^  der  Quotient  —  zwei 

constante  Werthe  ßi ,  ß^  besitzt.  Wir  construiren  nun  zu  den  Schnittpunkten 
Sy  T  von  k  mit  AB  in  Fig.  3b  auf  OM  die  zugeordneten  Doppelpunkte 
S^,  Äg,  Tj,  Tg.  Sind  dann  Ki,  K^  bezüglich  die  Mittelpunkte  von  S^T^, 
ÄjTg,  so  ergiebt  sich 

0K,==i{0T,-08,)==^iBT-B8)  =  ß,b, 

und  da 0 C, = /J, . 5 C,  so  ist  AKfiC^c^^  AGB,  folglicb  C,  Ä,  =  /3, . £ ^ = /Jj c, 
und  analog  CiK^='ß^c.  Für  alle  Systempuukte  C  auf  dem  Kreise  le  sind 
also  C^K^  ond  OjJT,  constant,  d.  h.  die  zugehörigen  Doppelpunkte  (7j,  C^ 
erfüllen  zwei  Kreise  \,  Te^  um  £",,  JT,.* 

Schneiden  XSj,  h^  die  Gerade  b  bezOglich  in  S3, ,  93^,  so  ist 
Jf  33,»  =  iTj  5Bi»  -  £,  JW «  =  /3,«c«  -  (ft  l>  +  m)* 
Nun  ist  nach  Gleichung  1)  =- l(t»-c»)^.«  +  2.,ft  +  ,»). 

also  ergiebt  sich  j£SB.»  =  r»-6*-^S 

und  derselbe  Ausdruck  folgt  für  M^^,  d.  h.  der  Kreis  k^  geht  durch  33i. 
Allen  Sjstempunkten,  die  von  ^  gleichen  Abstand  haben, 
entsprechen  also  Paare  von  Doppelpunkten  auf  zwei  Kreisen, 
die  sich  auf  der  Geraden  b  schneiden. 

Somit  ergiebt  sich  zu  den  Kreisen  "b^^const  der  bewegten  Ebene  ein 
System  von  Kreisen  Ä, ,  k^  in  der  festen  Ebene.  Wir  erwähnen  noch,  dass 
durch  jeden  Punkt  der  festen  Ebene  drei  solcher  Kreise  gehen.  Es  besteht 
daher  zwischen  den  Sjstempunkten  C  und  den  Doppelpunkten  C|,  C^  eine 
zwei  -  dreideutige  Verwandtschaft. 

5.  Ziehen  wir  in  Fig.  4  BT±.  b  bis  zum  Schnittpunkte  P  mit  OA^ 
so  ist  P  der  Pol  für  die  Koppellage  AB.  Betrachten  wir  nun  ^^  als 
fest  und  den  rechten  Winkel  OMh  als  beweglich,  so  dass  der  Schenkel  b 
beständig  durch  B  geht  und  der  Punkt  0  einen  Kreis  um  A  beschreibt ,  so 
liefert  die  Wiederholung  der  vorigen  Construction  die  Polcurve  p  in  der 
Ebene  der  Koppel  AB.     Dann  ist  für  BP  =  a  und  AF  =  b 

cosP= ^T— =  ,   ,     y 

also  ergiebt  sich  ^^^  ^^^ 

^4)  (a«  +  6« -  c«)(6  +  r)  -  2a5(a  -  fi)  =  0. 

♦  In  Fig.  3a  ist  (7  symmetrisch  zu  C  in  Bezug  auf  AB;  G\  C"  sind  die 
zweiten  Schnittpunkte  von  BG  und  BC  mit  k.  Zu  allen  vier  Systempunkten 
sind  in  Fig.  db  die  zugehörigen  Doppelpunkte  angegeben.  <-^  j 
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BriDgen  wir  aber  das  Glied  OJlfb  in  die  Lagen  O'Jtf'b',  0"M"M\  a"M"'h"\ 
so  kommen  za  der  eben  erhaltenen  Gleichung  die  drei  neuen  hinzu 

4)  1  (a«  +  6«-c*)(6  +  r)-2a6(a  +  ^)  =  0, 

l(a2  +  6«-c«)(6-r)~2a&(a  +  f*)  =  0, 
und  dann  wird  durch  die  vier  Gleichungen  4)  bei  veränderlichen  a,  h  die 
Yollütändige  Polcarve  p  dargestellt.  Dieselbe  ist,  wie  im  Falle  des  all- 
gemeinen Kurbelgetriebes,  eine  bicirculare  Curve  achter  Ordnung 
mit  vierfachen  Punkten  in  Ä  und  B,  Die  von  Ä  nach  den  ima- 
ginären Ereispunkten  gehenden  Geraden  sind  ihre  einzigen  Tangenten  in 
diesen  Punkten,  und  zwar  hat  jede  solche  Gerade  im  betreffenden  Ereis- 
punkte  vier  zusammenfallende  Punkte  mit  der  Curve  gemein. 

Ist  in  Fig.  4  b-L-4.5,  so  berührt  OÄ  die  Polcurve  in  A.  Wir  er- 
halten also  die  zu  den  vier  Tangenten  in  A  gehörigen  Lagen  des  Punktes  0 
aof  zwei  Normalen  zu  J.^  im  Abstände  0  +  /;*  von  A,  Ist  c-f-fi<r,  so 
schneiden  beide  Normalen  den  Kreis  um  A  mit  dem  Radius  r;  ist 
c  +  ^>*'>c  —  fi,  so  liefert  noch  die  eine  Normale  ein  Paar  reeller  Schnitt- 
pankte;  ist  endlich  r<^e'-iiL^  so  werden  alle  vier  Punkte  0  imaginär. 
Hieraus  folgt:  Beim  rotirenden  Schubkurbelgetriebe  sind  die  vier 
Tangenten  der  Polcurve  in  A  stets  imaginär;  beim  schwingen- 
den Schubkurbelgetriebe  sind  zwei  derselben  stets  reell,  die 
heiden  anderen  sind  zugleich  mit  den  üebergangskreisen  reell 
oder  imaginär. 

Fällt  in  Fig.  4  das  Glied  AO  m  die  Verlängerung  von  AB^  nach  AO^^ 
oder  auf  AB^  nach  AOf^,  so  berührt  die  zugeordnete  Gerade  BF  die  Pol- 
carre  in  B.  Beschreiben  wir  also  um  Oq  und  Cfi  Kreise  mit  dem  Radius  ju, 
80  sind  die  von  B  an  dieselben  gehenden  Tangenten  die  Normalen  der  Pol- 
carve inj?.  Nun  liegt  wegen  c  +  r^fi  der  Punkte  stets  ausserhalb  des 
Kreises  um  0^;  soll  B  auch  ausserhalb  des  zweiten  Kreises  liegen,  so  muss 
c—r  oder  r— c  grösser  sein  als  |u.  D  h.:  Von  den  vier  Tangenten 
der  Polcurve  in  B  sind  zwei  stets  reell,  die  beiden  anderen 
sind  zugleich  mit  den  üebergangskreisen  reell  oder  imaginär. 

Bilden  endlich  in  Fig.  4  die  Glieder  AO  und  GM  einen  Winkel  von 
0^  oder  von  180^,  so  ergiebt  sich  als  Pol  ein  unendlich  ferner  Punkt  Poe. 
Dann  hat  die  Gerade  J^P«  ausser  B  und  P«  nur  noch  zwei  Punkte  mit 
der  Polcurve  gemein ,  weil  höchstens  zwei  zugehörige  Lagen  des  Gliedes  A  0 
möglich  sind  9  d.  h.  die  Gerade  PP«  ist  eine  Asymptote  der  Polcurve.  Be- 
schreiben wir  also  um  A  zwei  Kreise  mit  dem  Radius  r  +  fi,  so  sind  die 
Tangenten,  die  von  B  an  dieselben  gehen,  senkrecht  zu  den  Asymptoten 
der  Polcurve ,  und  wir  erhalten  demnach  vier  reelle  Asymptoten ,  oder  zwei 
reelle  und  zwei  imaginäre,  oder  vier  imaginäre ;  je  nachdem  c>r  +  fi  ist, 
oderr-}-^>c>r  — ^,  oder  c<r-- ft.  Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 
Die  Polcurve    hat   vier    durch  B   gehende   Asymptoten.     Beim 
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rotirenden  Schnbkurbelgetriebe  sind  dieselben  sftmmtlich 
reell;  beim  scbwingenden  Schabkurbelgetriebe  sind  zwei 
Asymptoten  stets  imaginär,  die  beiden  anderen  sind  reell  oder 
imaginär,  je  nachdem  die  Uebergangskreise  imaginär  oder 
reell  sind.* 

6.  Die  Gleichungen  4)  können  auch  geschrieben  werden 
5)  (5--r)a«-2&fia-(&«-c«)(&  +  r)  =  0  u.  s.w. 

Es  ergeben  sich  also  zu  jedem  Werthe  von  h  im  Ganzen  vier  Werthe  von  a, 
d.h.  jeder  Kreis  h  =  canst.  schneidet  die  Polcnrve,  von  den  imaginären 
Kreispunkten  abgesehen,  in  acht  Punkten.  Ist  aber  b  eine  Wurzel  der 
Gleichung  2) ,  so  verschwindet  die  Discriminante  jeder  der  vier  Gleichungen  ö), 
und  jene  acht  Schnittpunkte  gehen  in  vier  Berührungspunkte  über.  Hieraus 
folgt:  Die  Polcurve  wird  von  jedem  der  beiden  uebergangs- 
kreise viermal   berührt     Die   Berühr ungbpunkte  sind   bestimmt  durch 

hu 
b±r 
wobei  h  den  Radius  des  üebergangskreises  bezeichnet. 

In  Fig.  5  sind  für  das  rotirende  Schabkurbelgetriebe,  auf  welches  auch 
die  Figuren  2,  3,  4  sich  beziehen,  die  üebungskreise  tv,  %o  und  die  Pol- 
curve j7  construirt  worden.  Der  Kreis  vi  berührt  p  in  vier  imaginären 
Punkten.  Die  Punkte  von  %o  erzeugen  Koppelcurven  mit  zwei  vereinigten 
isolirten  Punkten,  die  von  %o  solche  mit  Selbstberührungspunkt  Alle 
Systempunkte  innerhalb  w  und  ausserhalb  %o  beschreiben  Bahncurven  mit 
zwei  reellen  Doppelpunkten,  und  zwar  ergeben  sich  für  die  Systempnnkte 
innerhalb  %d  stets  zwei  Knotenpunkte,  welche  dadurch  entstehen,  dass  die 
beiden  Ovale  der  Koppelcurve  sich  schneiden  (Fig.  2j.  Für  die  System- 
punkte ausserhalb  w  bestehen  die  Koppelcurven  aus  zwei  sich  nicht 
schneidenden  Ovalen;  besitzt  al^o  eine  solche  Curve  einen  Knotenpunkt,  so 
bildet  das  eine  Oval  eine  Schleife.  Lassen  wir  den  Systempunkt  C  in  der 
bewegten  Ebene  nach  einander  die  Lagen  1,  2,  ...,  9  einnehmen,  so  er- 
geben sich  folgende  Gestalten  der  zugehörigen  Koppelcurve: 

1.  zwei  Ovale,  zwei  isolirte  Punkte; 

2.  das  erste  Oval  mit  Spitze,  ein  isolirter  Punkt; 

3.  das  erste  Oval  mit  Schleife,  ein  isolirter  Punkt; 

4.  das   erste  Oval  mit  Spitze   (nach   der  entgegengesetzten  Seite  wie 
im  Falle  2),  ein  isolirter  Punkt; 

*  Die  Polcurve  in  der  festen  Ebene  OMh  (Polbahn)  zerfällt  beim 
Schubkurbelgetriebe  in  die  Verbindongsgeraden  des  Punktes  O  mit  den  imaginären 
Kreispunkten  und  in  eine  drculare  Curve  sechster  Ordnung  mit  Doppelpunkt  und 
Doppeibrentipunkt  in  0  und  mit  einem  vierfachen  Punkte  in  0'«,.  Der  Punkt  O 
ist  ein  Knotenpunkt  oder  isolirter  Punkt,  je  nachdem  die  Uebergangskreise  ima- 
ginär oder  reell  sind.  Die  Curve  hat  vier  zu  OM  parallele  Asymptoten  im  Ab- 
stände +  y^—  (r  +  iCf.  Für  die  Realität  derselben  gelten  also  die  gleichen  Be* 
dingungen  wie  bezüglich  der  Asymptoten  der  Polcurve  p.  ^-^ 
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5.  zwei  Ovale,  zwei  isolirte  Pankie; 

6.,  7.,  8.  das  zweite  Oval  bezOglich  mit  Spitze,  Schleife ,  Spitze,  ein 

isolirter  Punkt; 
9.  zwei  Ovale,  zwei  isolirte  Punkte. 

7.  Das  durchschlagende  Schubkurbelgetriebe.  Ist  in  Fig.  6 
AB=:e  =  r  +  (iy  so  besitzt  die  Bahncurve  eines  jeden  Sjstempunktes  C 
zwei  stete  reelle  Doppelpunkte  C^,  C,  auf  der  Geraden  i  und  überdies  einen 
Sonderdoppelpunkt  Cq  in  der  Durchschlagslage  Ä^B^Cq.  Die  beiden  Ueber- 
gangakreise  fallen  zusammen  in  einen  Kreis  ir  um  ^  mit  dem  Radius 
h  =  yr(r+  fi).     Liegt  nun  in  Fig.  6  C  auf  diesem  Kreise,  so  ist 

also  A  AqBqCq  (^AA^C^O  und  LAqOCq=^LC,  Der  Sonderdoppelpunkt  CJ, 
liegt  demnach  auf  der  Geraden  i  und  fKllt  folglich  mit  den  beiden  anderen 
Doppelpunkten  C|,  C^  zusammen.  Beim  durchschlagenden  Schub- 
knrbelgetriebe  beschreiben  also  alle  Punkte  des  üebergangs- 
kreises  Eoppelcurven  mit  einem  dreifachen  Punkte.  Die  Ge- 
rade OCq  ist  eine  Tangente  der  Koppelcurre  im  dreifachen  Punkte  Cq, 

Die  Polcurve  zerf&Ut  im  vorliegenden  Falle  in  die  doppelt  zählende 
Gerade  AB  und  in  eine  bicirculare  Curve  sechster  Ordnung  mit  Doppel- 
punkten in  A  und  B.  Dieselbe  wird  vom  üebergangskreise  in  zwei  auf 
AB  liegenden  Punkten  berührt 

8.  Im  speciellen  Falle  des  centrischen  Schubkurbelgetriebes 
(fi  =  0)  erhalten  die  bisherigen  Ergebnisse  eine  besonders  einfache  Form. 
Dann  haben  alle  Eoppelcurven  den  Punkt  0  zum  gemeinsamen  Mittelpunkte. 
FUr  die  Radien  der  üebergangskreise  ergeben  sich  die  Werthe  5  =  r,  5  =  c, 
nnd  zwar  entsprechen  den  Punkten  des  ersten  Kreises  Eoppelcurven  mit 
Selbstberührungspunkt  in  0,  w&hrend  die  Punkte  des  zweiten  Eoppelcurven 
mit  zwei  zusammenfallenden  unendlich  fernen  isolirten  Punkten  beschreiben. 
Die  Polcurve  achter  Ordnung  degenerirt  in  eine  (doppelt  zählende)  circulare 
Cnrve  vierter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  in  A  und  Selbstberühmngspunkt 
in  B  u.  8.  w. 

9.  Machen  wir  in  Fig.  2  die  Glieder  AB  und  OA  unendlich  gross, 
aber  so,  dass  die  Differenz  ü  — r  eine  endliche  Grösse  v  behält,  so  ergiebt 
sich  die  in  Fig.  7  dargestellte  specielle  Form  des  Schubkurbelgetriebes,  die 
als  Schleif schiebergetriebe  oder  als  doppelt  geschränkte  Winkel- 
schlei fenkette  bezeichnet  wird:  Ein  rechter  Winkel  BNii,  dessen  einer 
Schenkel  NBssv  ist,  bewegt  sich  so,  dass  der  Punkt  B  die  Gerade  b 
durchläuft,  während   der  unbegrenzte  Schenkel  n  beständig  durch  0  geht. 

Dann  beschreibt  jeder  Punkt  C  der  Ebene  des  Winkels  BNn  wiederum 
eine  circulare  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  zu  i  parallelen  Doppel- 
tangenten im  Abstände  +a  von  b.  Dieselbe  besitzt  gegenwärtig  drei 
Doppelpunkte,    nämlich  die  Punkte  Cj,  C|  auf  der  wie  früher  bestimmten      , 
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Geraden  t  und  überdies  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  h*  Zn 
demselben  gehören  als  Asymptoten  zwei  Parallen  zu  b  im  Abstände 
+  aeo8C. 

Setzen  wir  in  Gleichung  1)  5s=ca=rs=Qo,  h  --  e  =  aoos  d 
5  —  r=v  +  ACOsC,  so  ergiebt  sich 

^*  cosC+ 1»^  —  a(v  +  a  co^O)  =  0. 
Nehmen  wir  in  der  bewegten  Ebene  B  als  Coordinatenanfangspunkt,  BN 
als  a?-Axe,  in  der  festen  Ebene  0  als  Anfangspunkt,  OM  als  |-Axe  und 
bezeichnen  wir  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  C7,  C^  bezüglich 
mit  xyy  ^rjy  so  ist  acosC^  —  x,  qcosC^  —  I,  und  dann  geht  die  vorige 
Gleichung  über  in 

6)  ?-f*|  =  ir(»-v). 

Hieraus  folgt  für  jeden  Systempunkt  C  eine  einfache  Construction  der  zu- 
gehörigen Doppelpunkte  (a^,  C^. 

Gleichung  6)  definirt  in  Verbindung  mit 

7)  JL^M. 

eine  zwei-zweideutige  Verwandtschaft  dritten  Grades  zwischen 
den  Systempunkten  C  und  den  Doppelpunkten  C|.  Durchläuft  C  in  der  be- 
wegten Ebene  eine  Gerade  parallel  zu  n,  so  erzeugen  (7^,  C^  ähnliche  Punkt- 
reihen in  zwei  Parallelen  zu  b.    Insbesondere  entspricht  jedem  Punkte  C  in 

der  Geraden  »  =  0  ein  Punkt  C^  auf  S  =  0  (ly^s—yj  und  als  C,  der  un- 
endlich ferne  Punkt  von  b ,  femer  jedem  Punkte  C  auf  n  der  Punkt  0  als 
Cj  und  ein  (7,  auf  b  (%=-^y)' 

Die  beiden  Doppelpunkte  C^,  C^  fallen  zusammen,  sobald  in  6) 
ist,  also  für  <a;-v)  +  ^«  =  0 

8)  ,  «=i(^  +  /v»-f4«). 

Ist  daher  v>fi,   so    liefert   Gleichung  8)    in   der  bewegten  Ebene   zwei 
reelle  üebergangsgeraden,  die  zu  n  parallel  sind. 
Als  Polcurve  ergiebt  sich  die  Curve  vierter  Ordnung 

Dieselbe  hat  die  Punkte  B  und  ^od  zu  Doppelpunkten  und  wird  von  der 
unendlich  fernen  Geraden  in  ^ioo  vierpunktig  berührt.  Die  Üebergangs- 
geraden sind  Doppeltangenten  der  Polcurve. 

Ist  ^  =  v,  so  zerföllt  die  Eoppelcurve  in  die  Gerade  $  =  ^  — o;  und  in 
eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  C|.  Für 
denselben  ergiebt  sich  aus  6)  $i=»a;.     Dann   sind   also   die  Systeme  der 

*  Die  vier  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  und  die  drei  Doppelpunkte 
liegen  auf  einer  Hyperbel ,  welche  %  und  eine  durch  0  gehende  Normale  zu  %  su 
Asymptoten  bai 
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Punkte  C  und  der  Doppelpunkte  C^  congment.  Der  zweite  Doppelpunkt  C, 
der  Tollstftndigen  Eoppelcurve  vierter  Ordnung  ist  der  gemeinsame  Schnitt- 
punkt jener  Cnrye  dritter  Ordnung  und  der  Geraden  $  =  ^  — rc  und  OC^. 
Die  Polcurve  verwandelt  sich  in  eine  Parabel  mit  dem  Brennpunkte  B  und 
der  Leitlinie  n;  die  beiden  Uebergangsgeraden  fallen  mit  der  Scheitel- 
tangente derselben  zusammen. 

10.  Betrachten  wir  in  Fig.  2  das  Glied  AB  als  fest  und  das  Glied  OMi 
als  beweglich,  so  erhalten  wir  ein  Schleifkurbelgetriebe  und  dann  be- 
schreiben alle  Punkte  der  Ebene  OMby  wie  im  allgemeinen  Falle  (Fig.  1) 
tricircalare  Curven  sechster  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten.  Die  Ueber- 
gangscurve  bleibt  eine  vierfach  circulare  Curve  zehnter  Ordnung  mit  Doppel- 
punkten in  0  und  0««  während  die  Polcurve  sich  in  eine  Curve  sechster 
Ordnung  verwandelt.* 

Setzen  wir  noch  fi  =  Oj  e^r^  so  ergiebt  sich  ein  gleichschenk- 
liges Schleifkurbelgetriebe  (gleichschenklige  rotirende  Kur- 
beischleife  nach  Beuleaux),  bei  welchem  der  Punkt  0  den  Kreis  n 
durchlSnft  (Fig.  8),  während  die  Gerade  b  beständig  durch  den  auf  9s  liegen- 
den Ponkt  B  geht.  Beschreiben  wir  um  0  mit  dem  Radius  2r  den  Kreis  p, 
so  kann  die  Bewegung  der  Ebene  BOO«  bekanntlich  auch  hervorgebracht 
werden  durch  das  Abrollen  von  p  auf  dem  Kreise  n. 

Es  sei  nun  Q  ein  beliebiger  Sjstempunkt,  0$  =  2,  LQO(f^  =  tp. 
Während  das  Glied  OA  um  A  rotirt,  geht  OQ  beständig  durch  den  Punkt  Q^ 
auf  7c,  und  der  Punkt  Q  beschreibt  eine  PascaTsche  Curve  q  mit  dem 
Doppelpunkte  Q^.  Gelangt  aber  0  nach  B^  so  kann  die  bewegte  Ebene 
sich  um  B  drehen;  der  Punkt  Q  erzeugt  also  überdies  noch  einen  Kreis  q 
um  B  mit  dem  Badius  L  Die  vollständige  Koppelcurve  des  Punktes  Q  ist 
demnach  wiederum  von  der  sechsten  Ordnung;  sie  besitzt  fünf  Doppel- 
punkte, nämlich  den  Doppelpunkt  Qi  von  q  und  die  vier  Schnittpunkte  $,, 
9s I  Qot  Q^  ^^^  9  1°^^  ?'•  ^^^  Punkt  Q  gelangt  nach  Qq  und  ^,  wenn  b 
den  Kreis  n  berührt;  es  ist  also  Q^i^  ein  Durchmesser  von  q'  und 
LAB(y=q>.  Die  drei  Punkte  Q,,  ^,,  Q^  liegen  auf  dem  Kreise  i,  der 
durch  AB  geht  und  mit  AB  den  Winkel  g>  bildet;  es  ist  also  LAQiB=q>, 
und  folglich  geht  auch  die  Gerade  QqQ^^  durch  Q|. 

Der  Punkt  Q  wird  der  üebergangscurve  angehören,  wenn  Qj  mit  Q,, 
oder  wenn  Q^  mit  ^3  zusammenfällt.  Im  ersten  Falle  ist  BQi  =  l^  d.h. 
2  =  2f  eo59>,  und  dann  liegt  Q  auf  einem  der  beiden  Kreise  a>,  <o  vom 
Badius  r,  welche  die  Gerade  b  in  0  berühren.  Im  zweiten  Falle  berührt 
q  den  Kreis  «;  es  ist  also  Z^tn^^r,  und  als  Ort  solcher  Punkte  Q  er- 
halten wir  zwei  Parallelen  ?f;,  ^'  zu  Off»  im  Abstände  r.  Hieraus  folgt: 
Beim  gleichschenkligen  Schleifkurbelgetriebe  zerfällt  die 
Ifangscurve    in   zwei  Kreise   «o,  ca>'  vom    Badius  r,   welche 

*  Vergl.  Anmerkung  S.  16.  ^  1 
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die  Gerade  B  in  0  berühren,  und  in  die  gemeinschaftlichen 
Tangenten  tl/^  ff/  derselben.  Jeder  Sjstempnnkt  anf  lo  oder  o 
beschreibt  eine  Pascal'sche  Carve  nnd  einen  Kreis,  der  dnrch 
den  Doppelpunkt  der  PascaTschen  Cnrve  geht,  jeder  Punkt 
Yon  Mf  oder  ^' eine  Pascarsche  Cnrye  nnd  einen  Kreis,  der  die- 
selbe berührt. 

Bezeichnen  wir  mit  x^y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  Q  in  Be- 
zug anf  0  als  A^fang8punkt,  0(/«  als  a?-Axe,  so  yerwandelt  sich  in  der 
That  die  allgemeine  Gleichung  zehnten  Grades  der  Uebergangscurre  für  den 
betrachteten  Specialfall  in 

Brannschweig,  24.  October  1889. 
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Ueber  die  DarsteUung  der  Lösungen  eines  Systems 

linearer  Differentialgleichnngen  erster  Ordnung  in 

der  Umgebung  eines  singulären  Punktes. 

Von 

Dr.  E.  Grünfeld 

in  Wien. 


1. 

Sind  die  Coefficienten  des  Oleichangssyatemes: 
1)  -ä-^  =  a,if*j  +  af2M8  +  ...  +  a,«tin,  •=!,   •,« 

eindeutige  Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen  x,  so  sind  bekannt- 
lich, Yom  Punkte  x=^<x>  abgesehen,  diejenigen  Werthe  von  Xy  für  welche 
die  Lösungen  dieses  Gleichungssystems  unendlich  gross  werden  oder  sich 
yerzweigen,  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

Ist  a  einer  dieser  singulären  Punkte,   so  giebt  es  ein  Fundamental-  . 
System  von  Lösungen,    dessen   Elemente  in  der  Umgebung  desselben  die 
Form  haben: 

(x-a)'-|g>o+ Vi  %(«-«) +  "*  +  n^^^(*-«)l» 
wo   <Po,  ...,   q>i   eindeutige  Functionen   von  x  bedeuten,  die  nach  ganzen 
positiven  und  negativen  Potenzen  von  x  —  a  entwickelbar  sind.     Eine  der- 
artige Entwickelung   ist  bisher  nur  für  den  Fall  durchgeführt  worden,   in 
welchem  das  Gleichungssystem  1)  die  Form  hat: 

(ic--a)-^=aaWi-| VfHnUn  »=1,  ...,« 

wo  die  Coefficienten  (Hh  in  der  Umgebung  von  x^a  holomorph,  also  sämmt- 
liehe  Lösungen  desselben  in  dieser  Umgebung  regulär  sind.  (Vergl.  Sau- 
vage  in  den  Annales  de  TEcole  Normale  Supörieure,  t.  III,  1886,  pag. 
391—404.) 

Im  Folgenden  will  ich  zeigen,  dass  sich  eine  solche  Entwickelung  im 
allgemeinsten  Falle  des  Gleichungssystems  1)  mit  eindeutigen  Coefficienten 
bewerkstelligen  lässt,  indem  ich  von  einer  Methode  Gebrauch  mache,  welche 
Herr  Hamburger  bei  der  linearen  Differentialgleichung  n^  Ordnung  an-   t^ 
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gewandt  und  auf  die  derselbe  erst  vor  Kurzem  wieder  aufmerksam  gemacht 
hat.     (Crelle's  Journal,  Bd.  83  u.  103.) 

Es  sei:  ^(a?)=ir(a?-aj(a?-a,)...(a;-a^), 

so  lässt  sich  das  Oleichungssystem  1)  in  der  Form  schreiben: 

wo  das  Polynom: 

a{x)  =  (aj-  a,)(aj~ Og)  ...{x-a/i) 

fUr  a;  =  0  nicht  mehr  verschwindet.     Setzt  man  alsdann: 

so  verwandelt  sich  1')  in  das  Gleichungssjstem : 

2)  a(c«')^  =  a/i(e«')Wi  +  ...  +  a,„(c«»)u„,        i  =  l,  ...,  n 

aio 

dessen    singulare   Punkte,    abgesehen    von    fc;  =  Qo,    die    folgenden    Punkt- 
systeme sind: 

3)  ir  =  <Ji  +  9ji  +  2Aiwi,  ...,  «?  =  <j^ +  <jp/i*  +  2A^ «♦, 

wo  öa  den  reellen  Werth  von  logg^  nnd  ;i^,  ...,  A^  beliebige  ganze  Zahlen 
vorstellen. 

Bezeichnet  iOq  einen  im  Endlichen  liegenden  Punkt  der  tc^- Ebene ;  der 
mit  keinem  der  singulären  Punkte  3)  zusammenföllt,  so  giebt  es  bekannt- 
lich (vergl.  Sauvage  in  den  Annales  de  TEcole  Normale,  t.  XI)  n  in  der 
Umgebung  von  Wq  convergirende,  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  w^Wq 
fortschreitende  Beihen  u^,  u^,  ...,  t^n»  die  dem  Gleichungssystem  2)  identisch 
genügen  und  im  Punkte  tP  =  WQ  selbst  die  beliebig  gegebenen  Werthe  c^^ 
e^,  ...,  Ca  annehmen,  derart  also,  dass: 

„  .=5'<^(läX -|"'^(fei 

und : 

4')  (WiU  =  Ci,     ...,     {Un)w,=  Cn 

ist,  wenn  allgemein:  .  ,i     . 

^)  te)^  .=  1...... 

d  Ui 
den  Werth  bedeutet,  welchen         ,    im  Punkte  w^to^  annimmt. 

Die  Coefficienten  5)  der  in  diesen  Reihen  auftretenden  Potenzen  von 
w  —  Wq  können  auf  folgende  Weise  berechnet  werden:  Bezeichnet  y  =  f(x) 
=  /*(0  0^°^  beliebige  Function  von  x  und  sind  Xq^  Wq  entsprechende  Punkte 
in  der  x-  und  ir- Ebene,  so  gilt  die  Formel:  /cPy\ 
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wo  2^«*  =9  («  +  !)*  —  »*  und  /i^^  die  X**  Differenz  von  «*  mit  dem  Incre- 
ment  1  bezeichnet.     (Siehe  Crelle*8  Journal,  Bd.  83  S.  189.) 

Aus  dem  Oleichungssjstem   2)  und  den  durch  fortgesetzte  Differentia- 
tion nach  IT  ans  diesem  hervorgehenden  Gleichnngssjstemen  ergeben  sich 

die  Ableitungen  beliebiger  Ordnung  -^ —  als  lineare  homogene  Functionen 

awx 


Yon  Uj,  ...,  tin  in  der  Form: 

wo  die  9^j,  ...,  97^  aus  den  Coefficienten  a(e"),  Ow  («^), ...,  Otn  («*)  und  deren 
Ableitungen  nach  w  durch  Multiplication  und  Addition,  sowie  durch  Divi- 
sion mit  ganzzahligen  Potenzen  von  a(£^j  zusammengesetzt  sind.  Zufolge 
V)  ist  daher: 

Der  Werth    irgend    einer    der  in    ^>\y   ...,   <p^^   vorhandenen  Ableitungen 

--r-j  j   drückt   sich  aber  nach  Formel  6)  additiv  und  multiplicativ  durch 

die  Grössen: 
9)  Äo««K)»  V«'^*(«o)»   •••»  «o^fl^W» 

ist,  aus.  Die  Grössen  (,^\^n^^  •••,  (<p/i,)»o  ^^'^^  daher  Quotienten,  deren 
Zähler  additiv  und  multiplicativ  aus  den  Ausdrucken  9)  zusammengesetzt 
sind  and  deren  Nenner  eine  ganze  positive  Potenz  von  a(^o)  ^^^*  Bezeichnet 
man  diese  Quotienten  durch  f^^{xQ)y  ...,  ff^iPo^^  ^^  lautet  das  Gleichungs- 
sjstem  8): 

Mit  diesen  Werthen  der  Ableitungen,  welche  in  den  Reihen  4)  auftreten, 
verwandeln  sich  diese  letzteren  in: 

oder  auch:         «>      -.»  ,    \  _st>^  n  i    \ 

».= ci/,*  — TT— (»- «0)*+ «»/,»— n— («'-«'0)* +••  • 

in  0  *'  0         *' 

d,  i.:  ® 

12)  Ui=:CiUn  +  c^Ui2'\ hdiWi»,  «=1,  ...1  n 

wenn  gesetzt  wird: 

iQv  "^^  fikM .  .,  i=l,  ...,  n 


Uigitized  by 


Google 


24  Ueber  die  Darstellung  der  Lösungen  etc. 

Es  erscheinen  also  die  Elemente  der  Lösung  u, ,  u^  f  •  •  • « i^  linear  homogen 
durch  die  Grössen  12)  ausgedrückt,  woraus  folgt,  dass  diese  selbst  für  jeden 
Werth  von  A;  =  1 ,  . . . ,  n  eine  Lösung  des  Gleichungssystems  2)  bilden. 
Diese  n  Lösungen  sind,  wie  leicht  zu  zeigen  ist,  linear  unabhängig  unter 
einander:  denn  da  für  w=^w^  die  Elemente  u^,  Ug,  ...,  Un  bezüglich  die 
Werthe  Cj,  c^,  ...,  Cn  annehmen  sollen,  so  muss  zufolge  11): 


14) 


sein.  Es  sind  aber,  wie  aus  13)  hervorgeht,  /i2(äo),  AJC^o)»  •••>  /^2(fl?o^ 
die  Werthe,  welche  die  Elemente  der  Lösung  Uik,  U2k^  ...,  Unk  im  Punkte 
w  =  i€^  beziehungsweise  annehmen ,  und  da  die  Determinante  dieser  Werthe, 
wie  aus  14)  unmittelbar  ersichtlich  ist,  den  Werth  )  hat,  so  folgt  in  der 
That,  dass  die  Ausdrücke  13)  ein  Fundamentalsystem  von  n  Lösungen  des 
Gleichungssystems  2),  als  auch  des  ursprünglichen  1)  vorstellen. 
Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  der  Satz: 

Das  System  von  homogenen  linearen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  mit  eindeutigen  Coefficienten 
1)  besitzt  stets  in  der  Umgebung  eines  nicht  singulären 
Punktes  ein  System  von  n  linear  unabhängigen  Lösungen, 
dessen  Determinante  in  diesem  Punkte  den  Werth  1  hat. 
Jede  andere  Lösung,  deren  Elemente  vorgeschriebene 
Werthe  in  diesem  Punkte  annehmen  sollen,  drückt  sich 
linear  homogen  durch  jene  mit  constanten  Coefficienten 
aus,  welche  gerade  diese  vorgeschriebenen  Werthe  sind. 
Es  werde  nunmehr  angenommen,  dass  die  singulären  Punkte: 

derart  aufeinander  folgen,  dass,   wenn   a<Zß  ist,   Qa^Qßj  somit  a^  der 

dem  Nullpunkte  zunächst  gelegene  singulare  Punkt  ist. 

Wird  nun  der  Punkt  Xq  so  gewählt,  dass  der  absolute  Betrag  desselben 

innerhalb  der  Grenzen  r^  ^  ,     ,  ^  -^ 

0<l«ol<(>i«'"'* 

beschränkt  ist,  so  convergiren  die  Reihen  13)  jedenfalls  auch  noch  für  den 

Werth  io  =  tOQ  +  2nu     Dem  Wege  der  Variabein   to  von  Wq  bis  WQ  +  2ni 

entspricht  aber  in  der  rc- Ebene  ein  vom  Punkte  Xq  ausgehender  geschlossener 

Umlauf  um  den  Punkt  x  =  0.     Substituirt  man  daher  in  den  Ausdrücken 

13)  io  =  i€Q  +  27ti,  so  ergeben  sich  die  Werthe: 


.6)  M.=|'.e^/iw-...,      •=;■_:;:; 


welche  dieselben   nach  dem  erwähnten  Umlaufe  im  Ausgangspunkte  Xq  an- 
nehmen, während  sie  ursprünglich  die  Werthe  14)  hatten. 
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Diese  Grössen  «ia  bftngen  also  Yom  Punkte  x^  ab,  was  selbstverständ- 
lich ist;  denn  wenn  man  mit  denselben  Anfangswertben  14)  von  zwei  ver- 
schiedenen Punkten  x^  und  x'^^  die  dem  oben  beschränkten  Bereiche  an- 
gehören, ausgehend,  geschlossene  Wege  um  den  Nullpunkt  beschreibt,  so 
werden  die  Endwerthe  o,^  und  a'fk^  zu  denen  man  in  jCq,  beziehungsweise 
Xq  gelangt,  von  einander  verschieden  sein  und  durch  Beziehungen  der  Form: 

tc  ^^  i ,  •  •  • ,  f^ 
wo  Cki^  ...,  Ckm  Constante  bezeichnen,  deren  Determinante  von  Null  ver- 
schieden ist,  miteinander  zusammenhängen. 

Was  das  Verhalten  der  Functionen  Uj,  u,,  ...,  u«,  bei  dem  erwähnten 
umlaufe  betrifft,  so  folgt  aus  12),  dass  dieselben,  welche  bekanntlich  im 
Ponkte  Xq  beziehungsweise  die  Anfangswerthe  Cj,  c,,  ...,  c»  haben  sollten, 
die  Endwerthe  erlangen: 

M  0  =  ^1  «i  1  +  «2  «« 2  +  •  •  •  +  ^  «t«  •  t  =  1 ,  . . . ,  n 

Bezeichnet  man  mit  o  diejenige  Grösse,  um  welche  sich  diese  letzteren 
von  den  ersteren  unterscheiden,  so  ergiebt  sich  die  Beziehung: 

16)  CiCrn  +  eiofi2  +  *''  +  c«aiii  =  cö.C<,  *=  1,  •••>  n 

aus  welcher  folgt,  dass  m  der  Gleichung  genttgt: 


17) 


«Ij  —  CO     ...  «1, 


««I  ...     «««  — < 


=  0. 


Lässt  man  die  Variable  x  den  geschlossenen  Weg  um  den  Nullpunkt 
von  einem  andern  Punkte  Xq  des  erwähnten  Bereiches  ans  beschreiben,  dem 
die  Werthe  atk  der  Ausdrücke  15)  entsprechen,  die,  wie  bemerkt,  von 
den  oik  verschieden  sind,  so  gelangt  man  bei  der  Bestimmung  der  Grösse  m 
zu  der  Gleichung  17),  in  welcher  jedoch  die  atk  durch  die  a'ik  ersetzt  sind. 
Vermöge  der  obigen  zwischen  den  Oik  und  ant  stattfindenden  Relationen 
ergiebt  sich,  dass  die  Coefficienten  sämmtlicher  Potenzen  von  <o  in  Gleich- 
ung 17)  ihren  Werth  nicht  verändern,  wenn  die  atk  an  die  Stelle  der  or^jt 
treten,  dass  somit  m  für  alle  Punkte  jenes  Bereiches  einen  und  denselben 
Werth  besitzt  (Vergl.  Sauvage  in  den  Annales  de  TEcole  Normale,  t.  XI 
and  Mittag-Leffler  in  den  Comptes  rendus,  1889,  pag.  637-639.) 

Die  Gleichung  17)  —  nach  Herrn  Fuchs  die  auf  den  Nullpunkt  be- 
zügliche Fundamentalgleichung  —  besitzt  n  Wurzeln  Oj ,  o>| ,  . . . ,  o)»  >  einer 
jeden  derselben  atk  entspricht  aus  dem  Gleichungssjsteme  16)  ein  Werth 
Cikf  Ctkf  .-M  <^mk  ^r  die  Constanten  c, ,  o,,  ...,  c^  durch  dessen  Substitu- 
tion in  12)  eine  Lösung  des  Gleichungssjstems  2)  erhalten  wird.  Die  auf 
diese  Weise  erlangten  n  Lösungen  sind  unter  einander  linear  unabhängig. 

Die  Form  dieser  Lösungen  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  ist  be- 
kanntlich  davon  abhängig,    ob  die  Wurzeln   a>^^  ...,  o>i,   von  einander  ver- 
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schieden  sind   oder  nicht.     Im  Allgemeinen   ist  dieselbe   die  eingangs  an- 
gegebene : 

wo  die  q)ik  eindeutig  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  sind  und  rt  einen 
der  unendlich  vielen  Werthe  yon  ^ — .logook  bezeichnet. 

Sind  m^y  ...,  a>a  nicht  sSmmtlich  von  einander  yerschieden,  so  lässt 
sich  das  in  Bede  stehende  Fundamentalsystem  aus  Gruppen  von  Lösungen 
zusammensetzen,  die  den  verschiedenen  Wurzeln  entsprechen. 

Sei  o>i  eine  von  den  letzteren,  so  kann  man,  wie  Herr  Sau  vage  nach 
dem  Vorgange  des  Herrn  Hamburger  gezeigt  hat  (siehe  die  Annales  de 
TEcole  Normale,  t.  XI  und  Crelle*s  Journal,  Bd.  76),  die  dieser  entspre- 
chende Lösungsgruppe  in  Untergruppen  zerlegen,  in  deren  jeder  sein  wird: 

19)  {  f/<.m-2  =  afV/r«/iW, 


\  Uii       =3afa)4"»-*-^"'-*/i(v), 

wo  »  =  o — :^9^  gesetzt  ist  und 

20)  fi{v)=-Aio+Änv  +  ...  +  Äi^n.^,v-^'' 

eine  ganze  Function  m^l^^  Grades  von  v  bezeichnet,  deren  Goefficienten 
ÄiOy  Äi\^  ...,  ili',m-i  in  Reihen  nach  ganzen  positiven  und  negativen  Po- 
tenzen von  X  entwickelbar  sind.  Jfi  {v)  bezeichnet  die  Differenz  fi  (v  +1)  -  fi  (f) 
und  J^fiip)  die  Differenz  x^^  Ordnung  von  Ui^)  mit  dem  Zuwachse  1. 

Die  Elemente  Uim^  Ui^ m-tj  ••m  ^i  ^^^^^  solchen  Gruppe  19)  sind  dem 
Früheren  zufolge  als  lineare  homogene  Functionen  der  Elemente  des  Fun- 
damentalsjstems  13)  mit  constanten  Goefficienten  ausdrttckbar.  Zur  Be- 
stimmung dieser  letzteren  dienen  im  Allgemeinen  die  Gleichungen  16).  In 
diesen  ist  mindestens  eine  Gleichung  eine  Folge  der  übrigen.  Ist  die  An- 
zahl der  Gleichungen,  die  eine  Folge  der  anderen  sind,  v,  und  v^fi,  wenn 
fi  den  Grad  der  Vielfachheit  der  Wurzel  o>|  bezeichnet,  so  treten  zu  den 
Gleichungen  16)  noch  die  folgenden  hinzu: 

Sind  in  16')  v  eine  Folge  der  anderen  und  v-^-v'^fi^  so  ergiebt  sich  zu 
16)  und  16')  das  weitere  Gleichungssystem: 


16")  j 


•• •• .».., 
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u.  8.  w.  Vermitielst  der  aus  den  Oleichnngssystemen  16),  16'),  16")  n.  s.  w. 
ableitbaren Coefficientensysteme  c,,  ...,  di;  c'»+i,  ...,  ^'n»  c\^^'^i,  ...,  c"„ 
u.  8.  w.  sind  die  erwähnten  Relationen  von  der  Form : 

^i^o^ytx  + hc„y/„, 

©«•  =  c'r+i  yi,»+ 1  +  •  •  •  +  c'n  y/^ , 


»=1. 


wo  die  yik  die  durch  die  Gleichung  13)  gegebenen  Werthe  haben. 

Aas  den  vorhergehenden  Betrachtungen  folgt,  dass  sich  in  jedem  Falle 
die  Elemente  einer  für  die  Umgebung  des  singulären  Punktes  x^O  gel- 
tenden Lösung  des  Gleichungssjstems  1)  als  lineare  homogene  Functionen 
der  Elemente  des  Fundamentalsystems  13),  das  fdr  einen  nicht  singulären, 
dieser  Umgebung  angehörigen  Punkt  x^  giltig  ist,  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  ausdrücken  lassen,  deren  Verhältnisse  entweder  durch  das  Gleich- 
nngssystem  16)  allein,  oder  durch  dieses  und  die  analogen  16'),  16'')  u.  s.  w. 
bestimmbar  sind.  Gerade  hierauf  beruht  die  Möglichkeit,  die  eindeutigen 
Functionen  <jp^^,  g?,.*^,  ...,  fp}^  in  18),  beziehungsweise  die  i^<oj  ^n>  •••»  -^i.m-i 
in  20)  in  Reihen  nach  ganzen  positiven  und  negativen  Potenzen  von  x  zu 
entwickeln. 

Um  diese  Entwickelung  an  den  Functionen  der  Gruppe  19)  durchzu- 
ftihren,  sei  bemerkt,  dass  z/'"-"*/i(»)  von  der  Form  ist:  'kAi^m^-x^  wo  k 
eine  numerische  Constante,  und  daher: 

Dem  Obigen  zufolge  ist: 

wo  ttii,  ...j  Ui»  die  Elemente  des  Fundamentalsystems  13)  und  c'j,  ...,  c'n 
Constante  sind,   die  als  bekannt  angesehen  werden  können.     Es  ist  daher 

bekannt  Da  Ai^m-i  eine  eindeutige  Function  ist,  so  lässt  sich  dieselbe 
nach  der  Formel  von  Laurent  durch  eine  Reihe  von  der  Form  aus- 
drücken :  4;;» 

22)  ^,„,_,=2»^*^'*'  1  =  1,  ...,n 

—  OD 

deren  Coefficienten  bestimmt  werden  durch  (siehe  Hamburger,  Crelle's 
Journal,  Bd.  83  S.  192): 

'""^  l  {dlogx)^  L=*.(A  +  l)l' 
Ersetzt  man  in  dieser  letzteren  Formel  Äi^m^i  durch  seinen  Werth  aus  21), 
so  liefert  die  Gleichung  22)  die  verlangte  Entwickelung  yon  Ät^m^-x  in  der 
Umgebung  des  Nullpunktes  nach  positiven  und  negativen  Potenzen  von  x. 
Die  Entwickelung  von  ^,ni-2  geschieht  jetzt  auf  folgende  Weise:  Das 
vorletzte  Element  der  Gruppe  19): 
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Crf2  =  ara)i"—2^f»-2ÄW 
iSsst  sich  durch  die  Elemente  unk  des  Fundamentalsystems  13)  in'der  Form 
ausdrücken : 

wo  die  Constanten  o^^  ...,  Cn*  als  bekannt  anzusehen  sind.     Nun  ist 
wo  ky^  k^j  h^  numerische  Constanten.     Daher  ist: 

somit  bekannt,  sobald  Ui2  durch  seinen  Werth  aus  23)  ersetzt  wird.  Die 
so  bestimmte  Function  Äi^m^2  kann  nunmehr,  da  dieselbe  eindeutig  ist, 
vermittelst  der  Lau r entaschen  Formel  in  eine  Reihe  nach  ganzen  positiven 
und  negativen  Potenzen  von  x  entwickelt  werden.     Da 

ü,.,  =  af  Ol"—«  ^1«-» /;  (fj) 
ist   und  in   ^"•'"«/iW   nur  i^i,m-i,  ^»,m-2,  ^<,ni-»  vorkommen,    so   ist 
unmittelbar  zu  ersehen,   in  welcher  Weise  die  Entwickelung  nach  ganzen 
positiven  und  negativen  Potenzen  von  x  der  eindeutigen  Function^i^,*,  m  -  3 , 
dann  mit  Hilfe  dieser  von  Ji^m—iy  •••,  ^io  erfolgt 


Die  Coefficienten  der  nach  Potenzen  von  cd  entwickelten  Fundamental- 
gleichung 17)  sind,  wie  in  1.  bemerkt  wurde,  unabhängig  von  dem  Punkte 
Xq^  was  nur  möglich  ist,  wenn  in  jedem  derselben  die  mit  Potenzen  von  Xq 
behafteten  Olieder  sich  gegenseitig  aufheben.  Daraus  ergiebt  sich  eine 
leichte  Berechnung  dieser  Coefficienten.  Denn  da  der  Punkt  Xq  mit  keinem 
der  singulären  Punkte  a^,  ...,  a^  zusammenföllt,  so  ist  a(xQ)  von  Null 
verschieden,  deshalb  sind  die  Grössen  ff\{xQ)  und  somit  auch  die  durch  15) 
definirten  atk  für  Xq  endlich  und  demgemftss  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  Xq  entwickelbar.  Zur  Berechnung  der  Coefficienten  in  Gleichung  17) 
wird  man  also  von  den  a^jt,  aus  denen  sie  zusammengesetzt  sind,  und  daher 
auch  von  den  /^^(aüb)  ^^^  die  von  Xq  freien  Glieder  beibehalten.  Da  aber 
nach  Formel  6)  in  allen  nach  w  =  logx  genommenen  Ableitungen  der 
Goefücienten  a(c*),  an(c*),  ...,  a<ii(e^),  die  zur  Bildung  der  //5b (äq)  bei- 
tragen, jedes  Glied  eine  Potenz  von  Xq  enthält,  so  folgt,  dass  diese  Ab- 
leitungen für  die  in  Rede  stehende  Berechnung  nicht  in  Betracht  kommen 
und  dass  es  genügt,  zur  Ermittelung  der  von  Xq  freien  Glieder  in  /^^(aso), 
die  mit  /)^^(0)  bezeichnet  seien,  gemäss  10)  die  folgenden  Gleichungssjsteme 
aufzneteUen:         ,  „o,  .^  „.^ 


24) 


=  ~;?r«i+^;r  «♦«  +  ••• +  -rr««; 


dw 
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24*) 


•       •       • • > 


l  dt<^^ 


dte; 


dtc^ 


^=^^4.^  ^ 


24") 


•i« 


dir 
cPu„ 


dw" 


dio" 


div^ 


"^  ay    dw^ 


l  dir»        ä"    dfo*  ^  a^    dio* 


dw* 


wo 


d^Ui  /d^Ui\ 

der  Kürze  halber  Ui  für  (w/)«,^,         ,   fflr  (-j—f)     geschrieben  ist  und 

a^  a^^i^  die  Werthe  yon  a(d^)  beziehnngsweiee  Oi-jbC^o)  s^'^^»   wenn  nnr  die 
Ton  Xq  freien  Glieder  beibehalten  werden. 

bt  das  Gleichnngssjstem  1)  ein  solches,  dessen  sämmiliche  Lösungen 
in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  regulär  sind,  so  genügt  bekanntlich 
(s.  Sauyage  in  den  Annales  de  TEcole  Normale  1886)  der  Exponent  r  yon 
af  in  diesen  Lösungen,  unter  denen  stets  eine  yon  der  Form 

25)  Ui^af{ef^  +  c^x  +  efa?  +  ^'*) 

ist,  den  Gleichungen: 


»=i, 


'+•••+ 


c.«  =  0, 


26) 


woraus  sich  ergiebt: 


%"+%'  + 


«?. 


27)  rc.»  =  -^c/+-^c,o  +  ...  +  -^c„»       »=1.2,....« 

Durch  die  Gleichungen  26)  werden  demnach  re^\  rc^%  ...,  rCn^  als  lineare 
homogene  Functionen  yon  Cj^,  c^^y  ...,  Cn^  in  derselben  Weise  ausgedrückt, 

wie  durch  die  Gleichungen  24)   (-j-^j    i  ••->   \'T^)     ^^  Functionen  yon 

Aus  27)  folgt  durch  Multiplication  mit  r: 
27')  r»CiO«^.^^^o  +  ^2.^^o^...  +  ^.^^^o.     i==i,2,...,n 

Durch  das  Gleichungssystem  27)  erscheinen  die  Grössen  r^Ci^  Hc^^  ...,1^6»^ 
durch  rcj^y^rc^^  ...,  rc„^  auf  dieselbe  Weise  ausgedrückt,  wie  yermöge  24') 

(0).--  (01  -"*  (!=').•  ••■•  i^l '"  ^^  -^  «^ 

emer  das  Gleichnngssjstem:  ^  t 
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27")  r»c,«=^.r«c,»  +  ^.r«c,«  +  ...+  ^.r»c„^  i=l,2,...,n 
vermittelst  dessen  r^Cj^  ...,  f^c„^  durch  r*c,^  ...,  r^Cn^  so  ausgedrückt 
werden,  wie  vermittelst  24")  die  (tz^)  >  •••»  \^^)  ^°^^^  \df^/  ' 
...,( -^)  u.  s.  w.  Hieraus  folgt,  dass  r^c^,  r^c^^,  ...,  r^Cn^  sich  durch 
c,\  c,\  ...,  c„^  auf  dieselbe  Weise,  wie  die  [^,)^^^  Vd^l:  ''  ^^'d^K 
ausdrücken  lassen.  Da  nun,  wenn  blos  die  von  Xq  freien  Glieder  in  Be- 
tracht kommen,  sich  aus  Gleichung  10)  ergiebt: 

(^)^=/-A(0)c,+/;i(0)c,+...+/-/,(0)c,  i=i, ...,» 

SO  ist  also  auch: 

28)  rXc,«  =  /*f,(0)c,«  +  /;VO)c,«  +  ...  +  /;^„(0)c„».      f=l,  ...,  n 

Nach  15)  ist  ferner: 

'^i^^^fhif))^''ikiO),    »  =  l,...,n;  fc  =  l,.. 


$■ 


dfüier:  " 


«/i(0)c,o+«/,(0)  <!,•  +  ..•  + «<„(0)c,» 

=^»  ^^  IfA  (0)  c,«  + /?,  (0)  ci»  + . . .  + /i»  (0)  c«} 

oder  zufolge  28): 

«a  (0)  c,"  +  art  (0)  c,»  + .  • .  +  «<„  (0)  Cn' 

Es  finden  somit  die  Gleichungen  statt: 

«21  (0)       Ci<'  +  («„(0)-e*'«'jc,«  +  ".+         «1,(0)        «(„»«O, 

«»i(0)      c,»+        «„(0)       c,«  +  -..  +  («.,(0)-e»"")c„»  =  0, 
aus  welchen  sich  ergiebt: 

«n(0)-c2-«'  ...         «,„(0) 


29) 


=  0. 


«ni(0)  ...   a,,(0)-c^-«' 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  m  in 
Gleichung  17)  von  Xq  unabhängig  sind,  folgt  daher  aus  dieser  und  der 
Gleichung  29)  die  Beziehung: 

30)  G,  =  c2'-««-. 

Wie  bekannt  (siehe  die  Denkschriften  der  Wiener  Akademie,  64.  Bd. 
S.  93 — 104),  muss  von  den  Elementen  der  Lösung  25)  mindestens  eines 
zum  Exponenten  r  gehören,  d.  h.  so  beschaffen  sein,  dass  es,  mit  x"-^  mul- 
tiplicirt,   für  jc  =  0  nicht  verschwindet,  während  die  übrigen  Elemente  zu 
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Exponenten  gehören  können,  die  am  völlig  bestimmte  ganze  Zahlen  grösser 
sind  als  r.  Sind  demnach  q>j  ,  •  • . ,  o»«  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleich- 
ung 17),  die  zum  Punkte  a;  =  0  in  dem  Gleichungssystem  mit  ausschliess- 
lich regul&ren  Lösungen: 


31) 


'  +  aimUn, 


l,  ...,n 


wo  also  die  o^jt  holomorph,  gehört,  so  darf  von  den  unendlich  yielen,  sich 
nm  ganze  Zahlen  unterscheidenden  Werthen ,  die  vermöge  30)  jedem,  einer 
bestimmten  Wurzel  a>A  entsprechenden,  r^  zukommen ,  nur  derjenige  genom- 
men werden,  zu  welchem  mindestens  ein  Element  der  entsprechenden  Lö- 
sung als  Exponenten  gehören  muss,  welcher  also  der  aus  26)  hervorgehen- 
den Gleichung  —  der  auf  den  Punkt  ^  =  0  bezüglichen  determinirenden 
Fandamentalgleichung  — : 


genügt. 


— r 


-— r 


:0 


Das  Oleichungssystem: 

in  welchem  die  Reihen,  welche  die  Coefficienten  von  Uj,  k^,  ...,  Un  bilden, 
in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  convergiren,  weist  in  Bezug  auf  den 
Zusammenhang  zwischen  den  Grössen  r  und  <o  dasselbe  Verhalten  auf,  wie 
das  Oleichungssystem  31)  der  vorigen  Nummer.    Setzt  man  nftmlich  daselbst 

2 =--9  so  verwandelt  sich  dasselbe  in  das  folgende: 


t 


dUi 


«s=  1,  ...,  n. 

In  diesem  Gleichungssysteme  sind  die  Coefficienten  von  U|,  u^,  ...,  t^n  in 
der  Umgebung  von  ^s=0  holomorph,  dasselbe  gehört  somit  zur  Classe  der 
Gleichungssysteme  31),  welche  nur  reguläre  Lösungen  in  dieser  Umgebung 
zulassen.  Eine  von  diesen  ist  unter  allen  Umständen  von  der  Form  25) 
der  Kr.  2,  n&mlich: 

3)  Ui  =  i^{Ci^  +  CiH  +  CiU^  +  ^"),  1=1,  ...,n 

wo  Q  eine  Wurzel  der  Gleichung 

^ii+Q  •••      öl« 


4) 


a»i 


...    Onm  +  a 


=  0 
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ist.     Bezeichnet  a>'  die  Lösung  der  zum  Punkte  ^  ^  0  gehörigen  Fundamen- 
talgleichung,  so  ist  also  nach  dem  Ergebnisse  yon  Nr.  2: 

5)  ^':=e'^9^K 

Ersetzt  man  in  der  Lösung  3)  t  durch  — *   so  wird  dieselbe:  ^ 

X 

6)  w<=af(c<>+|-'  +  ^*  +  ---).  »  =  1,  ....  » 
wo: 

7)  r  =  -e 
der  Gleichung  genügt: 

«1,— r  ...      a\n 
4') 


=  0. 


a«!        ...    (hiH—T 

Da  aber,  wenn  die  Variable  t  einen  geschlossenen  Weg  um  den  Punkt 
^  =  0  im  positiven  Sinne  der  Drehung  beschreibt,  die  Variable  x  den  Punkt 
d;s=cx>  in  demselben  Sinne,  somit  den  Punkt  a;  =  0  in  negativer  Richtung 
umkreist,  so  folgt,  dass^  wenn  o>  die  Wurzel  der  zum  Punkte  x  =  0  ge- 
hörigen Fundamentalgleichung  bezeichnet, 

8)  0)  =  — 

ist    Aus  5),  7),  8)  folgt  daher: 

wo  also  r  so  beschaffen  ist,   dass  von  den  Coefficienten  c^  (t=l,  ...,n) 
mindestens  einer  von  Null  verschieden:  ist. 

Ein  Fuildamentalsystem  von  Lösungen  des  Gleichungssystems  2)  setzt 
sich ,  wie  bekannt  (vergl.  meinen  Aufsatz  in  den  Denkschriften  der  Wiener 
Akademie,  54.  Bd.)  entweder  blos  aus  Elementen  der  Form  3)  zusammen, 
oder  aus  Elementen  dieser  Form  und  solchen,  welche  die  Gestalt  haben: 

Ui^t9\q>f{t)  +  q>^{t)lagt  +  ''*  +  fp^\t)log^t\,  i=l,  ...,n 
wo  die  Functionen  tpfif)  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  eindeutig,  endlich 
und  femer  so  beschaffen  sind,  dass  von  den  Functionen  t«|,  tij,  .«.,  Uu 
mindestens  eine  zum  Exponenten  ^,  der  eine  Wurzel  der  Gleichung  4}  ist, 
gehört. 

Hieraus  ergiebt  sich,  indem  —  für  ^  substituirt  wird,  der  folgende 
Satz:  * 

Das  Gleichungssjstem  1): 

t=l,      ...,fl, 

welches  im  Endlichen  nur  den  einen  singulSren  P'unkt 
ar  =  0  besitzt  und  in  welchem  daher  die  Reihen,  welche  die 
Coefficienten  von  u^,  ...,  Un  bilden,  mit  Ausnahme  von 
x=^0  in  der  ganzen  o; -Ebene  convergiren,lässt  ausschliess- 
lich nur  Lösungen  zu,  die  in  der  Umgebung  von  a;=Qc  re- 
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gnlär  sind,  die  also  entweder  die  Form  6)   oder  die  fol- 
gende haben: 

wo  r  eine  Wurzel  der  Gleichung  4')  ist  und  g>£^,  ...,  9^  ein- 
deutige Functionen  bezeichnen,  die  in  der  ganzen  a;-Ebene, 
den  Punkt  x  =  0  ausgeschlossen,  endlich  und  überdies  so 
beschaffen  sind,  dass  von  den  Lösungselementen  U|,  ...,  Un 
mindestens  eines  zum  Exponenten  r  gehört. 
Der  Yorstehende  Satz  hat  selbstyerstftndlich  auch  für  den  Fall  Geltung, 
dass  die  Beihen:  _ 

nur  ans  einer  endlichen  Anzahl  yon  Gliedern  bestehen.    Ist  insbesondere*. 

^Ä  =  Ciifc  =  -«-  =  0, 
also  das  Gleichungssystem  1)  von  der  Form: 

dtH  .         .  .      . 

«-^=aiit*i-f---fa,nM„  »=1,  ...,  n 

wo  Oiiy  ...,  ain  Constante,  so  iSsst  sich  dasselbe,  wie  ich  in  der  zuletzt 
eitirten  Arbeit  gezeigt  habe,  in  geschlossener  Form  integriren. 
Wien,  am  9.  Mai  1890. 


Z«ltaoluift  f.  MathttmaUk  n.  Phyftik  XXXVI,  t. 
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IV. 

Ueber  eine  algebraische  Determinante  mit  eigenüiüm- 
lichem  Bildungsgesetz  der  Elemente. 

Von 

Dr.  K.  WEraRAUCH, 

o.  Plön  d.  pfayBikal.  Oeogr.  a.  d.  üdIt.  Dorpat. 
1. 

Bei  der  theoretbchen  Untersuchung  einer  gewissen  meteorologischen 
Frage  stiess  ich  auf  Determinanten  yon  eigenthOmlicher  Gestalt,  welche, 
soweit  mir  die  Literatur  bekannt  ist,  bisher  nicht  behandelt  worden  sind. 
Im  Folgenden  soll  nun 'Definition  und  Auswerthung  dieser  Determinanten 
in  kurzer  Weise  gegeben  werden,  woran  sich  dann  ein  allgemeinerer  Satz 
schliesst. 

Man  habe  eine  Determinante  G„^m  vom  Orade  fi(m-)-l)|  welche  aus 
n  Systemen  yon  je  m+l  Zeilen  bestehe.  Die  erste  Zeile  des  J^  Systems 
enthalte  die  Potenzen  a^  yon  ^  =  0  bis  h  =  n{m  +  l)'-\;  die  folgenden 
m  Zeilen  bestehen  aus  den  Differentialquotienten  der  ersten  Zeile  nach  a« 
Yom  ersten  bis  zum  m*^.  Ein  solches  System  hat  also  das  Aussehen: 
1,  a*,    ak\    ak\    ...,  a;(-+0-», 

0,    1,    2aA,  3aÄ«,  ...,  («(m  +  l)- l)a;<'»+')-^ 

^\0,    0,      2,     6a*,  ...,  («(m  +  l)-l)(n(m  +  l)-2ja2(-+»)-*, 

Man  soll  Gn,m  auswerthen.     Zur  Abkürzung  führe  ich  die  Bezeichnung  ein 

1)  (Ä.p)  =  MÄ-l)(Ä-2)...(Ä-p  +  l), 
woraus  sehr  leicht  gefolgert  wird,  dass 

2)  (*,!>)- (»-1,1>)  =  P.(»-J,1>-1). 
Es  werde  ferner 

3)  (Ä.0)  =  1 
gerechnet,  und  man  hat 

4)  (Ä,Ä)  =  Ä! 

5)  (Ä,p)  =  0  ftirp>Ä. 

Fftr  den  p**°  Differentialqnoüenten  von  aj^  nach  a«  hat  man  also 
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nnd  die  zu  untersuchende  Determinante  kann  in  der  Gestalt  geschrieben 
werden 

7)  G^,.«=   {Kp)al-P      Ä  =  0.  1,  ...,(n(m  +  l)-]), 

p  =  0,  1,  ...,  w. 

Hierbei  bezieht  sich  der  Index  k  auf  die  Folge  der  Systeme,  der  Index  p 
aaf  die  einzelnen  Zeilen  der  Systeme,  der  Index  h  auf  die  Colonnen  der 
Determinante. 

Unter  einer  Transformation  nach  a^  soll  nun  folgender  Prooess 
verstanden  werden: 

Jede  Colonne,  Yon  der  letzten  bis  zur  zweiten,  werde  der  Reihe  nach 
vermindert  um  die  mit  a^  multiplicirte  vorhergehende  Colonne ;  die  Elemente 
der  ersten  Zeile  werden  dadurch  gleich  Null,  mit  Ausnahme  des  ersten, 
welches  1  bleibt.  Die  Determinante  erniedrigt  sich  daher  im  Grade  um  eine 
Einheit,  d.  h.  es  beginnt  nun  h  mit  dem  Werthe  1  statt  des  früheren  An- 
fangswerthes  Null,  und  mit  Rücksicht  auf  2)  wird 

r^_i.n/Ä     1    ^.\»A-\-Q  g  =  0,  1,  ...,(«1-1), 

.    .^^       1        .^.  \    ...    .        Ä=1'2,  ..,(n(m+l)-l), 
(Ä,i>)a*-^-(Ä-l,i>)a*-P-«a,      *  =  2,3....,n, 

j>=0,  1,  ...,«1. 

Die   m    Zeilen    des    ersten   Systems    haben    der  Reihe    nach    die  Factoren 
1,  2,  ...,  m.     Die  ersten  Zeilen  der  n— 1  übrigen  Systeme  haben  allgemein 
das  Element 
9)  aj  —  a*-  •  tti  =  a*-  *  {a/k  -  aj. 

Die  Determinante  besitzt  also  auch  die  Factoren 


8)    G^..„  = 


k=2H 


«n  — fl, 


Setzt  man: 

10)  ^' =][[("*■ 

80  kann  statt  8)  geschrieben  werden 


•aj), 


11) 


G^«.„  =  m!JFi. 


(Ä-l,(7)a,*-'-^ 


,A-1 


(Ä,j9)a/-^-(Ä-l,p)fl^*-^-«ai 

^  =  0,1,...,  (m-1),    Ä=l,2,  ...,(n(m  +  l)-l). 
Ä  =  2,  3,  ...,  *t,    p=  1,  2,  ...,  w. 

Wird  hier  in  jedem  System  vom  zweiten  an  die  erste  Zeile  von  der  zweiten 
subtrahirt,  so  lauten  die  Elemente  der  umgestalteten  zweiten  Zeilen,  wenn 
der  Factor  1  durch  l.(Ä  — 1,  0)  ersetzt  wird, 


12) 


((Ä,  1)-1.(»-1,  0))a/-'  -  (Ä-1,  l)a,»-'a, 
=  (»-l.l)a*-«-(»-l.l)a»-»a.  =  (Ä-l.l)a»-»(fl*-aJ,  , 
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anter  Berücksichtigang  yon  2)  für  p^=l»  Diese  (ti  — 1)  zweiten  Zeilen 
gestatten  daher  abermals  die  Heranshebung  der  n  — 1  Factoren  des  Pro- 
ductes  JP^y  and  man  hat 

(»-l,2)a.*-»-» 


13) 


ö«.w  =  »»!^i* 


.»-1 


(»-l,l)a^»-» 

(*.  P)  o*'-"  -Qt-hp)  «**-»-'  «1 

2  =  0,  1,  ....  (m-1),    Ä  =  l,  2,  ....  («(«,  +  l)-l), 

X;  =  2 ,  3,  . . . ,  n ,    />  =  2 ,  3,  . . . ,  m. 

Snbtrahirt  man  hier  die  mit  2  multiplicirten  zweiten  Zeilen  aller  Systeme, 

Yom  zweiten  an,  Yon  den  bezüglichen  dritten  Zeilen,  so  erkennt  man  wegen 

14)  (Ä,2)-2.(Ä-1,  1)  =  (Ä-1,2), 

dass  abermals  das  Product  F^  herausgehoben  werden  kann.  Dieser  Process, 
den  ich  eine  Reduction  nennen  will,  lässt  sich  in  entsprechender  Weise 
mit  den  späteren  Zeilen  wiederholen,  wobei  die  Factoren  des  Subtrahenden 
entsprechend  3,  4,  ...,  m  werden  müssen.  Werden  diese  m  Rednctionen 
vollzogen,  so  entsteht 


15)  ö«,«  =  m!Fr+' 


(Ä--l,p)a*-*-P 


g  =  0,  1,  ...,  (w-l), 
Ä=1.2,  ...,(n(m  +  l)-l), 
Ä; e=2,  3,  .•.,*!, 
p  =  0,  1,  ...,fn. 

unternimmt  man  hier  wieder  eine  Transformation  nach  a,,  so  erniedrigt 
sich  der  6i*ad  der  Determinante  wieder  um  eine  Einheit,  d.  h.  es  beginnt 
h  nun  beim  Werthe  2.  Die  m  — 1  Zeilen  des  ersten  Systems  gestatten  die 
Factoren  (m  — 1)!  und  die  ersten  Zeilen  der  übrigen  Systeme  das  Product 
F^  herauszuheben,  während  m  aufeinander  folgende  Beductionen  wieder 
J^i"*  als  neuen  Factor  der  Determinante  erscheinen  lassen,  so  dass 

(»-2.<,)ai*-»-» 
16)        (?.,«  =  m!J'i'»+».  (»-!)!  2?",»+ > 

?  =  0,  1,  ....  (m-2),    »  =  2,  3,  ...,  («(«,+l)-l), 

K  ^  A,0|«.«,fl|     p  ^  U,   Lf  •  •  • ,  fll 

wird.     Hiermit  kann  man  wieder  in  derselben  Weise  yerfiahren.    Macht  mau 
daher,  yon  Anfang  an  gerechnet,  den  Process  der  Transformationen  nach  a 
und  der  Reductionen  (m  +  l)-m&lf  so  geht  a^   ganz  aus  der  Determinante 
heraus,   da  es  nach  jedem   Process  in  einer  Zeile  weniger  vorkommt  als 
vorher,  und  man  erhält  schliesslich 
17)   G^..„  =  m!(m-1)!  ...  2!  1!  ()!  JP,("«+»)"|(Ä-m-l,i>)a*-"-»-r| 
*  =  2,  3,  ...,«,    Ä  =  m+1,  w+2,  ...,  (fi(in  +  l)-l),    p  =  0,  1,  ...,  m 
oder 

18)  e„.„.  =  m!(m-l)!  ...  2!  HO!  JP,(«+»>' |(Ä,i))a*-P| 

*;=2,3,...,fi,   Ä  =  0,  1,  ...,((n-l)(m+l)~l),   p  =  0,  l,^...m. 
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Oenan  bo,  wie  G„^m  ans  den  n  Elementen  a^^  a^j  ...,  a«  aufgebaut 
ist,  ist  die  in  18)  stehende  Determinante  aus  den  n  — 1  Elementen  o,, 
o,,  ...»  Oa  gebildet,  wie  man  beim  Vergleich  mit  7)  sofort  erkennt;  be- 
zeichnet man  daher  dieselbe  durch  Q-n-i^mi  so  hat  man 

19)  ff,^««ml(m-l)!...2lllO!F,(«+*)\ff„,,.„ 

und  entsprechend,  wenn  man  als  Definitionsgleichungen  einfährt 

kzzn 


20) 

das  System 
21) 


kszn 


ff2,m==w!(m~l)l...2!llO!/^^(™+')\G^,,„. 


Nun  ist,  wie  man  sofort  findet,  Gt^m  eine  Determinante,  die  sich  auf 
das  Hauptdiagonalglied  reducirt,  d.  h. 


22) 


ff,^„  =  ml(m-^l)l  .. .21110! 


Berücksichtigt  man  noch,  dass  f|,  f^,  ...,  Fn^i  das  Prodnct  aller 
aus  der  Reihe  a^,  a^,  ...,  a»  zu  bildenden  Differenzen  am  — ajb  ist,  wenn 
immer  my>k  genommen  wird ,  d.  h.  dass 

28)  /•,./;.../'._,  =  ./K,«,....,a.)  =  |ö{|    IZoX '.'.'.',  (n-l), 

der  bekannten  Differenzendeterminante «  ist,  so  erhält  man  aus  19),  21), 
22)  und  23)  sogleich  als  Endergebniss 

_  «»'(aj) 
24) 


(da*)P 


G.,„  =  \{h,p).a!l-P\: 

=  (m!  (w-l)!  ...  2!  Il0!)".(^<(a,,  a, a,))<-+«>' 

fc=l,2,  ....n,    »  =  0,  1,  ..„(«{«i+D-l),   p  =  0,  ),...,«. 

Fflr  m  =  0  wird  wieder,  wie  bekannt, 

28)        O..o=|a*|  =  ^(«.,a, a,)    * I J;  ?,' ^ ^^ _  j^. 

leh  lasse  einige  einfache  Beispiele  folgen. 
Fttr  «  =  2,  m=l  wird 

11,  o,,   o,*,    a,» 

0,    1,    2a„  3a,» 

j  1,  a,,   V,    a,» 


6»,! 


jO,    1,   2«,,  3a,» 


=  («,-«,)*• 
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Für  fi  =  3,  «1  =  1  wird 


08,1  = 


0,  1,   2ai,  3aj«,  4a,»,  öa,* 

1,  o,,    a,«,    V,     V»     V 

0,  1.  2a,,  3a,«,  4a,»,  5a,* 

1,  «8»    V'       Vi       V'       V 

0,    1,  203,  3V>  4Vi  5V 


*j  » 


=  ((<»«  -  öl)  («8  -  <»l)  («8  -  ««))*• 


Für  n  =  2,  in  =  2  wird 


6^,2 


1,  a^,   Ol»,     a,»,  a,*,       a^* 

0,  1,   2a,,  3a,«,  4a,»,    5a/ 

0.  0,     2,    6a„  12V.  20a,»  L, 

1,0,,    a,»,    a,»,  a,S       a,^     "^^^     ^' " 

0,   1,    2ai,  3a,»,  4a,»,    5a,* 

0,  0,     2.     6a,.  12a,».  20a,»! 


Aaf  Qn,m  lassen  sich  auch  folgende  goniometrische  Determinanten  zu- 
rttckfElhren,  welche  mich  zu  der  ganzen  üntersnchuDg  veranlasst  haben. 
Es  sei 
oßv  ^_I'»  cosxkj  sinxkj    co82xk,      8in2xk,  ....      eosivDxk,        s»fi(v-l)«*,       cosvXi 
^      ~  |0,  -sinxk,  cosxkj  -2sin2xk,  2co«2a;*,  ...,  -(v-l)5iw{v-l)a?*,  (vA)co8{v-l)Xk,  -vsinvz, 


27)  J9  = 


1,  cosxky  sinxky  co82xk^      8in2xk^   ...,      ca8{vA)xk^        5m(v-l)a?*,      ^fiidr^ 
0,  -«n«*,  casxkj  -2«n2a?Ä,  2co82xk,  ....  -(v-l)m(v-l)a;ifr,  (v-l)oa»(K-l)«A,  vowyxt 

so  dass  also  auf  jede  ungerade  Zeile  eine  gerade  folgt,  deren  Elemente  die 
ersten  Dififerentialquotienten  der  darüberstehenden  Elemente  sind.  Durch 
die  gewöhnliche  Behandlung,  nSmlich  Bildung  yon  A+ Bi^  Ersetzung  der 
goniometrischen  Functionen  durch  exponentielle,  wobei  noch 

28)  e''»  =  a/t 

gesetzt  werden  mag,  und  durch  sich  yon  selbst  darbietende  Umformungen 
der  Determinante  gelangt  man  sehr  leicht  zu  dem  Ergebniss 


29)     A+B%: 


21^-1. «<ri—8;a-|o,   1,    2a*,   ...,   \2v^\)al'-'' 
*=1,2,  ...,v, 

ff  =  a?,  +  55,  +  •  •  •  +  a?» 

gesetzt  wird.     Die  in  29)  auftretende  Determinante  ist  nichts  Anderes,  ab 
ff,,,,  d.h.  nach  24) 

31)  A^B%  = 


wo  ausserdem 
30) 


Versteht  man  unter  P^  das  Product  des  Sinus  aller  halben  Differenzen, 
die  sich  an  der  Reihe  x^^  x, ,  . . . ,  d?,  bilden  lassen ,  wenn  immer  die  Grösse 
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mit    kleinerem   Index  als  Subtrahend  genommen  wird,   so  kann  man  mit 
Hilfe  von  28)  in  sehr  einfacher  Weise  zeigen,  dass 

32)  ^f(ai,a„  ...,a„)  =  (2i)     ^     .P,.e      ''     . 

Dann  folgt  ans  31) 

33)  ^  =  (-l)^2<2^-')(t-l)./>^4^5^^^ 

34)  ^  =  (- 1)^-1. 2<2^-«>(^->>.P/.(»5<j. 

2. 

Auf  die  in  1.  behandelte  Determinante  Gn,m  iKsst  sich  auch  noch  eine 
andere  Determinante  yon  viel  allgemeinerem  Charakter  zurückführen. 

Es  sei  r^*^)  eine  ganze  algebraische  Function  h**^  Grades  von  Zk^  aUo 

35)  t;f)=5aA,,iP^». 

Der  p*^  Differentialquotient  dieser  Function   nach  0k  werde  durch  r^^>    be- 
zeichnet,  also  ., 

36)  M*)  =  -All. 
Dann  ist 

37)  <;,  =  ÄlöM» 

38)  »i*'p  =  0  für  i>  >  Ä. 
Es  soll  die  Determinante  t  _  i   9 

39)  Vn,,,^\v[^y^\    Ä=0,  l,\..i(n(m+l)-«l), 

1)  =  0,  1,  ...,m 
berechnet  werden.  Die  Anordnung  ist  wieder  so  zu  verstehen,  dass  n 
Systeme  von  je  (m  +  l)  Zeilen  vorhanden  sind,  farX;=l,2,  ...^n,  dass 
femer  im  einzelnen  System  die  Elemente  einer  folgenden  Zeile  die  Diffe- 
rentialquotienten  der  Elemente  der  vorhergehenden  Zeile  sind  und  dass  h 
der  Index  für  die  Colonnen  ist.  Denkt  man  sich  in  V„^m  auch  die  nach 
38)  verschwindenden  Differentialquotienten  mit  ihrem  Werthe  Null  als  Sum- 
manden hingeschrieben,  so  stehen  in  der  g**°  Golonne  überall  q  Summanden. 
Wenn  man  nun  die  untereinander  stehenden  Summanden  jedesmal  als  zu- 
sammengehörig betrachtet,  so  lässt  sich  F«,«,  in  («t(m  +  lj)I  neue  Deter- 
minanten W  zerspalten,  die  in  jeder  Golonne  immer  nur  einen  Theilsatz 
besitzen.  Unter  diesen  Determinanten  W  ist  eine  einzige,  W„,m,  in  wel- 
cher sSmmtliche  Potenzen  von  Zkj  von  eiP  bis  iS^"<'"+*>-\  auftreten.  Bei 
allen  anderen  erscheinen  mindestens  zwei  Colonnen,  welche  die  nämlichen 
Potenzen,  etwa  ek^f  enthalten;  es  seien  dies  die  r^  und  die  s^^  Colonne. 
Aas  diesen  Colonnen  können  dann  die  Factoren  Or^t^q  und  at-i,^  vor  die 
Determinante  gesetzt  werden,  und  man  erkennt,  dass  die  Determinante 
wegen  der  Identität  zweier  Colonnen  verschwindet.     Es  wird  deshalb 
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Nach  dem  oben  ttber  Wn.m  Ctesagten  ergiebt  sich  sofort 

Ä  =  l,2,  ...,n, 


41) 


Wn. 


{det)P     I 


A  =  0,  1 («{m  +  l)-l), 

/>  =  0,  l,  ...,  w 

Die  hier  auftretende  Determinante  ist  aber  genau  Qn.m  ^r  ak^=^0kj   m&Q 
erhält  also  schliesslich  nach  24) 


oder 
42) 


^ii,m==ao,0>*l,l  •••  aR(in4-l)-l,n(in-t-l)— I  • 


43) 


F,.„  =  |.'»)|  = 


Ä=l.2,  ....I., 

Ä  =  0,  1,  ...,(n(w  +  l)-J), 

p=0,  1,  ...,  m 


=  00,0.01,1  ...amim  +  \)-t,mlm+n-l 

X  (m!(m-l)! ...  2!  l!0!)"(/f  (*,,  «« ««))<"+"*. 

Dorpat,  8.  December  1889. 
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L  Veber  Thetafnnotioiieii,  deren  Arg^umenta  einem  System 
Ton  Drittalperioden  gleieh  sind. 

Setzt  man  in  eine  Thetafanction  für  die  Argumente  ein  System  halber 
Periodicitätsmodnln  mit  ungerader  Charakteristik  ein,  so  verschwindet  die- 
selbe. Soll  aber  eine  Thetafanction  verschwinden ,  wenn  für  die  Argumente 
ein  System  von  Drittelperioden  gesetzt  wird,  so  muss  zwischen  den  Moduln 
eine  Beziehung  statthaben.  Diese  Beziehung  mag  hier  für  den  Fall  der 
Thetafnnctionen  zweier  Yerftnderlichen  aufgestellt  werden* 

Der  zu  diesen  Functionen  gehörende  algebraische  Bereich  sei  (5,  0), 
wo  8  mit  $  durch  die  Gleichung 

verbunden  ist.  Femer  seien  t«j(5,ir),  U|(5, 0)  die  überall  endlichen  Normalinte- 
grale des  Bereiches,  tu,  t,,,  t^  die  Moduln  der  Thetafnnctionen,  und  zur  Ab- 
kürzung werde 

((«(»,  «)))  =  ((•*))  =  («1  (*,  M) ,  «,  (»,  «)) . 

gesetsi    Die  Charakteristiken 

seien  ungerade  und  ihre  Sunmie  sei  der  Charakteristik 

gleich.    Alsdann  ist  die  Function 

f{8,  e)  =  ^((t*-  CO-« ))e-^*« "'-%*•«• :  ^((u- n)) 

eine  dreiwerthige  Function  von  s  und  ir,  deren  dritte  Potenz  im  Bereich 
(5,  b)  einwerthig  ist.  Die  Anfiangswerthe  der  u  seien  so  bestimmt,  dass  in 
jedem  Yerzweigungspunkte  A|,  ä:,,  ...,  h^  ((«))  einem  System  halber  Perio- 
dieitfttsmoduln  mit  ungerader  Charakteristik  gleich  ist,  und  zwar  mag  bez. 

((«))=({«'))  ((«))=((«"))  ((«))= ({»"^) 

fttr  e  =  Jc',  «  =  *",  e  =  h"'  r^^^^I^ 
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sein ,  und  die  drei  übrigen  Yerzweigangspankte  mögen  x',  x^,  %"  sein.  So 
wird  /'(5,  z)  in  den  Punkten  ä",  ä"'  unendlich  gross  erster  Ordnung.  Für 
i^^U  aber  wird  die  Function  f  unendlich  klein  erster  Ordnung  dann  und  nur 
dann,  wenn  sich  (5,  i?)  =  (tf,  {[)  so  bestimmen  ISsst,  dass 

((«(«.  0))  =  (W) 
wird.     In  diesem  Falle  ist  f^  in  der  Form  enthalten 

and  es  moss  dieser  Ausdruck  fttr  (««iK)  =  (tf>i>)  unendlich  klein  dritter 
Ordnung  werden,  was  nicht  bei  jeder  Lage  der  Yerzweignngspunkte  mög- 
lich ist.     Hierzu  ist  vielmehr  nOthig,  dass 

««(*-*')«(«-*')«(« -;*")*-«*(f-*')*({:-ÄT(t-*"')* 

oder 

a-*')(f-oa-0(«-*')(« -»")(*-*") 
-(f-*')a-*")(t-n(*-x')(*-0(-»-o 

fOr  «=>  (^  dreimal  verschwinde.  Bildet  man  die  erste  und  s weite  Ableitung 
dieses  Ausdruckes,  setzt  «  =  (,  so  erhSlt  man  zwei  Bedingungen,  die  durch 
geeignete  Combination  in  die  Form  gebracht  werden  kOnnen 

I)  £»{r.-c,)  +  £»(C,ri-c,r,+3cr,-3r,) 
+  3  t(cr,  r,  -  c,  r,)  +  2((7,  r,  -  c,  r,) = 0. 

II)  2j«(C,-r,)  +  3£»(r,-Ci)  +  f(3C,-3r,+cr,r,-c,r,) 

+  Cjr,-c,r,=o, 

wenn  zur  AbkOrzung 

*'+*"+ r'=C,,     *'*"+Ä"*"+fc"'*'=C„     ik'r*"'=(7„ 

X  +  X+X=/i,  XK+XX+XX5=i2,        XXX     =13 

gesetzt  wird«  Die  Resultante  dieser  beiden  in  den  einzelnen  Yerzweigungs- 
punkten  linearen  Gleichungen,  die  wir  mit 

fi((0)) 
bezeichnen ,  ist  eine  ganze  Function  sechsten  Grades  in  jedem  Yerzweigungs- 
punkte  und  ist  in  }i'k''}i"  und  in  %%'%"  symmetrisch,  und  ändert  sich 
nicht  y  wenn  man  die  h  durchgehend  mit  den  x  yertauscht.  Hieraus  folgt  Yon 
selbst,  dass  es  gleichgiltig  ist,  welche  ungerade  Charakteristik  man  fUr  n 
nimmt.  Ist  i2((0))  =  0,  so  ist  i  eindeutig  bestimmt,  für  6  aber  ergeben 
sich  zwei  Werthe;  die  Summe  der  Drittelsjsteme  ((o)),  die  diesen  beiden 
Werthen  entsprechen,  ist  congruent  ((0)). 

Es  ist  demnach  leicht,  die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  irgend 
ein  Drittelperiodensjstem  eine  Thetafunction  zum  Verschwinden  bringt,  wenn 
es  für  die  Argumente  derselben  gesetzt  wird;  welches  aber  dieses  System 
ist,  das  liegt  yerborgener.  Es  giebt  40  Paare  solcher  Drittelsysteme ^  wenn 
die  Summe  der  Systeme  eines  Paares  congruent  ((0))  ist;  sie  gehören  zu 
den  40  yerschiedenen  dreiblättrigen  Flächen  vom  Geschlecht  Eins ,  mit  sechs 

Uigitized  by  \^\JKJ\LW^ 


Kleinere  Mittheilungen.  43 


Ober  k^^k^^  k^yk^^kf^y  k^  liegenden  einfachen  Verzweigungspunkten,  welche 
wie  die  Function  ^      ^r      \  i  ^/  \ 

venweigt  sind.  Ist  i?((0))8=0,  so  verschwindet  iS  in  dem  Yerzweigungs- 
punkte  k'  dieser  dreiblättrigen  FlSche  und  auch  noch  in  dem  darüber  liegen- 
den Punkte. 

LSsst  sich  ein  System  yon  Sechstelperioden  in  ein  System  Yon  Drittel- 
perioden und  ein  System  yon  halben  Perioden  mit  gerader  Charakteristik 
zerlegen  in  ((co  +  t»))«  wo  ad  das  System  halber  Perioden  ist,  während  wieder 

((»))  =  (1*1^11+^*8^1«  + 4^1»^»    i*i^8i+4Ä«%  +  i^2»<») 
'°^  ((«))  =  (K+^"+«'")) 

ist,  wo  n\  n\  li"  ungerade  zu  Yerzweigungspunkten  k\  k'\  k"  gehörende 
Charakteristiken  sind,  und  bedeuten  x',  %\  %"  die  übrigen  Verzweigungs- 
pnnkte,  so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  eine  Thetafunction  ^((o>+<^)) 
▼erschwindet,  formell  dieselbe,  als  die  für  das  Verschwinden  yon  '&((o>)); 
es  bilden  nur  die  Verzweigungspunkte  k\  k'\  k'"  und  %\  %\  %"  eine  andere 
Gnippirung  als  dort.  Man  wird  diese  Bedingung  passend  mit  /{(((»))  =  0 
bezeichnen. 

Das  Product  il /{((<»)),  in  welchem  die  zehn  Factoren  den  zehn  geraden 
Charakteristiken  entsprechen,  ist  eine  symmetrische  Function  der  Verzwei- 
gnngspunkte  fcj,  Ä,,  ...»  k^. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Function 

«=A«,^)  +  A-*,*) 

durch  eine  algebraische  Gleichung 

ao«'  +  3ag3  +  2a5  =  0 
gegeben  sei ,  worin  a^{e)^a^^{e— Jfc") {z  —  k'")  und  o, W  =  o, ,  Oj W  =  a, 
ganze  Functionen  yon  g  yom  zweiten  Grade  sind,  mit  der  Eigenschaft,  dass 

«oCV^o  +  ^i^O^O 
ftlr  z^k^y  k^y  ...,  k^  wird  und  ausserdem  eine  doppelte  Wurzel  besitzt, 
80  gehört  zu  iS  gemäss  der  Definition  dieser  Function  durch  Thetafunctionen 
ein  ganz  bestimmtes  System  yon  Drittelmoduln  ((o>)).  Soll  nun  '^((co)) 
Terschwinden,  so  muss  jeder  Werth  von  d  für  *  =  *'  Null  werden,  woraus 
folgt,  dass  Og  ein  vollständiges  Quadrat  sein  und  für  B^=^k'  verschwinden 
niiiss,  was  zwei  Bedingungen  ergiebt. 

Lassen  wir  nun  von  allgemeiner  Lage  her  die  k  so  variiren,  dass 
aj(Ä;')  =  0  wird,  so  muss  auch  a^{]c)^^0  sein,  weil  k'  ein  Verzweigungs- 
pnnkt  des  Bereiches  iß^B)  ist.     Der  Ausdruck 

(OoW  a*[B)  +  a/W) : («-*')«(*-x')(«-h")(«-x"') 

ist  linear  in  g^  und  gleich  Null  gesetzt,  muss  er  in  einem  Verzweigungs- 
punkte  verschwinden,  und  zwar  nochmals  in  k\  weil  sonst  die  zu  (d,  5) 
gehörende  Fläche  vier  einfache  und  zwei  doppelte  Windungspunkte  erhielte, 
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und  es  mass  deshalb  03(5)  für  $e=^h'  unendlich  klein  zweiter  Ordnung 
werden,  so  dass  die  eine  Bedingung  a^{]i)=:iO  fOr  das  Verschwinden  von 
'9'((a>))  ausreicht,  wenn  man  den  Fall  ansschliesst,  dass  Verzweigungspunkte 
zusammenfallen.  j  Thomab. 

n.  Lieht  imd  Elektrieität 

(Hienn  Taf.  IL) 

Nachdem  kurz  Torher  in  einem  Artikel  der  Kölnischen  Zeitung  die  in 
jüngster  Zeit  yielbesprochenen  Versuche  des  Prof.  Hertz  in  Bonn  als  eine 
neue  und  grosse  Errungenschaft  und  als  ein  schlagender  Beweis  dafür  ge- 
feiert worden  war,  dass  „Licht  und  Elektrieität  identisch^  seien, 
ist  in  der  Bohemia  Tom  15.  Januar  d.  J.  darauf  hingewiesen  worden,  dass 
Prof.  K.  W.  Zenger  in  Prag  dies  bereits  1885  ausgesprochen  und  auch 
yerOffentlicht  habe,  und  es  hat  sich  dann  daselbst  in  Anlehnung  an  einen 
Aufsatz  Yon  K.  E.  Liese  gang  in  der  Centralzeitung  fUr  Optik  der  un- 
genannte Verfasser  eingehend  über  den  Satz  verbreitet:  „Das  Auge  ein 
elektrisches  Organ.  ^  Hier  möge  auf  die  erstere  Andeutung  etwas  n&her 
eingegangen  werden. 

Allerdings  habe  ich  in  meinem  Ende  1885  bei  Hartleben  in  Wien 
erschienenen  Werke:  ^^Die  Meteorologie  der  Sonne  und  ihres  Systems'*  es 
bereits  ausgesprochen  und  auch  den  Nachweis  dafür  erbracht,  dass  die 
Grundform  der  Energie  die  Elektrieität  sei,  und  dass  aus  ihr  sich  alle  an- 
deren Formen  durch  Abänderung  der  Art  der  Bewegung  ableiten.  Auf 
S.  231  dieses  Werkes  —  das  leider  bisher  viel  zu  wenig  beachtet  worden 
ist  —  habe  ich  ganz  klar  und  bestimmt  gesagt: 

„Als  Resum6  alles  Vorausgegangenen  lässt  sich  kurz  aussprechen,  dass 
alle  meteorologischen  Erscheinungen,  alle  endogenen  Störungen,  sowie  die 
Bewegungen  im  Sonnensysteme ,  die  Erscheinungen  der  allgemeinen  Attrac- 
tion/  der  elektrischen  und  magnetischen  Kraftäusserung  auf  eine  einzige 
ürkraft  sich  zurückführen  lassen,  die  ebenso  in  der  Sonne,  wie  im  klein- 
sten Theilchen  des  ungeheuem  Sonnensystems  ihren  Sitz  hat,  und  deren 
Energie ,  nach  denselben  allgemeinen  Orundgesetzen  wirkend ,  ihre  Wirkung 
nur  in  verschiedenen  Formen  äussert,  als  elektrische  und  magnetische 
Kraft,  von  der  alle  übrigen  Formen  deriyirt  werden  können, 
seien  es  elastische,  Schall-,  Licht-  oder  Wärmewirkungen, 
oder  Gravitationswirkungen.' 

*  Vergl.  auch  Comptes  rendns  vom  2.  Sept.  1889,  Bd.  109  S.  404;  daraus  in 
Beiblätter,  1889  Nr.  12,  in  La  Lumi^re  £lectriqae,  Bd.  33  8.  643  u.  8.  w.  —  Es  aei 
zugleich  auf  meine  früheren  Mittheilnngen  verwandten  Inhalts  in  den  Comptet 
renduB  1883,  Bd.  96  S.  110;  Bd.  102  S.  985;  Bd.  108  S.  738;  Bd.  104  8.  959,  1556 
und  1638;  Bd.  105  8.  439  hingewiesen,  sowie  auf  die  jangste  vom  27.  Januar  1890, 
Bd.  110  8.  205. 
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In  der  That  habe  ich  (anf  S.  160  bis  168)  an  der  gleichzeitigen  Er- 
scheinung und  dem  ganzen  Verlaufe  gewaltiger  Protuberanzerscbeinungen 
von  ausserordentlicher  Dauer  den  6.  und  7.  September  1871  vom  Tacchini- 
schen  Nordlichtstypns  einerseits  und  auf  der  andern  Seite  eines  der  glän- 
zendsten Nordlichter,  welche  je  in  Schweden  beobachtet  worden  sind,  eines 
Nordlichtes,  das  ebenfalls  zwei  Tage  dauerte,  gezeigt,  dass  alle  Phasen  der 
Sonnenvorgänge  gleichsam  en  mmiaiure  in  der  irdischen  Nordlichterschei- 
nung wiedergegeben  wurden,  und  dass  sich,  wie  bei  dieser,  drei  scharf  ge- 
schiedene Phasen  zeigten,  aus  deren  nahezu  gleichen  Zeitintervallen  für  die 
Sonnenerscheinung  und  für  die  irdische  Erscheinung  (S.  160—165)  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  elektrischen  Sonnenradiation  von  mir  zu 
4683  Kilometer  in  der  Secunde  bestimmt  wurde. 

Die  Comptes  rendus  vom  13.  Januar  1890  (Bd.  HO  S.  72)  veröffent- 
lichen genaue  Wiederholungen  und  Erweiterungen  der  Hertz 'sehen  Ver- 
suche von  E.  Sarasin  und  L.  de  la  Bive,  welche  klarlegen,  dass  die 
elektrische  Badiation  nicht  identisch  sein  könne  mit  der  Lichtstrahlung, 
da  beide  ftü:  die  Lichtstrahlung  wichtige  Merkmale  fehlen,  die  Constanz 
sowohl  der  Wellenlänge,  wie  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit;  auch  Cornu 
(ebenda  S.  75;  vergl.  auch  Lumidre  Electrique,  Bd.  35  S.  337)  schliesst  sich 
der  Anschauung  an,  dass  die  Ergebnisse  der  Versuche  von  Sarasin  und 
de  la  Bive  nicht  vereinbar  ^sind  mit  der  von  Hertz  gemachten  Annahme, 
daas  die  von  ihm  als  periodisch  angenommenen  Erschfltterungen  —  hervor- 
gebracht durch  den  Funken  des  ünterbrechungsapparates  der  Inductorspule 
—  auch  im  indicirten  Leitungsdrahte  periodische  hervorrufen,  welche  von 
einer  unverttnderlichen,  blos  vom  ünterbrechungsapparate  abhängigen  Periode 
sind.  Sowohl  die  Wellenlänge  X ,  als  auch  die  Schwingungsdauer  T  wurden 
von  Sarasin  und  de  la  Bive  als  vom  Besonator  abhängig,  also  als  ver- 
änderlich befunden;  da  eine  veränderliche  Fortpflanzungsgeschvnndigkeit  (F) 
der  Indnction  in  dem  Drahte,  welche  Hertz  nach  der  fttr  die  Wellenlänge 
des  Lichtes  giltigen  Gleichung  X »  VT  berechnet  und  welche  der  (unter 
umständen  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  identischen) 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  elektrischen  Welle  entspricht,  nicht  zu- 
gegeben werden  kann,  so  ist  auch  die  elektrische  und  die  Lichtentwickelung 
nicht  identisch. 

Dass  dem  so  sei,  habe  ich  an  einem  merkwürdigen  Blitzschlage  in 
einen  Spiegel  gezeigt  (vergl.  Comptes  rendus,  Bd.  109  S.  295).  Dieser 
Blitzschlag  traf  im  Juli  1889  in  der  Wohnung  des  Directors  der  Fabrik 
chemischer  Producte  in  Wolfsschlinge  bei  Aussig  einen  5  mm  dicken  Spiegel, 
dessen  Bfickseite  versilbert  war.  Der  Spiegel  wurde  nicht  blos  zertrümmert, 
sondern  auch  vielfach  durchlöchert  und  das  Olas  aus  den  conischen,  unten 
bis  3  mm  weiten  Durchbohrungen  in  geschmolzenem  Zustande  weggeblasen, 
nicht  ohne  dass  an  der  Wand  derselben  feine  Fäden  von  geschmolzenem 
Glase  hängen  blieben,   welche  die  Innenwand  mit  helikoidal^n  J^indmigen   .|^ 
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auskleideten.  Die  Photographie  dieser  Durchbohrungen  zeigt  dies  deuüieh. 
Es  befand  sich  also  das  geschmolzene  Glas  in  einer  dergestaltigen  Bewegung 
und  diese  Wirbelbewegung  hat  die  schneckenförmige  Spur  hinterlassen. 
Ist  nun  die  von  Lodge  mit  raucherftlllter  Luft  gemachte  Beobachtung 
durch  diese  vom  Blitze  hinterlassene  Spur  bestätigt,  so  muss  man  wohl 
annehmen,  dass  die  elektrische  Entladung  nicht  aus  Wellenbewegungen  be- 
steht, sondern  aus  Wirbelbewegungen,  bei  denen  dann  von  einer  Periode, 
wie  bei  den  Wellenbewegungen,  keine  Rede  sein  kann;  wohl  aber  gilt  ftür 
diese  das  Gesetz  der  geradlinigen  Fortpflanzung  der  Wirbel  im  isotropen 
Medium  und  das  Gesetz  der  Quadrate  der  Entfernungen,  wie  Wejher  in 
seinem  kfirzlich  erschienenen  Werke:  Les  tourbillons,  Paris  1889,  Gauthier 
Villars,  nachgewiesen  hat*  Trifft  der  Wirbel  auf  ein  anderes  Mittel,  so 
wird  er  abgelenkt,  kann  reflectirt  und  gebrochen  werden,  ist  aber  trotzdem 
keine  Wellenbewegung ,  sondern  bleibt  auch  dann  eine  fortschreitende  Wirbel- 
bewegung. 

Die  Sonneninduction  hat  mich  gleichfalls  zu  einer  ganz  andern,  etwa 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  elektrischen  Stromes  in  Unterseekabeln 
gleichkommenden  Fortpflanzung  der  elektrischen  Sonnenradiation  im  Pla- 
netenraume  geführt,  und  dies  widerspricht  der  Identität  der  Lichtradiation 
und  der  elektrischen  Badiation  und  schliesst  die  Identität  von  Licht  und 
Elektricität  aus.  Wohl  aber  kann  der  Eintritt  der  Elektricitätsradiation  in 
die  Erdatmosphäre  eine  Modiflcation  durch  das  Dielektricum  —  die  Luft  — 
zu  Wege  bringen,  welche  die  elektrische  Bewegungsform  in  die  Wellen- 
bewegung des  Lichtes  überführt,  ein  Gedanke,  der  schon  1874  von  Max- 
well in  seiner  magnetischen  Lichttheorie  gründlich  ausgeführt  worden  ist 
Die  einzigen  Geschwindigkeiten ,  welche  sich  der  von  mir  für  die  elektrische 
Sonnenradiation  gefundenen  (4683  km  in  der  Secunde)  nähern,  sind  einer- 
seits die  4000  km  betragende  Geschwindigkeit  der  Elektricität  im  untersee- 
ischen Kabel,  und  andererseits  die  11690  km  —  also  etwa  dreimal  soviel 
—  betragende  Geschwindigkeit  des  galvanischen  Stromes  im  Telegraphen- 
drahte, während  das  Licht  bekanntlich  eine  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
von  300000  km  in  der  Seeunde  zeigt 

Ausserdem  habe  ich  femer  noch,  unter  Wiederholung  der  bereits  be- 
rührten Versuche  von  Lodge,  den  experimentellen  Beweis  dafür  erbracht, 
dass  auch  im  luftverdünnten  Räume  durch  elektrische  Entladungen  Wirbel- 
bewegungen und  Condensationen  von  Stäubchen  und  Dampf  bläschen  erzeugt 
werden,  und  ich  habe  hieraus  die  Art  der  üebertragung  der  elektrischen 
Sonnenradiation  durch  den  mit  meteoritischen  und  kosmischen  Theilen  er- 
füllten Planetenraum  klarzustellen  versucht,  üebrigens  beschäftigen  sich 
u.  A.  schon  zwei  Artikel,  welche  Dr.  E.  Zetzsche  in  der  Zeitschrift  fttr 
Mathematik  u.  Physik  (Jahrg.  3  8.  365  und  Jahrg.  4  S.  131 ;  Leipzig  1858 
und  1859)  unter  dem  Titel:  „Die  Eletricitätslehre  vom  Standpunkte  der 
ündulationstheorie'^  veröffentlicht  hat,  mit  dem  Gedanken  von  dem  allmäligen 
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üebergange  Ton  der  Wellenbewegung  schwererer  Flüssigkeiten  zu  jener  des 
Lichtathers,  zu  den  Wärmeschwingnngen,  zu  jenen  Bewegungen,  die  wir 
Elektricität  und  Magnetismus  nennen;  auch  enthalten  diese  beiden  Artikel 
zahlreiche  Hinweise  auf  ältere  verwandte  Versuche  und  Auffassungen,  und 
auf  S.  152  wird  namentlich  bereits  ausgesprochen ,  dass  die  oft  an  Blitz- 
ableitern, bez.  an  vom  Blitze  getroffenen  Telegraphenstangen  beobachteten 
spiralfSrmigen  Drehungen  und  Splitterungen  auf  die  Beschaffenheit  der  elek- 
trischen Schwingungen  hindeuten  mttssten. 

Was  indessen  von  Prof.  Hertz  zweifellos  geleistet  worden  ist,  und 
was  sein  volles,  ungeschmälertes  Verdienst  ist  und  bleiben  wird,  das  ist 
der  durch  Laboratoriumsversuche  erbrachte  Beweis  für  die  Existenz  strah- 
lender Elektricität,  und  dadurch  ist  der  von  mir  aus  kosmischen  Erschei- 
nungen —  aus  der  Gleichzeitigkeit  zweier  grossartiger  Naturerscheinungen 
und  aus  ihrem  gleichartigen  Verlaufe  in  gleichen  Zeitintervallen  —  abgeleitete 
Causalnexus  in  ein  neues  klares  Licht  gesetzt  worden,  etwa  so,  wie  die 
Bestimmungen  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  durch  Römer 
und  Bradley  aus  astronomischen  Erscheinungen  in  den  schönen  Labora- 
toriumsexperimenten Fizeau's  und  später  Foucault's  und  Cornu's  ihre 
glSnzende  Bestätigung  fanden. 

Die  Mängel  der  Versuchsmethode  des  Prof.  Hertz  liegen  in  der  Natur 
der  Sache.  Es  wird  namentiich  die  Bestimmung  der  Fortpflanzung  der  elek- 
trischen Radiation  eines  Inductoriums  auf  geringe  Entfernungen  hin  mit 
denselben  ungeheuren  Schwierigkeiten  zu  kämpfen  haben,  auf  welche  jene 
der  Lichtfortpflanzung  gestossen  ist,  und  es  wfirde  sich  empfehlen,  dass 
Meteorologen  und  Astronomen  die  Protuberanzerscheinungen  vom  Typus  des 
Nordlichtes  bei  der  nun  neu  beginnenden  Activitätsperiode  der  Sonne,  sowie 
die  Nordlichterscheinungen  systematisch  zu  dem  Zwecke  beobachten  möchten, 
um  —  wie  ich  es  früher  gethan  habe  —  ihre  Oleichzeitigkeit,  ihren  ana* 
logen  Verlauf  und  die  Zeitintervalle  ihrer  unterschiedlichen  Phasen  zu  be- 
stimmen und  um  dann  daraus  genaue  Werthe  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  elektrischen  Radiation*  abzuleiten. 

Es  sei  hier  femer  noch  erwähnt,  dass  es  mir  gelungen  ist,  durch  die 
Bewegungen  einer  rotirenden  Kugel,  welche  in  einem  magnetischen  Felde 
unsymmetrisch  zu  den  beiden  Polen  eines  Elektromagnetes  an  einem  elasti- 
schen, tordirten  Faden  aufgehängt  war  (vergl.  Comptes  rendus,  Bd.  109 
8.  402) ,  alle  Bewegungen  eines  Planeten  in  elliptischer  Bahn  nachzuahmen, 
die  Constanz  der  grossen  Axe  und  der  Rotationsgeschwindigkeit  der  Pla- 
netenkugeln aus  den  elektrodynamischen  Gesetzen  abzuleiten**  und  durch 


*  Es  mag  übrigens  hier  auf  die  Beobachtungen  T.  A.|Fleming*8  über  mo- 
lecolare  Radiation  an  Glühlampen  hingewiesen  werden;  vergl.  Philosophical 
Magazine,  1883,  S.  48;  Dingler*8  Journal,  Bd.  260  8.  829. 

**  Ganz  neuerdings  hat  Aehnliches  auch  Tisserand  versucht,  vergl., Comptes 
rendus  vom  17.  Februar  1890,  Bd.  110  S.  313;  sein  Versuch,  das  0ja^^tg1^0|^^^t2  |^ 
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HinzufUgong  eines  dritten  Elektromagnetes  die  Störungserscheinungen ,  die 
Gesetze  der  Einwirkung  dreier  Körper  graphisch  darzustellen,  indem  ich 
einen  feinen  elastischen  Stiel  am  Ende  der  Kugel  befestigte,  welcher  die 
Bahnbewegung  auf  einer  berussten  Glasplatte  mit  einer  Feinheit  aufschrieb, 
welche  die  Messung  der  Aenderungen  des  Radius  vectors  der  Bahn  unter 
dem  Einflüsse  des  dritten  Magnetpoles  ermöglichte. 

Da  die  Potentiale  der  drei  Pole  gemessen  werden  können  und  ihre 
Abstände  ebenfalls,  so  sind  alle  Daten  zum  Vergleiche  mit  der  Theorie 
gegeben. 

Endlich  habe  ich  auch  die  am  Faden  hängende  Kugel  aus  Kupfer  durch 
.  eine  rasch  rotirende  Drehscheibe  aus  Bronze  ersetzt,  welche  mit  ihrer  Axe 
auf  die  Oberfläche  einer  siebenzölligen  Concavlinse  von  35  Zoll  Krümmungs- 
radius gestellt  wurde;  die  berusste  Glasfläche  zeigt  dann  nicht  nur  die  ellip- 
tische Planetenbahn,  sondern  auch  die  unter  den  Namen  Präcession  und 
Nutation  bekannten  Störungen  der  Botationsaze  (durch  auf  die  Bahncunre 
aufgezeichnete  elliptische  Epicykloiden  von  grosser  Feinheit)  dargestellt.  So 
gelang  es,  alle  Bewegungen  der  Erdaxe  im  Baume,  sowohl  des  Umlaufes, 
wie  der  Präcession  und  Natation  derselben  graphisch  darzustellen  und  nach- 
zuahmen. 

Fig.  1  zeigt  den  von  mir  benutzten  Apparat.  Ä^  B  ist  ein  Elektro- 
magnet mit  Tollem  Eisenkern,  der  auf  einer  Eisenschiene  D  steht  Von  der 
Mitte  der  Schiene  D  geht  normal  zu  derselben  eine  zweite  Eisenschiene  F 
aus,  und  in  einem  Schlitze  dieser  zweiten  Schiene  lässt  sich  der  bewegliche 
stabfSrmige  Elektromagnet  C  yerschieben.  Die  Polenden  der  drei  Bollen 
Ä,  B^  C  bilden  somit  beständig  ein  gleichschenkliges,  bez.  gleichseitiges 
Dreieck.  Der  Betrag,  um  welchen  eine  Verschiebung  von  C  gegen  A  und  B 
möglich  ist,  und  die  gegenseitige  Lage  der  Pole  bei  den  beiden  Grenzlagen 
von  C  ist  aus  Fig.  2  zu  erkennen.  Der  Elektromagnet  C  besitzt  als  Kern 
ein  Eisendrahtbttndel,  damit  bei  gleicher  Drahtbewickelung  durch  denselben 
Strom  ein  höheres  magnetisches  Potential  erzielt  werde. 

Die  hohle  Kupferkugel  K  ist  in  der  Verlängerung  der  Botationsaze  mit 
einer  Borste  versehen;  durch  die  Torsion  des  Fadens  H^  woran  sie  hängt, 
wird  ihr  eine  Drehbewegimg  ertheilt.  Bei  unipolarer  Induction  hängt  die 
Kugel  K  Aber  dem  Elektromagnet  (7,  nahe  an  der  Axe  desselben,  jedoch 
nicht  ganz  in  dieser;  bei  bipolarer  und  tripolarer  Induction  wird  die  Kugel  K 
über  den  Pol  Ä  oder  B  gehängt,  wiederum  etwas  seitwärts  von  der  Axe. 
Will  man  eine  bipolare  Induction  auf  JST  ausüben,  so  sendet  man  den  Strom 
bloB  durch  Ä  und  £,  für  tripolare  Induction  dagegen  durch  alle  drei  Elek- 

durch  die  Gesetze  von  Gauss  und  Weber  zu  eraetsen,  erbringt  eine^|Beetiltigung 
meiner  elektrodynamischen  Theorie  und  würde  dies  noch  vollständiger  thun,  wenn 
Tisserand  die  Rechnung  etwas  anders  durchgeführt  hätte  and  wenn  er  anstatt 
300000' km  den  von  mir  gefundenen,  hier  bereits  erwähnten  Werth  (4683  km)  der 
Geschwindigkeit  der  elektrischen  Sonnenradiation  eingesetzt  hätte. 
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tromagnete.  Die  unteren  Pole  der  drei  Elektromagnete  sind  durch  die 
Schienen  D  und  F  aus  weichem  Eisen  neutralisiri 

Mittels  des  Stromwenders  W  kann  die  Richtung  des  Stromes  in  der 
Spule  des  Elektromagnetes  C  umgekehrt  werden.  Während  man  so  das 
Yorxeichen  der  Wirkung  des  dritten  Poles  wechseln  kann,  vermag  man 
durch  die  Verschiebung  des  Elektromagnetes  C  auf  der  Schiene  F  die  Po- 
tentiale der  drei  Pole  gleich  gross  oder  verschieden  gross  zu  machen  und 
zugleich  die  Entfernung  der  Pole  von  der  Kugel  K  zu  ver&ndern. 

Die  berusste  Platte  endlich ,  worauf  sich  die  Bewegungen  der  Kugel  K 
aufzeichnen  sollen,  ist  in  Fig.  1  nicht  mit  gezeichnet.  ' 

Schliesslich  fOge  ich  einige  der  dabei  erhaltenen  Gurven  theils  in  \^ 
theils  in  \  der  ursprttnglichen  Grösse  bei«  Fig.  3  zeigt  eine  kreisförmige 
Bahn,  \relche  die  sich  drehende  Kugel  bei  anipolarer  Induotion  durch 
einem  Strom  von  120  Volt  und  10  Ampöre  beschrieben  hat;  diesen  Strom 
lieferte  eine  Dynamomaschine.  Bei  Anwendung  entsprechend  stärkerer  Ströme 
wird  die  Bahn  schon  etwas  elliptisch,  weil  dann  die  Eisenschiene  nicht 
ganz  ausreicht,  um  den  zweiten  Pol  zu  neutralisiren. 

Fig.  4  und  Fig.  5  bieten  unter  bipolarer  Induction  von  A,  B  entstan- 
dene Gurven.  Hier  sieht  man  elliptische  Spiralen,  welche  in  eine  einhül- 
lende Ellipse  fibergehen.  In  Fig.  4  hatte  der  Strom  15  Ampere  bei  120 
Volt,  und  die  Kugelaxe  war  etwas  entfernter  von  der  Axe  des  einen  Elek- 
tromagnetschenkels eingestellt.  In  Fig.  5  wirkte  ein  Strom  von  35  Ampöre 
bei  120  Volt,  und  zugleich  war  die  Kugelaxe  sehr  weit  von  dem  einen 
Pole  des  fixen  Elektromagnetes  entfernt. 

Tripolare  Induotion  war  in  Fig.  6  und  7  vorhanden.  In  Fig.  6  waren 
die  drei  Pole  vom  Strome  einer  Accumulatorbatterie  erregt,  der  35  Ampöre 
Stärke  besass  bei  20  Volt.  A  und  B  waren  der  Nordpol  und  der  Südpol 
des  fixen  Elektromagnetes,  der  Nordpol  C  des  beweglichen  war  ganz  an 
den  fixen  herangeschoben.  Diese  Figur  zeigt  die  Verschiebung  der  Knoten 
mit  einer  festliegend  gedachten,  die  Spiralen  durchschneidenden  Ebene,  wie 
im  Weltall  bei  Mercur  und  bei  der  Mondbahn.  Fig.  7  bietet  dasselbe  unter 
der  Wirkung  eines  Djnamostromes  von  25  Ampere  und  120  Volt;  die  Gurven 
sind  hier  keine  regelmässig  elliptischen  Spiralen ,  sondern  mehr  oder  minder 
ovale  Spiralen,  zeigen  aber,  wie  in  Fig.  6,  die  Verschiebung  der  Gurvenaxe. 

Prag,  März  1890.  K.  W.  Zengbr. 

m  Ort  der  Kegelschnittsselmen,  die  von  einem  gegebenen  Punkte  aus 

unter  rechtem  Winkel  erscheinen. 

(Hierzu  Taf.  III.) 

Gegeben  sei  ein  Kegelschnitt  @  und  ein  beliebiger  fester 
Punkt  P.  Ein  rechter  Winkel  AFB,  dessen  Schenkel  FA,  FB 
@  inA^B  treffen,  drehe  sich  um  seinen  Scheitel  P\  so  wii;d  die 

SMUohiift  1  Mathematik  u.  VtjwXk  XXXVI.  I.  Uigitiiied  by  VjOOg IC 


50  Kleinere  Mittheilungen. 

Sehne  AB  einen  neuen  Kegelschnitt  iS  umhüllen,  der  P  zum 
Brennpunkte  und  die  Polare  p  von  P  mit  Beziehung  auf  S  als 
zugehörige  Leitlinie  hat.  Der  andere  Brennpunkt  F  von  €  ist 
der  Schnittpunkt  des  Lothes  von  P  auf  p  mit  dem  Durchmesser 
von  ®9  der  dem  durch  P  laufenden  Durchmesser  gleich  (und 
demgemftss  entgegengesetzt  wie  dieser  gegen  die  Axe  von  & 
geneigt)  ist.  Bedeutet  Q  den  Schnittpunkt  von  AB  mit  p,  so 
wird  das  Loth  in  P  auf  PQ  den  Berührungspunkt  von  AB  mit  S 
bestimmen. 

Beweis  für  den  Fall,  dass  €  ein  Kreis  ist.  (Fig.  l.) 
Der  Mittelpunkt  von  @  sei  Jlf ;  dann  fällt  hier  F  mit  M  zusammen. 
Die  anderen  Schnittpunkte  von*  AP^  BP  mit  @  seien  (7,  D.  CD  läuft 
durch  0,  ebenso  wie  sich  AD^  BC  in  einem  Punkte  jß'  auf  p  treffen. 
Weiter  seien  K,  L  die  Mitten  der  Sehnen  AB,  CD,  so  ist  PK^KA  =  KB 
und  PL  =  LC=^LD.  Aber  nach  einem  bekannten  Elementarsatze  (weil 
AC±BD)  hat  man  CL^DL^MK,  AK==BK^ML,  Hieraus  folgt 
PK^ML,  PL  =  MK,  d.h.:  PKMLisi  ein  Parallelogramm.  Hier- 
nach ist  LP(\\MK)±AB,  KP{iML)±CD:  in  Worten:  P  ist  der 
Höhenschnittpunkt  des  Dreieckes  QKL,  und  folglich  QP  die  dritte  Höhe 
darin :  Q P±  KL.  Daraus  folgt :  L KLM ^LLQP.  Ferner  ist  KML 0 
ein  Kreisviereck,  z.  B.  also  LKLM^LKQM,  demneLch  LKOM=  LLQP. 
Es  seien  0,  R  die  Schnittpunkte  des  Lothes  in  P  auf  QP  mit  AB,  C2>; 
dann  wird  OB  \\  KL  sein.  Bedeuten  weiter  0',  B\  Q  die  Schnittpunkte  von 
GM,  BM,  PM  mit  KL,  so  folgt  PQ  =  QJf,  denn  Q  ist  der  Mittelpunkt 
des    Parallelogramms    PKML\    daher    ist    aber    auch    0(y^=^CfM    und 

BB'=^B^M,      Da    LOB^M=  -^^-y   LRLM=-^    ist,    so   müssen  hiernach 

00' K  und  im' L  gleichschenklige  Dreiecke  sein.  Daraus  zieht  man 
LQOP{:=LQKO'):=LKO(y,  ebenso  LQRP^LLRR\  oder  in  Worten: 
PO  und  MO  (ebenso  wie  PR  und  MR)  sind  entgegengesetzt 
gleich  gegen  AB  geneigt  (I). 

Von  hier  aus  mögen  zwei  verschiedene,  mit  1),  2)  bezeichnete  Wege 
eingeschlagen  werden,  um  zum  Ziele  zu  gelangen. 

1.  Es  sei  TJ  der  Schnittpunkt  von  AM  mit  BP,  V  der  von  BM  mit 
AP,  Dann  ist  PUMVAB  ein  vollständiges  Yierseit.  Nennt  man  seine 
DiagODalpunkte  PM,  UV\  UV,  AB\  AB,  PM  der  Reihe  nach  X,  7,  Z, 
so  sind  einerseits  OP,  OM;  OX,  OZ  harmonische  Strahlen,  von  denen 
aber  die  ersten  beiden  entgegengesetzt  gleich  gegen  den  vierten  geneigt  sind, 
so  dass  dieser  auf  dem  dritten  senkrecht  steht:  OX±,AB,  Andererseits 
sind  auch  OV,  0U\  OX,  OY  harmonische  Strahlen,  von  denen  die  letzten 
zwei  (OX,  OFoder  OX,  AB),  wie  eben  gezeigt  wurde,  aufeinander  senk- 
recht stehen,  woraus  folgt,  dass  die  ersten  beiden  gleiche  Winkel  mit  AB 
bilden:   LAOV^LBOU.    Werden   daher  die  Lothe  UU\  VV  mt  AB 
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gef&llt,  80  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  W'O^  ü*  Z7'0  einander  ähnlich, 
es  ist  folglich  UU':VV'^=  OU'iOV]  es  ist  aber  in  den  ebenfalls  einander 
ähnlichen  Dreiecken  UU'ä,  VV'B  auch  UU:VV'^AU':BV\  Ans 
beiden  Proportionen  ergiebt  sich  OU'xOY'^=iA  T7'\ BT',  woraus  weiter  folgt 
AOiBO  =  AU'xBY\ 

Nach  Constmction  yerhalten  sich  nun  die  Strecken  A  U\  B  V  zu  ein- 
ander wie  die  auf  AB  senkrechten  Componenten  derjenigen  Geschwindig- 
keiten ,  womit  sich  augenblicklich  die  Punkte  A ,  B  auf  @  bewegen  würden, 
falls  der  Winkel  ABB  sich  um  P  drehte.  Nennt  man  daher  diese  6e- 
schwindigkeitscomponenten  u\  v\  so  hat  man 

uiv^AOiBO, 
d.  h.:    0   ist    der    augenblickliche    Drehnngspunkt    der    Sehne 
AB  (H). 

Ans  (I) ,  (II)  zusammen  folgt  sofort  der  Beweis  des  aufgestellten  Satzes, 
abgesehen  von  der  Behauptung,  die  sich  auf  die  zu  P  gehörende  Leitlinie 
bezieht 

2.  Hier  mögen  folgende  drei  bekannte  Sfttze  vorangestellt  werden: 

a)  In  jedem  Parallelogramme  PKML  ist  die  Summe  der  Seitenqua- 
drate gleich  der  Summe  der  Diagonalenquadrate. 

t)  Sind  AC^  BD  zwei  aufeinander  senkrechte  Ereissehnen,  so  ist 
Z?+C^(=ZD^+.BC^)  =  4JtfI^  wo  U  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
bedeutet. 

c)  Bewegt  sich  eine  gerade  Linie  so,  dass  das  Rechteck  aus  ihren  Ab- 
ständen von  zwei  festen  Punkten  eine  unveränderliche  Orösse  ist,  so  hüllt 
sie  einen  Kegelschnitt  ein,  der  die  beiden  Punkte  zu  Brennpunkten  hat. 

Es  seien  K\  L'  die  Schnittpunkte  von  JTP,  LP  mit  bez.  CD,  AB. 
Dann  wird  L'KLK'  ein  Kreisviereck  sein,  dessen  Mittelpunkt  Q  ist;  denn 
ftUt  man  die  Lothe  QZ^,  QX^  auf  AB,  CD^  so  muss  wegen  /*Q  =  Q3f 
anch  L'KQ  =  Kf,K,  und  K'Lq==L^L  sein,  mithin  Qr=QJB:,  Qjr'=QX. 
also  wegen  QK=:QL:  Qir=  QL'=Qjr'=Qi.  Nun  ist  nach  a): 
l^^+Mp  =  2(jiK^+ML^)  =  i{A^^+C&)  {wegen  ^ 
ML  =  KA  =  KB),  nach  h)  aber  i{AB^+Cff)  =  2.'MA^',  hiernach 
LK^  =  2 . MA^  —  MP'^  =  const, ,  wenn  sich  das  Viereck  ABCDnm  P  dreht. 
Der  Kreis  Q  durch  JT,  X,  K\  L'  ist  also  auch  unveränderlich.  Deshalb 
ist  weiter  PL .  PL'^  PK.  PK'=  const. ,  oder 

MK.Pr^ML.PK'=:^comt. 

Zufolge  c)  ist  damit  die  Behauptung  bewiesen ;  der  Berührungspunkt  0  von 
AB  bestimmt  sich  dann  nach  (I).  Ebenso  ist  dann  R  der  Berührungs- 
punkt von  CD. 

Dass  p  die  zu  P  gehörende  Leitlinie  von  €  ist,  ergiebt  sich  augen- 
blicklich.    Denn  f&llt  man  die  Lothe   00'\   RR"  auf  p,   und  ist  H  der 

U,|*edbyG00Qle 


52  Kleinere  MitÜheilangen. 

Schnittpunkt  von  OB  mit  p,  so  sind  HP,  RO  harmoDische  Punkte,  weil 
Pi  QR^  Q^i  QO  im  Vierseite  ABCDQQ'  harmonische  Strahlen  sind,  and 
überdies  ist  p±.FM, 

Dass  in  Fig.  1,  wo  (S  eine  Ellipse  ist,  P0  + JfO=rP£  + Jfi2  ist, 
sieht  man  sofort,  wenn  man  die  Spiegelbilder  Jf^,  M\  von  M  mit  Be- 
ziehung auf  iiJ9,  CD  zeichnet  und  beracksichtigt ,  dass  LKQM^=^LLQF\&\. 

Beweis  des  allgemeinen  Satzes  (Fig.  2). 

Ich  begnüge  mich  hier  damit,  die  Bichtigkeit  des  Satzes  auf  ana- 
lytischem Wege  zu  bestätigen,  indem  ich  folgende  zwei  Sätze  als  bekannt 
vorausschicke : 

a)  Dreht  sich  ein  rechter  Winkel  um  seinen  auf  dem  Bande  eines 
Kegelschnittes  liegenden  festen  Scheitel,  so  wird  die  Hypotenuseusehne  sich 
um  einen  Punkt  auf  der  Normale  im  Scheitel  drehen.  Dieser  Drehpunkt 
liegt  auch  auf  dem  Durchmesser  des  Kegelschnittes,  der  dem  im  Scheitel 
endigenden  Durchmesser  gleich  (und  also  entgegengesetzt  wie  dieser  gegen 
die  Axe  geneigt)  ist.* 

b)  Dreht  sich  eine  Sehne  eines  Kegelschnittes  um  einen  festen  Punkt, 
so  beschreibt  ihre  Mitte  einen  ähnlichen,  ähnlich  liegenden  Kegelschnitt, 
der  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kegelschnittes  und  den  Drehungspunkt 
zu  Gegenpunkten  (Endpunkten  eines  Durchmessers)  hat. 

Sind  Qy  H  die  Mitten  der  auf  einander  senkrechten  Sehnen  ÄPC^ 
BPD  im  gegebenen  Kegelschnitte  @,  so  werden  bei  der  Drehung  Gj  H 
nach  b)  einen  ähnlichen,  ähnlich  liegenden  Kegelschnitt  ®'  beschreiben,  in 
dem  PM  ein  Durchmesser  ist.  Also  wird  nach  a)  die  Gerade  GH  sich 
um  einen  Punkt  Q  drehen.  Da  der  Mittelpunkt  M'  yon  @'  die  Mitte  von 
MP  ist,  so  findet  man  Q  zufolge  a)  dadurch,  dass  man  M'Q  entgegen- 
gesetzt wie  M'P  gegen  die  Axe  von  &  oder  (was  dasselbe  ist)  von  ®  zieht 
und  mit  der  Normale  P  Q  in  P  zum  Schnitte  bringt.  Diese  Normale  von  & 
ist  aber  parallel  der  Normale  von  @  in  Pq,  wenn  Pq  das  Ende  des  Durch- 
messers MP  in  @  bedeutet,  mithin  senkrecht  auf  der  Polare  p  von  P  mit 
Beziehung  auf  @,  denn  p  ist  senkrecht  zur  Tangente  an  @  in  P^.  Ist 
überdies  F  der  Schnittpunkt  von  PQ  mit  dem  Durchmesser  von  @,  der 
entgegengesetzt  wie  IfP^  gegen  die  Axe  geneigt  ist  (oder  also  parallel  M'Q 
liegt),  so  wird  Q  die  Mitte  von  PF  sein,  weil  M'  die  Mitte  von  MP 
ist.    Hieraus  folgt: 

c)  Die  Verbindungslinie  &^  der  Mitten  der  Sehnen  iiC,  i?D 
dreht  sich  um  einen  Punkt  Q,  Man  erhält  diesen,  wenn  man 
das   Loth  von  P   auf  p  mit  dem  Durchmesser  zum  Schnitte  F 


*  Steiner,  Ges.  W.  Bd.  II,  8.432.  Vergl.  einen  Beweis  dieses  Satses  in  der 
Zeitschrift  f.  Mathem.  u.  Physik,  Bd.  S3  S.  309.  Daselbst  ist  ftlschlich  8.  332  statt 
432  als  die  Stelle  angegeben,  wo  sich  Steiner*B  BemerkoBg  findet. 
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bringt,  der  entgegengesetzt  wie  JfP  gegen  die  Axe  geneigt 
ist,  und  alsdann  PF  halbiri  [Ist  @  eine  Parabel,  so  tritt  selbst- 
Yerstftndlich  an  Stelle  dieses  Durchmessers  das  Spiegelbild  des  durch  P 
gehenden  Durchmessers  mit  Beziehung  auf  die  Parabelaze.] 

P  sei  Coordinatenanfang,   ÄCy  BD  seien   die  Coordinatenaxen  x^  ff] 
die  Gleichung  von  @  sei 

ax^  +  ßy^  +  2yxy  +  2  Ja?  +  2fy  + 1  =  0. 

Dann  ist  bekanntlich  ,   ^ 

a  +  ß 

eine  Invariante  fdr  die  Drehung  des  Coordinatensysiemes. 

Die  Punkte  A^  C  (y  =  0)  haben  die  Abscissen : 

die  Punkte  P,  2>  (a:  =  0)  die  Ordinaten 

und  p  hat  die  Gleichung         ,     ,         .  «      /% 
^        6a?+fy  +  i  =  0. 

Infolge  dessen  ist  das  Loth  von  P  auf  p : 

Die  Mitten  von  AC,  BD  sind: 

a  P 

die  Gerade  QB'  hat  die  Gleichung: 
(m)  fffir+/5J3^  +  df  =  0. 

Nach  c)  besitzt  daher  Q  als  Schnittpunkt  von  (m)  mit  (2)  die  Coordinaten 
and  also  der  Pankt  F  [wiederum  nach  c)]: 

Die  Gleichung  von  AB  ist   , H p: — ^=  —1  =  0   oder 

(il5)  a;A  +  yE  +  l  =  0. 

ebenso  die  yon  (JD: 
{CD)  a;A'+yE'+l  =  0, 

wenn  zur  Abkürzung  d  ±  Vd*-«  =  |^.  und  f  +  }/(*  -  ß  =  \^igi^^!^J^^q[e 
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Nach  den  Gl.  {F)  nnd  {AB)  hat  das  Loth  FK  auf  AB  die  Lange 


k  = 


2dA  +  2tE-(a  +  ß) 


{a  +  ß)}/A*  +  E^ 


f/Ä»+E« 


»  +  ß 

andererseits  das  Loth  PL'  auf  AB  zufolge  der  61.  (AB) 

1 


l'  = 


Hieraus  aber  ergiebt  sieb 


^A»  +  E'f 


fc.r=i 


1 


,  =  const. 


\^  +  ß\ 

Das  Loth  FK  von  F  mf  AB  hat  die  Gleichung 

2 


(FK) 


xE—yA- 


.(3E-6A)  =  0, 


«  +  13 

das  Loth  PiT'  auf  CD  nach  der  Gl.  (CD) 
(PK')  a?E'-yA'=0; 

woraus  man   nachweist,    dass   die  drei  Geraden  ÄB^  FKy  FK'  sich  in 
einem  Punkte,  nämlich  K^  schneiden;  denn  ihre  Determinante 

A       E  1 

2 


-A 


^  +  ß 


(5E-«A) 


=  AE'-EA'- 


a  +  ^ 


(ÄE-jA)(AA'+EE') 


A'  0 

wird,  da  AE'- EA'=-2{JE  -  f  A)  und  AA'+EE'=a  +  /5  ist,  gleich 
Null.  Es  ist  also  K'FK  eine  gerade  Linie,  ehenso  2/'PX,  wenn  JPX  J-CD; 
oder  es  ist  stets  PKFL  ein  Parallelogramm,  so  dass  KL  durch  Q,  die 
Mitte  von  FF^  hindurchgeht  und  die  Punkte  K,  L\  K\  L  sich  wegen 
der  Un Veränderlichkeit  von  Ä.r=Ä'J  auf  einem  festen  Kreise  um  Q  be- 
wegen.    [Dass   dieser   Kreis    fest   ist,    lässt   sich    auch    so   zeigen:    es  ist 

/A'«+E'« 


ÄJ  = 


/A^+E^ 


«  +  ^ 


ebenso  l  = 


;  mithin  Ä*+P  = 


2 

(«  +  |3y 


J2(iJ«  +  «^ 


""  {«  +  |3)  1  =  corw^ ,  da  ausser  «  +  j3  auch  ä'  +  «*  invariant  für  die  Drehung 
ist.  Daraus  folgt  aber  nach  dem  Hilfssatze  a)  S.  1 1  die  Unveränderlichkeit 
von  KL^  da  sich  leicht  direct  nachweisen  lässt,  dass  KL  durch  Q  gebt]. 
—  Die  Gleichung  lcV^=const,  zeigt  [s.  c)  S.  11],  dass  AB  (ebenso  CD)  einen 
Kegelschnitt  €  umhüllt,  dessen  Brennpunkte  Fy  F  sind.  Dass  dann 
OFE±FQ  die  Berührungspunkte  von  AB,  CD  bestimmt,  folgt  daraus, 
dass  PKFL  ein  Parallelogramm  ist,  genau  w.  S.  10,  11,  ebenso,  dass  p 
die  zu  F  gehörende  Leitlinie  von  @i  ist  (s.  S.  12). 

Die, Berührungspunkte  0^,  E^  von  ADy  BC  findet  man,  indem  man 
das  Loth  O^FB^  auf  P^'  errichtet.  Die  Berührungssehnen  OJB,  O^Ui  liegen 
so,   dass   AC,  BD  ihre  Winkelbalbirenden   sind.     Denn  dasselbe  gilt  von 
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FQ,  P(j[  selbst,  da  P§,  PQ'\  AC^  BD  harmonische  Strahlen  sind,  von 
deoen  die  letzteren  zwei  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Bezeichnet  man  den  Ort  der  Punkte  (Kreis  bez.  Gerade  [Leitlinie  bei  -> 
der  Parabel]),  Yon  denen  aus  zu  einander  rechtwinklige  Tangenten  an  @ 
gehen,  mit  jt,  so  ist  @  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  P  inner- 
halb ®  oder  zwischen  @  und  Jt  liegt.  Nur  wenn  @  eine  stumpfwinklige 
Hyperbel  ist,  gilt  das  Umgekehrte.  Befindet  sich  P  auf  dem  Bande  von  @, 
80  zerföllt  S  in  P  und  F\  liegt  P  auf  ß ,  so  wird  S  zur  Polare  von  P  mit 
Beziehung  auf  @;  liegt  P  auf  dem  übrigen  Gebiete  der  Ebene  (innerhalb 
bez.  ausserhalb  ft,  je  nachdem  ®  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist),  so  ist  (S 
imaginftr.  Ist  @  eine  gleichseitige  Hyperbel,  so  ist  unter  allen  Umständen 
S  eine  Parabel. 

Ist  -7  +  ^  =  1  die  Gleichung  von  @  auf  die  Axen  bezogen ,  und  sind 
A.       H 

£,  ij  die  Coordinaten  von  P,  so  sind  die  von  F 

A^B  A-B 

liegt  dann  P  (und  also  auch  P)  auf  der  a;-Axe,  so  hat  man 

PF=JI£P--afP=2i-^^^. 

Ist  z.B.  @   eine  Parabel,    und  wird  dabei  ii  =  a^  gesetzt,   so    ist 

^  iß         B 

PP«  2| .  -7=  2  -^  •  -  =  2—  =  2y  gleich   dem  Parameter  von  @,  welche 
A         a     a         a         '  ^ 

Lage  auch  P  auf  der  Axe  habe. 

Ist  P  der  Mittelpunkt  von  @,  so  ist  (S  ein  Kreis,  und  die  Geraden  OBB^ 
die  die  Berührungspunkte  der  Sehnen  .äP,  CD  bestimmen,  sind  senkrecht 
auf  diesen;  ist  P  ein  Brennpunkt  von  @,  so  sind  die  Linien  OFB  die 
Winkelhalbirenden  der  Winkel  AFB, 

Die  Asymptoten  von  S  findet  man,  indem  man  den  Kreis  über  PQ 
als  Durchmesser  zieht;  seine  Schnittpunkte  mit  p  hat  man  mit  Q  zu  ver- 
binden. Die  Schnittpunkte  von  @  mit  S  erhält  man,  wenn  man  von  P 
die  Tangenten  an  @  legt,  die  darauf  senkrechten  Secanten  durch  P  zieht 
und  deren  Schnittpunkte  mit  @  bestimmt. 

Ist  @  ein  zerfallender,  d.  h.  aus  zwei  Geraden  bestehender  Kegelschnitt, 
so  gelten  selbstverständlich  dieselben  Sätze.  Dann  ist  S  ein  Kegelschnitt, 
der  jede  der  beiden  Geraden  berührt.  Diese  beiden  Berührungspunkte 
liegen  auf  dem  Lothe,  das  in  P  auf  TM.  errichtet  ist,  wenn  Jf  den 
Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  bezeichnet  €  wird  aber  nach  den  oben 
gegebenen  Sätzen  in  diesem  Falle  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  sein ,  je  nach- 
dem P  in  einem  spitzen  oder  stumpfen  Winkelraume  liegt,  dagegen  stets 
eine  Parabel,  wenn  die  beiden  Geraden  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Dieser  Fall,  dass  @  zerfällt,  ist  auch  sehr  einfach  direct  zu  behandeln.^glC 
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Dass  die  Sehnen  AB  einen  Kegelachnitt  mit  P  als  Brennpunkt  ein- 
hüllen, ist  bekannt  (s.  z.  B.  Salmon-Fiedler,  analyt.  Geom.  d.  E.,  5.  Aufl., 
S.  743) ;  doch  wird  durch  die  Angaben  S.  10  der  Kegelschnitt  vollstSndig 
bestimmt 

Leipzig,  17.  Mai  1890.       Dr.  Otto  Bichter. 

17.   Einige  Sfttze  ftber  die  räumliche  CoUineation  und  AfiOnitat, 
welche  sich  auf  die  Krümmung  von  Curven  und  Flächen  beliehen. 

1.  Berühren  sich  zwei  Flächen  in  einem  Punkte,  so  ändert  sich  das 
Verhältniss  ihrer  (Gauss 'sehen)  Krümmungsmaasse  in  jenem  Punkte  nicht, 
wenn  sie  einer  beliebigen   projectiven  Transformation  unterworfen  werden. 

Nächst  dem  Satze  Yon  Gauss,  wonach  bei  der  Biegung  einer  Fläche 
das  Krümmungsmaass  in  jedem  einzelnen  Punkte  unverändert  bleibt,  ist  Yor- 
stehender  Satz  vielleicht  der  einfachste,  der  über  das  Krümmungsmaass  aus- 
gesagt werden  kann. 

Für  die  Affinität  hat  mau  noch  etwas  allgemeiner: 

la.  Berühren  zwei  Flächen  eine  und  dieselbe  Ebene  in  zwei  ver- 
schiedenen Punkten,  so  ist  allen  affinen  Transformationen  gegenüber  das  Ver- 
hältniss ihrer  Krümmungsmaasse  in  den  Berührungspunkten  unveränderlich. 

2.  Wenn  zwei  Curven  einen  Punkt  und  in  demselben  die  Schmiegungs- 
ebene  gemein  haben,  während  ihre  Tangenten  in  jenem  Punkte  verschieden 
gerichtet  sein  können,  so  wird  bei  keiner  projectiven  Transformation  jener 
Curven  das  Verhältniss  ihrer  Torsionen  im  gemeinsamen  Punkte  geändert. 

2a.  Bei  affiner  Transformation  genügt  es,  dass  beide  Curven  eine  und 
dieselbe  Ebene,  wenn  auch  in  zwei  verschiedenen  Punkten,  osculiren;  das 
Verhältniss  der  Torsionen  in  jenen  Punkten  ändert  sich  nicht 

3.  Osculiren  sich  zwei  (räumliche)  Curven  in  einem  Punkte  und  bildet 
man  für  denselben  das  Verhältniss  ihrer  Krümmungen,  so  hat  eine  beliebige 
projective  Transformation  beider  Curven  auf  den  Werth  jenes  Verhältnisses 
keinen  Einfluss. 

3a.  Wendet  man  affine  Transformation  an,  so  dürfen  beide  Curven 
auch  eine  und  dieselbe  Gerade  in  zwei  verschiedenen  Punkten  berühren, 
vorausgesetzt  7  dass  die  zu  jenen  Punkten  gehangen  Schmiegungsebenen  zu- 
sammenfallen; das  Verhältniss  der  Krümmungen  in  den  Berührungspunkten 
bleibt  ungeändert 

4.  Da  der  zu  einer  Stelle  einer  Baumcarve  gehörige  Krümmungsmittel* 
punkt  von  drei  unendlich  nahen  Curvenpnnkten  gleich  weit  absteht  und  in 
deren  Verbindungsebene  liegt,  so  kann,  wenn  man  die  Curve  sowohl  als 
die  Bahn  eines  Punktes ,  wie  auch  als  die  Rückkehrcurve  der  Hüllbahn  einer 
Ebene  auffasst,  als  das  dualistische  Gegenstück  zum  Krümmungsmittelpunkte 
diejenige  Ebene  betrachtet  werden ,  welche  mit  drei  unendlich  benachbarten 
Schmiegungsebenen  gleiche  Winkel  einschliesst  und  durch  ihren  Schnittpunkt, 

Uigitized  by  VJ^^v^v  iv^ 
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d.  h.  den  betreffenden  Curvenpunkt  gebt.  Diese  Ebene,  welche  auf  der 
rectificirenden  Geraden  (der  Axe  des  Scbmiegungskegels)  normal  ist,  könnte 
etwa  die  znr  fraglichen  CurTenstelle  gehörige  Krümmungsebene  genannt 
werden«  Ihr  Winkel  mit  der  Schmiegnngsebene,  welcher  offenbar  dem 
Krttmmnngshalbmesser  dualistisch  gegenüber  steht ^  möge  Krümmungs- 
winkel heissen.     Es  gilt  folgender  Satz: 

Haben  zwei  Curven  in  einem  gemeinsamen  Punkte  dieselbe  Tangente  und 
dieselbe  Schmiegnngsebene  und  bezeichnen  x  und  %  ihre  Krttmmungswinkel 
in  jenem  Punkte,  so  ändert  sich  das  Verhältniss  tang%:tangx  bei  be- 
liebiger projectiver  Transformation  der  Curven  nicht 

4  a.  Bei  affiner  Transformation  bleibt  das  Verhältniss  tangxitangx 
auch  dann  nngeändert,  wenn  die  Curven  wohl  eine  gemeinsame  Tangente 
und  Schmiegnngsebene,  aber  mit  getrennten  Berührungspunkten  besitzen 
und  X,  n   ihre  Krümmungswinkel  in  jenen  Punkten  sind. 

5.  Der  Kürze  wegen  soll  von  nun  an  jeder  metrische  Ausdruck ,  welcher 
beim  üebergange  von  der  ursprünglichen  Figur  zu  einer  beliebigen  ihr  projec- 
tiven  Figur  seinen  Werth  nicht  ändert,  projectiv  unveränderlich  genannt  werden. 

Berühren  sich  eine  Curve  und  eine  Fläche  in  einem  Punkte  und  fallen 
überdies  die  Schmiegnngsebene  der  Curve  und  die  Tangentenebene  der 
Fläche,  die  zu  jenem  Punkte  gehören,  zusammen,  so  ist  das  Product  aus 
dem  Krümmungsmaasse  der  Fläche  und  dem  Quadrate  der  Torsion  der  Curve 
im  fraglichen  Punkte  projectiv  unveränderlich. 

5  a.  Fällt  irgend  eine  Schmiegnngsebene  einer  Curve  mit  einer  beliebigen 
Tangentenebene  einer  Fläche  zusammen,  so  ist,  auch  wenn  die  beiden  Be- 
rührungspunkte getrennt  liegen,  das  Product  ans  dem  Krümmnngsmaasse 
der  Fläche  und  dem  Quadrate  der  Torsion  der  Cnrve,  für  die  betreffenden 
Berührungspunkte  gebildet,  bezüglich  aller  affinen  Transformationen  un- 
veränderlich. 

6.  Auf  einer  Fläche  (oder  auf  zwei  verschiedenen  Flächen)  sind   zwei 
beliebige  Punkte  gewählt.     Bezeichnet  man  mit  K  und  K'  die  Krümmungs- 
maasse der  Fläche  (oder  Flächen)  in  jenen  Punkten  und  mit  h  bezw.  h'  die  . 
Entfernung  des  ersten  bezw.  zweiten  Punktes  von   der  Tangentenebene  im 
zweiten  bezw.  ersten,  so  ist 

u  A    VI.  {K:K'){h:hy 

projectiv  unveränderlich. 

7.  Auf  einer  Curve  (oder  auf  zwei  verschieden  Curven)  hat  man  zwei 
Punkte,  deren  zugehörige  Schmiegnngsebenen  zusammenfallen.  Sind  k  und  k 
die  Krümmungen  in  jenen  Punkten  und  bezeichnet  h  bezw.  7i  die  Ent- 
fernung des  ersten  bezw.  zweiten  Punktes  von  der  Tangente  im  zweiten 
bezw.  ersten,  so  ist  ,,    ,,.,,    ,,., 

projectiv  unveränderlich. 

8.  Haben  zwei  Curven  einen  gemeinsamen  Punkt  und  nennt  man  x ,  k 
ihre  Krümm ungswinkel  in  demselben  (9.4),  q)  bezw.  ip  dagegen  den  Winkel   r 

Uigitized  by  ^^J^^v^v  IL 
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den  die  Schmiegungsebene  der  ersten  bezw.  zweiten  Curve  mit  der  Tangente 
der  zweiten  bezw.  ersten  Curve  in  jenem  Punkte  einschliesst,  so  ist 

{tang % :  tang %) (sin q> : sin <p')' 
projectiv  unveränderlich. 

9.  Sind  t  und  t'  die  Torsionen  in  zwei  beliebigen  Punkten  einer  Car?e 
(oder  auch  zweier  verschiedenen  Curven)  und  bezeichnet  man  durch  h  bezw.  h' 
die  Entfernung  des  ersten  bezw.  zweiten  Punktes  von  der  Schmiegungsebene 
im  zweiten  bezw.  ersten,  so  ist 

projectiv  unveränderlich.  \  *    )\  - 

Anmerkung  zu  6,  7,  8,  9.  Bei  affiner  Transformation  bleiben 
die  angeführten  Ausdrücke  auch  dann  unveränderlich ,  wenn  man  in  6  (7, 9) 
h  bezw.  V  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  statt  des  ersten  bezw. 
zweiten  Flächen  -  (Curven -)  Punktes  von  der  Tangentenebene  (Tangente, 
Schmiegungsebene)  im  zweiten  bezw.  ersten  bedeuten  lässt,  femer  wenn  in 
8  statt  eines  gemeinsamen  Punktes  zwei  beliebige  getrennte  Punkte  ge- 
nommen werden. 

Wir  wollen  im  Folgenden  Punkte  mit  kleinen  lateinischen,  Geraden 
mit  grossen  lateinischen,  Ebenen  mit  kleinen  griechischen  Buchstaben  be- 
zeichnen, üeberdies  möge  {aß)  die  Entfernung  des  Punktes  a  von  der 
Ebene/?  und  fnom{ÄB)  das  Moment  der  zu  einander  windschiefen  Geraden 
Ä  und  B  (das  Product  aus  der  kürzesten  Entfernung  und  dem  ^fi  des 
Winkels  derselben)  bedeuten.     Es  gelten  folgende  Sätze: 

10.  Sind  K  und  K'  die  Erümmungsmaasse  in  zwei  beliebigen  Punkten 
a  und  a  einer  Fläche  (oder  zweier  verschiedenen  Flächen),  a  und  a  die 
Tangentenebenen  der  Fläche  (oder  Flächen)  in  jenen  Punkten,  x  ein  be- 
liebiger Punkt  und  £  eine  beliebige  Ebene,  so  ist 

projectiv  unveränderlich.  y     J   \      ) 

10a.  Bei  affiner  Transformation  ist,  wenn  x  und  x'  zwei  beliebig  an- 
genommene Punkte  sind  und  die  übrigen  Grössen  dieselbe  Bedeutung  haben, 
wie  in  10,  der  Werth  des  Ausdruckes 

unveränderlich.  ^  ^ 

11.  Nennt  man  h  und  Tc  die  Krümmungen  in  zwei  beliebigen  Punkten 
a  und  a  einer  Curve  (oder  zweier  verschiedenen  Curven),  A  und  Ä  die 
Tangenten,  «  und  a  die  Schmiegungsebenen  in  jenen  Punkten  und  sind 
ferner  x  ein  beliebiger  Punkt,  £  eine  beliebige  Ebene  und  X  eine  beliebige 
Gerade  des  Baumes,  dann  ist 

projectiv  unveränderlich.  imn]o 

'^     •*  Uigitized  by  vjOVJvIV^ 
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IIa.  Bei  affiner  Transformation  bleibt  aüch 


(ä:ä') 


ungefindert.  '       (m(m[ÄX):fn(m{Ä'X))^ 

12.  Bei  denselben  Bezeichnungen  wie  in  11  ist,  wenn  noch  x  und  x' 
die  Krümmungswinkel  (s.  4)  der  Curve  (oder  Curven)  in  den  Punkten  a 
und  a  genannt  werden, 

(tang » :  tang O  ((aS) :  (a  f))  (— ^^^ :  —^^A^' 
projectiv  nnverSnderlich. 

12  a.  Handelt  es  sich  nur  um  affine  Transformationen ,  so  behält 
schon  der  Ausdruck 

seinen  Werth  bei. 

13.  Auf  einer  Curve  (oder  auf  zwei  verschiedenen  Curven)  wählt  man 
zwei  beliebige  Punkte  a  und  a.  Heissen  t  und  ^  die  Torsionen  der  Curve 
(oder  Curven)  in  jenen  Punkten ,  a  und  u  die  Schmiegnngsebenen  in  den- 
selben, so  ist,  wenn  x  einen  willkürlichen  Punkt  und  £  eine  willkürliche 
Ebene  vorstellt,  ..    ^.    .  ,..., 

projectiv  unveränderlich. 

13  a.  Von  affinen  Transformationen  bleibt  schon  der  Werth  des  Aus- 
druckes / .  f 

unberührt.  ((xa):{xV))« 

Anmerkung.  Die  Sätze  6,  7,  8,  9  sind  in  den  Sätzen  10,  11,  12, 
13  als  besondere  Fälle  enthalten.  Lässt  man  z.  B.  x  mit  a\  i  mit  a  zu- 
sammenfallen, so  geht  der  Ausdruck  unter  10  in  denjenigen  unter  6  über. 
Auch  können  die  zuletzt  aufgestellten  Sätze  zum  Theil  in  andere  Form  ge- 
bracht werden.     Statt  des  Ausdruckes  in  10  z.  B.  kann  man 

^  \9m  (ai?) :  S%n  (a  r\)f 
schreiben,  wo  y  einen  willkürlichen  Punkt  auf  der  Verbindungslinie  von  a 
mit  a ,  17  eine  willkürliche  Ebene  durch  die  Schnittlinie  von  O/mit  a  bedeutet. 
Im  Folgenden  soll  (p.}>cS)  den  Rauminhalt  des  Tetraeders  a&C(2, 
mi{a^yS)  diejenige  durch  das  Yierflach  a^yh  bestimmte  Grösse  bezeichnen, 
welche  dem  Rauminhalte  (oder  eigentlich  dem  sechsfachen  Rauminhalte)  eines 
Tetraeders  (als  Eckengebilde  aufgefasst)  reciprok  ist,  nämlich 

sin(aj5yÄ)  =5in(jS]yd).(ao), 
wo  a  die  der  Fläche  a  gegenüberliegende  Ecke  des  Vierflachs  ^^yb  ist  und 
^nifiyS)  den  ^^Sinus^  des  Dreiflachs  ^yb^  d.h.  die  Grösse 

Ätn(/3y  Ä)  =  sin  {ßy)  .sin  (Dd), 
mit  D  als  der' Schnittkante  von  ß  und  y,  vorstellt.  oigitizedbyGoOQlc 
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14.  Seien  a^h,  c^  d  vier  beliebige,  aber  nicht  ein  einer  und  derselben 
Ebene  enthaltene  Punkte  von  vier  Flächen  (die  nicht  noth wendig  verschieden 
zu  sein  brauchen),  ferner  or,  /?,  y,  ^  die  Tangentenebenen  und  JT,  K\  K'\  K'" 
die  Krümmungsmasse  der  Flächen  in  jenen  Punkten,  dann  ist 

...  V  j    V  u  \sm{aßyd)/ 

projectiv  unveränderlich.  n  r#    / 

15.  Bezeichnet  man  mit  A;,  k\  k'\  Je"  die  Krümmungen  von  vier 
Curven  (die  auch  zusammenfallen  können)  in  vier  beliebigen,  jedoch  nicht 
in  einer  und  derselben  Ebene  befindlichen  Punkten  a,  &,  c,  d;  mit  A^  B, 
C7,  D  die  Tangenten  und  mit  <x,  ß^  y,  6  die  Schmiegungsebenen  der  Curven 
in  jenen  P-kten    bo  ist 

projectiv  unveränderlich. 

16.  Nennt  man,  unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen, 
x,  x',  x",  %"  die  Krümmungswinkel  (s.  4)   der  Curven  in  den  fraglichen 

Punkten    80  ist  ^(         ^j.ßyi)         N» 

tang.tang.  tang*  tang.   .  («6ed)(^j;^^^^^^g^^^^;^^j 

projectiv  unveränderlich. 

17.  Bezeichnet  man  noch  die  Torsion  der  Curven  in  den  Punkten  a, 
t,  c,  d  mit  f,  t\  t'\  f\  so  ist       /^^i„a.,x\\t 


projectiv  unveränderlich. 


cd)  ) 
Darmstadt.  Prof.  Dr.  R.  Mbhmke. 


y.  Eine  Verallgemeinerang  des  binomisehen  Satzes. 

In  einem  mit  dieser  üeberschrift  versehenen  Aufsatze  ist  von  Herrn 
Schlömilch  in  dieser  Zeitschrift,  Bd.  30  S.  19],  die  Aufgabe,  die  ganzen 
algebraischen  Functionen  ^(n),  f^{n)^  . .  so  zu  bestimmen,  dass  der  Summe 

^-    x,-         vr.  /•(n)  =  (r  =  0,  1,  ..)fr{n)x'^ 

die  Eigenschaft 

zukommt,  unter  der  Voraussetzung  /^(n)^  1  behandelt  und  darauf  in  der- 
selben Zeitschrift,  Bd.  32  S.  250,  von  Herrn  Saalschutz  in  dem  Aufsatze 
„Eine  Erweiterung  des,  Factoriellensatzes''  auf  Grund  der  in  einer  andern, 
weniger  einfachen  Form  dargestellten  Gleichung 

^i+n^      /«i  +  Wg  +  r  lA 
n^  +  n^  +  rv\  'r  ) 

eine  partikuläre  Lösung  dieser  Aufgabe  durch  die  Bestimmung  ^/^rylp 

igi  ize     y  g 


Kleinere  Mittheiltingen.  61 


gegeben  worden.  yrrv\  / 

Die  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe  ergiebt  sich  aus  dem  Lagrange- 
schen Theorem 

/'(^)  =  (r  =  0,l,  ..)DrV(y)(9'(y))'-«':'-!.    g  =  xq>(e)  +  i,, 
wenn  man  ^(i;)  =  (/'(o))"  setzt ,  ersichtlich  in  der  Form 

Diese  Function  hat,  da  aus  jenem  Theorem  dadurch,  dass  man  die  Gleich- 
ung nach  y  differenzirt  und  alsdann  f(v)  durch  f{v)  ersetzt,  die  Formel 

y-^4^^={r  =  0,l,  ..)i)s7(y)('P(y)r-af:f!,     s  =  xv(ß)+y 

hervorgeht  und  hiernach 

j4^tj  =  (r  =  0,l,  .. )!>/(%))-(«>' (y))'.af:r! ,    z=^x<p{z)  +  y 

ist,  ausser  der  Potenzeigenschaft  überdies  die  Eigenschaft,  dass  die  sie  dar- 
stellende Reihe  dem  Quotienten  zweier  Reihen  gleich  ist,  von  denen  die  eine 
sich  in  der  Reihe  der  letzten  Gleichung  darstellt  und  die  andere  aus  dieser 
für  n  =  0  hervorgeht. 

Insbesondere  ist,  wenn  man  (p{v)  =  {F(v)y  setzt, 

e^x(Fiz)r  +  y 
und  darnach  für  F{v)  =  v 


z' 
5" 


_.  =  (r=o,i,  ..)("V)y"+''-'^' 


s  =  xe'  +  y 
ond  ftr  /"(»)  =  e'  und  y  =  0 

c»='  =  (r  =  0,  1,  ..)»(«  +  *-v)'— •a^'ir!, 

-i!^  =  (r  =  0,l,  ..){,n-\-rvyxr:r\, 
1 —  vz 

Z^Xt^*, 

Ersetzt  man  in  der  Formel 

Z^Xtp{z)'\'iJ 

die  Function  /"(»)  durch  die  Function  (1  — X(p' (»))-"'  + */'(i;),  so  ergiebt  sich 
femer  bei  Berücksichtigung  der  Gleichung 

(_,).(--  +  !)=  («-2+«),    _o,l... 
die  Formel  \      »      /      V       *        /  r^^^^I^ 
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m 

=  (r  =  0, 1, ..)  ((X, ,  X,  =  0, ..,  r)  ("^  'f^"^''»)  2)jY(y)  (g> (y))«<cp'(y))" :  ''-2O  ^. 

£f  =  a;cp(4+y,  »*i  +  »4  =  »'. 
aus  der  für  m  =  0  das  Lag  rang  ersehe  Theorem  nnd  für  m='l  die  obige 
aus  demselben  abgeleitete  Formel  hervorgeht.^  Vergl.  Herrn  'Hurwitz* 
Aufsatz  „üeber  einige  Verallgemeinerungen  der  Leibniz'schen  Differential- 
formel und  des  polynomischen  Lehrsatzes '^  in  dieser  Zeitschrift,  Bd.  35  S.  56. 
Nimmt  man  in  ihr  f{v)  =  (^F{v)y  und  g> (©)  =  (F(»))*  an,  so  geht  sie 
in  die  Formel  ._,  ,. 


e  =  xg>{e)+y,     Ki  +  x^=^r 
über,  und  es  ist  insbesondere  für  F(v)  =  v 

{l—vxz^-^)'" 
=  (r=0,l...)((x..x,  =  0,..,r)(»-f+''')(*»+';;-''').«.)j^+^'-^^, 

js=^xe^  +  y,    x,  +  x2=r 
und  für  F{v)  =  e''  und  y  =  0 

^j^^  =(r  =  0, 1, ..)  ((x„  x,  =  0,  ..,r)('" -f +  *')(«  +  rv)«'.«.;«,!)^, 

5  =  a;e**,     Xj  +  Xj=»r. 
Offenbar  gehen  die  Grössen 

1  — a;(p'(jBf)       1  — a;<p'(£f) 
wenn  in  ihnen  die  Grössen  n, ,  . . ,  «m  durch  die  Grössen  0, ..,  0,  «,  +  ••  +  nw 
ersetzt  werden,  ohne  eine  Aenderung  ihres  Werthes  in  die  Grössen 

über.  Ersetzt  man  daher  in  diesen  Grössen,  indem  man  unter  der  Voraus- 
setzung g>{f>)  =  iF(p)y  einmal  (F(v))==v  und  dann  F{v)  =  e^  und  y  =  0 
annimmt,  die  einzelnen  Functionen  durch  die  bezüglichen  Reihenentwicke- 
lungen  und  bestimmt  alsdann  die  Coefficienten  von  sf^  so  gelangt  man  zu 
den  Gleichungen  ,       ,  /      .        i         #       \ 

Wi+"-l-nm  +  rv  \  ♦•  / 
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Mi 


Wi       /«i  +riv\ Wm~i         /n«-i  +  r^-i v\   /n,„  +  r„ v\ 

=,.,... ,r.=o,.. .,)(".+-■•)..  (-+;-), 

ri  +  --+*'m  =  »-,     xi  +  xj  =  r 
und 

rl 

r  j  I  .  •  Tm  I 

(»,+••  +  »« +  rv)''=(r,,  ..,r„  =  0,  ..,r) 

^1  •   •  •  ^m  • 

r,  +  •  •  +  fm  «=  r,     X,  +  X,  =  r. 
Die    drei  letzten,    von   denen   die   zweite  ftlr  m  =  2  Ton  Abel  herrührt, 
finden   sich  in  dem  erwähnten  Hurwitz'schen  Aufsätze,   die  allererste  ist 
für  «n  =  2  die  eingangs  gegebene  Saalschütz'sche  Oleichnng.     Für  v  =  0 
gehen  sie  in  die  Gleichungen 

r*  r 

ri  +  --  +  »'m  =  r 
über.    Endlich  ist  beispielsweise  nach  der  dritten  für  v  «=  1  die  Grösse 

(r„...r„  =  0...,r)  ("»+'■'). .(**»  +  '■"•).    r,  +  ..  +  r.  =  r 
gleich  der  Grösse 

oder,  da  diese  Grösse  als  eine  dem  Falle  m  =  2  entsprechende  Grösse  von 
derselben  Form  der  Grösse 

(x  =  0...,r)("»  +  -  +  *''-  +  "'-2  +  '') 

gleich    ist   und,    unter  der   x*«"   figurirten  Zahl  n*^  Ordnung  die  Grösse 

(     ^     )  verstanden,    die  Summe   der   r+1  ersten  figurirten  Zahlen  ti*«' 

Ordnung  für  x  =  0,  ..,r  sich  in  der  Form  (        r       J  ^^^'^tellt,   gleich 

der  Grösse  rn.n^n]o 
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und  daher 


/n,  +..  +  »,„  +  w  -  1  +  r\ 
/fij  +  ..  +  «,„  +  w  -  1  +  r\ 

—  1^1 »   .  •  I  »^m  =  ^,  •  . ,  f )  ^       ^        /        \       fm        7        '^l    '    "  "*    *^"'  •"  *^' 

eine  Formel,  die  für  n>»2  von  Herrn  Baur  in  dem  in  dieser  Zeitschrift, 
Bd.  32  S.  218,  veröffentlichten  Aufsätze  ;,  Einige  Eigenschaften  der  ßinomial- 
coefficienten ,  mit  Anwendungen  auf  die  Comhinationslehre^  gegeben  ist. 
Berlin,  21.  November  1890.  Leopold  Schendel. 


VI.  Kriterien  der  Tlieilbarkeit  dekadischer  Zahlen. 

Um  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Zahl  Z  (z.  B.  2688)  durch  7  theil- 
bar  ist,  verfährt  man  nach  folgender  Begel: 

Man  multiplicirt  die  letzte  Ziffer  von  Z  (d.  i.  in  unserm  Beispiele  8) 
mit  2  und  subtrahirt  das  erhaltene  Product  (d.  i.  16)  von  den  vorher- 
gehenden Ziffern  (d.  i.  268).  Ist  der  Best  (d.  i.  252)  durch  7  theilbar,  so 
ist  das  ein  Kriterium  dafür,  dass  Z  durch  7  getheilt  werden  kann. 

Diese  bekannte  Begel  gestattet  folgende  VeraUgemeinerung: 

Um  zu  entscheiden ,  ob  eine  gegebene  Zahl  Z  durch  n  getheilt  werden 
kann,  multiplicire  man  die  letzte  Ziffer  von  Z  mit  der  für  jedes  n  beson- 
ders zu  bestimmenden  Zahl  x  und  subtrahire  das  erhaltene  Product  von 
den  vorhergehenden  Ziffern.  Ist  der  gefundene  Best  durch  n  theilbar,  so 
ist  es  auch  Z. 

Die  Zahl  x  bestimmt  sich  nach  folgender  Begel: 

Man  schreibe  alle  diejenigen  Vielfachen  von  n  auf,  welche  mit  der 
Ziffer  1  endigen,  und  streiche  diese  Ziffer  1  weg;  dann  genügen  die  so 
erhaltenen  Zahlen  den  für  x  angegebenen  Bedingungen. 

Nehmen  wir  z.  B.  n  =  7.  Die  Vielfachen  von  7,  welche  mit  der 
Ziffer  1  endigen,  sind  nun: 

3.7  =  21;     13.7  =  91;    23.7  =  161  etc. 
Streicht    man   die   Ziffer  1  weg,    so   erhält  man   die  Zahlen  2,  9,  16  etc. 
Dass  2  den  für  x  angegebenen  Bedingungen  genügt,  ist  bekannt;  dasselbe 
gilt  jedoch  auch  für  die  Zahlen  9,  16  etc.,   wie  man  sich  durch  Beispiele 
überzeugen  kann. 

Berlin.  Dietrichkeit  , 

Csnd.  matb. 
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V. 
Ueber  die  Doppelpunkte  der  Koppelourve,'^ 

Von 

Prof.  Dr.  R.  Müller 

in  Branniohweig. 


1.  In  einem  gewöhnlichen,  also  nicht  durchschlagenden  Kurbelgetriebe 
beschreibt  jeder  Punkt  C  der  bewegten  Ebene  eine  tricirculare  Curye  sechster 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  C^^  Cg,  C3,  von  denen  inuner  zwei  ima- 
gin&r  sein  k(Snnen;  zu  einem  reellen,  aber  isolirten  Doppelpunkte  gehören 
keine  reellen  Eoppellagen.  Umgekehrt  entsprechen  jedem  Punkte  C^  der 
festen  Ebene  im  Allgemeinen  drei  Sjstempunkte  C,  C\  C'\  deren  Bahnen 
in  Cj  einen  Doppelpunkt  haben,  Dttmlich  die  Doppelpunkte  derjenigen  Koppel- 
curre ,  welche  C^  bei  der  umgekehrten  Bewegung  in  der  Ebene  der  Koppel 
eneugt.  Die  Punkte  der  bewegten  Ebene  stehen  also  mit  denen  der  festen 
Ebene  in  einer  drei-dreideutigen  Verwandtschaft  —  mit  der  Aus- 
nahme, dass  den  Endpunkten  der  Koppel  alle  Punkte  ihrer  Bahnkreise  als 
Doppelpunkte  entsprechen,  während  den  Endpunkten  des  Steges  alle  Punkte 
der  Kreise ,  die  sie  bei  der  umgekehrten  Bewegung  beschreiben ,  als  System- 
punkte zugeordnet  sind.  Pig.  1.    - 

In  Fig.  1  werde  durch  das  Viereck 
OffBÄ  ein  Kurbelgetriebe  mit  dem  festen 
Gliede  0  ff  in  einer  beliebigen  Phase  dar- 
gestellt. Beschreiben  wir  dann  über  AB 
und  00'  beziehungsweise  die  Kreise  h 
and  t,  welche  mit  diesen  Strecken  nach 

derselben  Seite  hin  gleiche  Winkel  ein-      ^  ji  ^ 

BcUiessen,  so  erzeugt  jeder  Punkt  von  h  0\^  yV  ^ 

bekanntlich  eine  Koppelcurve,  deren  drei 
Doppelpunkte  auf  i  liegen.  Die  Schnitt- 
punkte von  h  und  i  befinden  sich,  als  Systempunkte  betrachtet,  augen- 
blicklich in  Knotenpunkten  ihrer  Bahnen.  Wir  erhalten  demnach  den 
Ort  der  Systempunkte,   welche   in   der   betrachteten   Phase  Knotenpunkte 

*  Fottaetznng  zu  den  Auftätzen  Bd.  34  S.  303  und  372,  und  Bd.  36  S.  11  dieser 
Zeitschrift.  ^  t 
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durchschreiten,  als  Erzengniss  zweier  projectiven  Kreisbüschel ,  deren  Chor- 
dalen  AB  und  00'  einander  entsprechen;  der  gesuchte  Ort  ist  also  die  als 
Focalcurye  bekannte  Curve  dritter  Ordnung.  Dieselbe  geht  durch  Ä^  B^ 
0,  0'  und  durch  die  Schnittpunkte  ^  und  O  von  OÄ  und  CjB,  bez.  AB 
und  00\  die  augenblicklichen  Pole  der  Systeme  AB  und  OC,  bez.  OA 
und  O'B.  Wird  für  jede  Phase  in  der  Ebene  der  Koppel  die  zugehörige 
Focalcurve  construirt,  so  gehen  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
6,  4,  2  oder  keine  dieser  Curyen,  je  nachdem  seine  Bahn  3,  2,  1  oder  0 
Knotenpunkte  enthält.  Hieraus  folgt,  dass  die  Focalcurren  einerseits  die 
Polcurye,  andererseits  die  Theile  der  üebergangscurve  berühren,  denen 
Selbstberührungspunkte  entsprechen. 

Die  Focalcurve  hat  einen  Doppelpunkt,  wenn  dem  Viereck  OO'BA  ein 
Kreis  eingeschrieben  werden  kann,*  wenn  also  die  Summe  von  zwei  Seiten 
gleich  der  Summe  der  beiden  anderen  ist.  Daher  sind  die  Focalcurven ,  die 
zu  den  sämmtlichen  Phasen  eines  bestimmten  Kurbelgetriebes  gehören ,  ent- 
weder alle  eintheilig,  oder  alle  zweitheilig,  oder  alle  doppelpunktig.  Sie  sind 
eintheilig  oder  zweitheilig,  je  nachdem  die  Summe  der  grössten  und  klein- 
sten Vierecksseite  grösser  oder  kleiner  ist,  als  die  Summe  der  beiden  an- 
deren ,  also  wenn  die  entsprechenden  Koppelcurven  beziehungsweise  eintheilig 
oder  zweitheilig  sind ,  und  sind  doppelpunktig  im  Falle  des  durchschlagenden 
Kurbelgetriebes. 

2«  Wir  nehmen  jetzt  an,  OffBA  sei  ein  durchschlagendes  Kurbel- 

getriebe,  es  sei  etwa  OO'+OA^  AB+ffB. 

Dann  hat  die  Bahncurve  eines  jeden  System punktes  (7  vier  Doppelpunkte, 
nftmlich  wie  früher  die  drei  Paukte  Cj,  C^,  C^  auf  einem  durch  0  und  O' 
gehenden  Kreise  i  und  überdies  einen  Sonderdoppelpunkt  C^  in  der 
Durchschlagslage  A^B^C^.  Wir  wollen  C,,  C^,  C^  in  Ermangelung  einer 
andern  Benennung  als  die  gewöhnlichen  Doppelpunkte  der  Koppelcarve 
bezeichnen. 

Wir  betrachten  nun  insbesondere  solche  Systempunkte  C^  die  in  der 
Durchschlagslage  einen  gewöhnlichen  Doppelpunkt  durchschreiten ,  bei  denen 
also  Cq  mit  einem  der  übrigen  Doppelpunkte  zusammenföllt.  Dieselben 
erfüllen  nach  dem  Vorigen  eine  gewisse  Focalcurve,  aber  diese  besteht  gegen- 
wärtig, wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  aus  der  Geraden  A  B  und  einem  Kreise. 

Dem  Durchgange  der  Koppel  durch  die  Phase  A^B^  entsprechen  auf 
0  0'  die  Pollagen  ^pi,  $«  die  Doppelpunkte  der  durch  die  Paare  AqO\  B^O 
bestimmten  Involution,   und  auf  -4jB  die  Pole  P\  P^.**    Beschreiben  wir 


*  Dur^ge,  Mathematische  Annalen,  Bd.  5  S.  93. 

**  Burmester,  Kinematik  I,  S.  114.  —  Die  Polcurve,  die  im  allgemeinen 
Falle  von  der  achten  Ordnung  ist,  zerfällt  beim  durchschlagenden  Karbeigetriebe 
in  die  doppelt  zählende  Gerade  AB  und  in  eine  bicirculare  Canre  sechster  Ord- 
nang  mit  Doppelponkten  in  A  and  B.  <-^  j 
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nüD  in  der  bewegten  Ebene  über  dem  Durchmesser  P^P^  einen  Kreis  Ic 
und  beieichnen  einen  Punkt  desselben  mit  C,  so  bestimmen  in  der  Darch- 
schlagslage   Ä^    (Fig.  2)    die  ^^  ^ 

Strahlenpaare  C^A^^C^  0'  und  ^ ^ 

C^o-^o«  ^0^  ®^°^  symmetrische 
Inyolution,  weil  die  Doppel- 
strahlen  Co^^  Cq^"  einen 
rechten  Winkel  einschliessen. 
Es  istalsoiiloCoJBo^^öCoO'  A^ 
and  folglich  Cq  ein  gewöhn- 
licher Doppelpunkt  der  von  C 
erzeugten  Eoppelcurve. 

Setzen  wir,  wie  früher,  AB  =  c,  AC=h,  BC^a,  OO'^y,  OA^r, 
tfB=^8j  wobei  gegenwSrtig 

1)  y  +  r^C  +  ii 

ist,  80  folgt  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  A^C^O  und  B^C^ff 


also 
2) 
Ebenso  ist 

d.b. 

3) 
nnd  folglich 

4)  0C„«=»:^'.    (fC^  =  '^- 

'  ^        C8  ^        er 

Es  ist  femer  cos ^^CqBq  —  cosOCqO\  d.  h. 

ab  ""  '      OC^.O'Co'      ' 

und  hieraus  ergiebt  sich  nach  3)  und  4)  als  Gleichung  des  Kreises  k 

Bezeichnet  nun  Ci  einen  gewöhnlichen  Doppelpunkt  der  zum  Punkte  C 
gehörigen  Koppelcurve,  und  setzen  wir 


^  ßoCoO' 

b.OC, 

a.ac. 

r 

— » 
s 

oc. 

ra 

cec^ 

sb 

ah 

.y_ 

c 

oc,.o'c,-y''J' 

OCi 


=  w< ,     c*  —  y'  +  r*  +  5*  s=  2(cr  —  C5  +  r5)  =  w*, 


so  gilt  für  jeden  Systempunkt  C7zar  Bestimmung  seiner  drei  gewöhnlichen 
Doppelpunkte  die  Gleichung* 

ab«(a««««)u»-6{a*  +  2a»6«-m«o»-«>y  +  5«c«jtt« 


6) 


^  Bd.  34  dieser  Zeitschrift,  S.  304.    Je  nachdem  für  ut  aus  6)  ein  positiver 

=  1 


oder  uegatiYer  Werth  folgt,  ist  /. 0 C< 0'  entweder  =  LACB  oder  =  ISO« - /. ul C5.   i 
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Liegt  aber  C  anf  dem  Kreise  "k^  so  geht  infolge  5)  die  vorige  Oleichong 

(6u-^)*{a(a»-5»)«-^(6»-r»)}  =  0, 
nnd  es  ist  also  ^  ^ 

Es  fallen  daher  zwei  gewöhnliche  Doppelpunkte  mit  Cq  zusammen,  d.h. 
Cq  ist  ein  dreifacher  Punkt  der  Koppelcurve.* 

Wenn  im  Oelenkviereck  OO'BA  nicht  die  Summen  von  je  zwei  aufein- 
anderfolgenden ,  sondern  der  gegenüberliegenden  Seiten  einander  gleich  sind 
(c-|-y  =  r+^)t  80  gelten  die  vorigen  Entwickelungen,  nur  sind  für  jeden 
Punkt  C  des  Kreises  A;  die  Dreieckswinkel  AGB  und  OC^O' nicht  einander 
gleich ,  sondern  supplementär,  und  in  den  vorigen  Formeln  sind  j  und  s 
durch  —  y  und  —5  zu  ersetzen.  Es  gilt  daher  allgemein  der  Satz:  In 
jedem  durchschlagenden  Kurbelgetriebe  giebt  es  unendlich 
viele  Sjstempunkte,  welche  Koppelcurven  mit  einem  drei- 
fachen Punkte  beschreiben.  Dieselben  erfüllen  den  Kreis  l^ 
der  die  auf  der  Koppel  liegenden  Pole  P^  P^^  zu  Oegenpnnk- 
ten  hat. 

Soll  auch  u^^zj^  sein,  so  folgt  aus  7)  und  8)  die  Bedingung 

und  dann  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf  5)  für  a^  die  Werthe 

,      CS  +  sj/cyrs 

oder 

a*=^s.ßP^=BQO'.Bo^^  und  a^^s.BP^^B^O'.B^^^K 

Auf  dem  Kreise  k  liegen  also  im  Allgemeinen  vier  System- 
punkte  C,  für  welche  alle  vier  Doppelpunkte  im  dreifachen 
Punkte  Cq  zusammenfallen.  Coist  dann  zugleich  ein  Selbstberührongs- 
pnnkt  der  Koppelcurve;  dieselbe  wird  von  dem  Kreise  OCqO'  in  C^  einmal 
osculirt. 

Anmerkung.     Setzen  wir  0^3  =  9,   0'C^  =  q\  so  ist  nach  8) 

'~r=  ^    /  « IST    ^^"   ' ^^ 1 * 

Q       r^a{ar'-s')  qq  ah 

und  wir  erhalten  durch  Elimination  von  a  und  h  mit  Rücksicht  auf  5)  die 
Gleichung 

+  2f^sy{Q^  +  Q^)  -  rV/  =  0. 

*  Liegt  C  statt  auf  k  auf  der  Geraden  AB,  die  den  andern  Theil  der  sar 
Darchschlagslage  gehörigen  Focalcorve  bildet,  so  W\t  nur  ein  gewöhnlicher  Dop- 
pelpunkt mit  Co  zusammen. 
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Die  Doppelpunkte  C^^  die  den  Pankten  0  von  k  entsprechen,  erfüllen  dem- 
nach eine  tricirculare  Carve  sechster  Ordnung  mit  Doppelpunkten  und  Doppel- 
brennpunkten in  0  und  0\    Der  dritte  Doppelbrennpunkt  theilt  die  Strecke 

00'  aussen  im  Verhttltniss  —  •    Ist  dagegen  c  +  >^<=^r  +  «,  so  ergiebt  sich 

fttr  den  dritten  Doppelbrennpunkt  in  Bezug  auf  00'  das  Theilungsyerh&ltniss 

1  und  derselbe  liegt  innerhalb  00\ 

r 

3.  Da  für  jeden  Punkt  des  Kreises  h  zwei  gewöhnliche  Doppelpunkte 
zusammenfallen,  so  bildet  A;  einen  Theil  der  Uebergangscurve.  Die- 
selbe ist  beim  allgemeinen  Kurbelgetriebe  eine  vierfach  circulare  Curve  zehnter 
Ordnung.  Im  hier  yorliegenden  Sonderfalle  führt  die  weitere  Untersuchung 
der  Currengleichung,  auf  die  wir  nicht  eingehen  wollen,  zu  dem  folgenden 
Ergebnisse:  Die  Uebergangscurve  zerfällt  beim  durchschlagen- 
den Kurbelgetriebe  in  den  doppelt  zählenden  Kreis  A;  und  in 
eine  bicirculare  Curve  sechster  Ordnung  mit  Doppelpunkten 
in  A  und  B.  Dieselbe  berührt  den  Kreis  h  in  den  vier  vorhin 
bestimmten  Punkten,  denen  je  vier  zusammenfallende  Doppel- 
punkte entsprechen. 

Bei  den  bekannten  technisch  wichtigen  Specialformen  des  durchschla- 
genden Kurbelgetriebes*  zerfällt  auch  jene  Curve  sechster  Ordnung  in  ein- 
fachere Curven.  Ist  zunächst  0  =  7,  r  =  5,  so  kann  das  betrachtete  Oetriebe 
als  Parallel-  und  als  Zwillingskurbelgetriebe  bewegt  werden,  und 
dann  beschreibt  jeder  Sjstempunkt  C  beziehungsweise  einen  Kreis  q  oder 
die  Fusspunktencurve  c^  eines  gewiesen  Kegelschnittes.  Die  vollständige 
Koppelcurve  hat  also  fünf  Doppelpunkte,  nämlich  den  Doppelpunkt  der  c^ 
und  die  vier  Schnittpunkte  von  C|  und  c^.  Den  beiden  Durchschlagslagen 
entsprechen  zwei  Kreise  Ä;,  ft*  als  Ort  der  Sjstempunkte ,  die  in  der  be- 
trachteten Phase  einen  dreifachen  Punkt  durchschreiten;  aber  jeder  derselben 
zerfällt  in  die  unendlich  ferne  Oerade  u«  und  eine  zweite  Gerade  v  resp.  v*. 
Bezeichnen  wir  mit  0^0' ^^  0^0*'  die  Punkte  von  AB^  die  beim  Durch- 
schlagen mit  0,  0'  zusammenfallen,  so  sind  v,  v*  die  Mittelsenkrechten  von 
von  AO'qj  BOq*.  Die  doppelt  zählenden  Geraden  u^^  v,  v*  bilden  den 
einen  Theil  der  Uebergangscurve,  und  da  dieselbe  A  und  B  zu  Doppel- 
punkten, die  imaginären  Kreispunkte  zu  vierfachen  Punkten  haben  muss, 
so  besteht  ihr  Best  aus  zwei  Kreisen  9,  tp,  von  denen  jeder  durch  Ä  und  B 
geht  und  die  Geraden  v,  v*  berührt.  Diese  Kreise  sind  imaginär,  wenn 
r^e  isl**  —  Für  alle  Systempunkte  C  auf  einer  der  Geraden  v,  v*  geht 


*  Burmester,  Kinematik  I,  S.  300. 
**  Hierdurch  wird  eine  Bemerkang  in  dem  Aufsätze  Bd.  34  dieser  Zeitschrift, 
S.  378  berichtigt.  —  Die  Geraden  v^  v*  sind  Tangenten  der  Polcnrve.    Dieae  zer- 
fällt in  die  doppelt  zählende  Gerade  u«,  in  die  vierfach  zählende  Gerade  J.B  und 
in  einen  Kegelschnitt  mit  den  Brennpunkten  Aj  B  und  den  Scheit^||;j^^^ti^^^t.lc 
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der  Kreis  C|  durch  den  Doppelpunkt  der  C^,  der  hierdurch  zu  einem  drei- 
fachen Punkte  der  vollständigen  Eoppelcurye  wird.  Liegt  C  auf  ip  oder  tl», 
so  berührt  der  Kreis  Cj  die  c^. 

Ist  ferner  r  =  (;,  «  =  y,  so  ergiebt  sich  fär  ^  <  c  ein  gleichschenk- 
liges Doppelkurbelgetriebe,  für  y'^c  ein  gleichschenkliges 
Schwingkurbelgetriebe.  Beim  Durchschlagen  fällt  B  auf  0  und  A 
zweimal  in  die  Gerade  00'\  wir  erhalten  also  wiederum  zwei  Kreise  )k,  If^ 
als  Ort  der  8 jstempunkte ,  die  dreifache  Punkte  erzeugen.  Es  seien 
^'o>  ^o*'  «diejenigen  Punkte  von  AB,  die  in  den  beiden  Durohschlagslagen 
mit  0'  zusammenfallen;  dann  gehen  X;,  k*  durch  B  und  theilen  die  Strecken 
Ai/^  bez.  AO*'  harmonisch.  Da  X;,  X;'*'  als  Bestandtheüe  der  üebergangs- 
curve  doppelt  zählen  und  diese  in  A  einen  Doppelpunkt  haben  muss,  so 
folgt  als  Best  der  Uebergangscurye  das  Paar  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten aus  A  tji  hy  Ttf^.  Dieselben  sind  imaginär  für  y^c.  —  Die  Bahn- 
curve  eines  beliebigen  Sjstempunktes  C  besteht  aus  einem  Kreise  q  um  0 
und,  wie  vorhin,  aus  der  Fusspunktencurve  c^  eines  Kegelschnittes.  Liegt 
C  auf  Ic  oder  F,  so  geht  C|  durch  den  Doppelpunkt  der  c,;  die  Punkte  der 
beiden  gemeinsamen  Tangenten  von  X;,  k*  beschreiben  Kreise,  welche  die 
zugehörige  Fusspunktencurve  berühren. 

Braunschweig,  9.  März  1890. 
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VI. 

Ueber  gewisse  goniometrisohe  Determinanten  und 

damit  snisammenhängende  Systeme  von  linearen 

Oleiohimgen. 

Von 

Dr.  K.  Weihrauch, 

"o.  Prof.  d.  phytik»!.  Geogr.  a.  d.  üoir.  Dorpat. 


1. 

In  einer  früheren  Mittheilung*  habe  ich  die  Determinanten 

1)  Ciy=|l,  COSXm^  SinXmi  C0$2Xmj  sin2Xmj  .-M   COS(vA)Xfn,  8in{v-l)Xmt  COSVXm\ 

und 

2)  52y  =  |l,  cosxm,  sinxmy  co82xmy  8m2xm,  ...,  cos{vA]Xm,  sin{vA)x„,y  6mvx„,\ 

m  =  l,2,  ...,  (2v) 

behandelt.  Bezeichnet  Pn  das  Prodnct  der  Sinns  der  — ^-^ — -  halben  Dif- 
ferenzen, die  sich  aus  der  Argumentenreihe  a^,  o^,  ...,  Xn  derart  bilden 
lassen,  dass  immer  die  Grösse  mit  kleinerem  Index  als  Subtrahend  genom- 
men wird,  und  versteht  man  unter  a  die  Summe  aller  zur  Verwendung 
kommenden  Argumente,  also  ^__^ 

3)  <f=^^m, 

so  ward  a.  a.  0.  gezeigt,  dass  ""* 

5)  S2i^=^{''iy-'K2A^^^-^KP2v^eos^(f 
ist. 

In  einer  andern  Schrift**  habe  ich  die  üntersachung  auf  verwandte 
Determinanten  und  deren  erste  ünterdeterminanten  ausgedehnt  und  will  die 
Ergebnisse  hier  ohne  genaueres  Eingehen  auf  die  Beweise,  die  dort  aus- 
ftlhrlich  gegeben  wurden,  zusammenstellen.  Die  Behandlungsweise  ist  der- 
jenigen ganz  entsprechend,  welche  bei  obigen  Determinanten  zur  Anwen- 
dung kam.  Man  ersetzt  alle  auf  Xm  bezüglichen  goniometrischen  Functionen 
durch  Exponentialansdrttcke ,  wobei  die  Abkürzung 

6)  c'*«  =  Um 


•  Diese  Zeitschrift,  Jahrg.  83,  1888,  S.  126. 

**  Nene  Untersuchungen  über  die  Bessersche  Formel  und  deren  Verwendung 
in  der  Meteorologie  (Schriften,  herausgegeben  von  der  Naturforscher- Oesellechaft 
bei  der  Universität  Dorpat,  IV.    Dorpat  1888).  ,r^r^]r> 
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eingeführt  werden  mag,  and  kommt  dann  nach  sehr  einfachen,  sich  an- 
mittelbar darbietenden  Transformationen  zu  der  bekannten  Differenzendeter- 
minante 

dem  Prodact  der   — ^-^ Differenzen,  die  sich  in  der  Elementenreihe  a^, 

aj ,  . . . ,  a„  derart  bilden  lassen ,  dass  die  Grösse  mit  kleinerem  Index  jedes- 
mal als  Sabtrahend  verwendet  wird,  —  oder  deren  ersten  Unterdetermi- 
nanten. Letztere  sind  leicht  darstellbar.  Sacht  man  beispielsweise  die  durch 
Unterdrückung  der  Ä*^  Zeile  and  der  p**^  Colonne  in  z/„  entstehende  ünter- 
determinante  a^.p,  so  ist  dieselbe  gleich  (— 1)*+p  mal  dem  Factor  von  «/"* 
in  Jn»     Nun  hat  man 

8)  ^/n  =  -^fi,Ä.(flA  — «i)  ...  (»A  — öil-l).(öA  +  l  — »a)  ...  (an  — Ca), 

wenn  Jo,h  die  Differenzendeterminante  für  die  Beihe  a^y  a^y  ...,  aA-i, 
aA^.1,  ...y  ctn  ist,  so  dass  der  zweite  Index  h  die  Ausstossung  des  Elementes 
ak  ans  der  ursprünglichen  Beihe  aj,  Og,  ...,  (hi  fordert.  Die  Oleicbang  8) 
kann  anch  geschrieben  werden 

9)  ^«  =  (-l)«-*^„,Ä.  /I(aA-a«), 

ni  =  l,  2,  ...,  (Ä-1),  (Ä  +  1),  ...,  n. 

Bezeichnet  man  durch  £Kq^h  die  Summe  aller  als  Prodacte  anfgefassten 
Combinationen  der  Elemente  aj,  ...,  ajk-i,  a^^.!,  ...,  an  zur  q^^^  Classe  ohne 
Wiederholungen,  dann  geht  9)  über  in 

5=2—1 

10)  ^„  =  (-l)"-*^/„,A  ^  (-  i)^a;-5-*  -Sir,,Ä. 

Nach  dem  oben  Gesagten  ist  dann 

11)  aA,p  =  -^n,A.-^^n-;»,A. 

Man  hat  nun  in  7)  und  11)  die  Grössen  Om  wieder  durch  e^'»  zu  er- 
setzen und  nachher  die  Exponentialausdrücke  in  goniometrische  zu  ven^an- 
deln.     Dabei  ist  Hs„,+»^) 

12)  a;„-a,  =  2im^2^.a""^^, 

und  Kq^h  geht  über  in  a')"«**,  wenn  unter  yq^h  eine  als  Summe  ihrer  Be- 
standtheile  aufgefasste  Combination  der  Argumente  0?^,  0^2»  -*•>  ^h^\y 
^A+i>  ...»  ^n  zur  g^*"  Classe  ohne  Wiederholung  verstanden  wird.  Ein 
Summenzeichen  davor  bedeute  immer,  dass  man  alle  möglichen  Combina- 
tionen bilden  soll.    Ich  führe  noch 

13)  Ch=^^  —  Xh 

ein  und  will  unter  P„^h  das  der  Grösse  Pn  entsprechend  gebildete  Product 
verstehen y  wenn  in  der  Beihe  o^^,  x^^  ...,  Xn  das  Element  Xk  unterdrückt 
worden  ist.  Auf  dem  hier  angegebenen  Wege  wurden  a.  a.  0.  folgende 
Determinanten  ausgewerthet :  f^r\r^n]o 
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14) 


15) 


Av+i 


O0.A  = 


1,    COSZmj   SinXmj   C082Xm,   8in2Xni    ...,   COSVXm^   SifhVXm 

i»=l.  2,  ...,  (2v  +  l) 

casxm,  sinxm^  co82xm^  Bin2xmj  ...,  cosvXmi  sinvxm 
in=l,  2,  ...,  (Ä-1),  (Ä+1),  ...,  (2v  +  l) 


Cifr,  A  =  ...,  cos  V  Xm  ,  sin  VXm 

m=l,2,...,(Ä-l),(Ä+l),...,(2.+l) 
=  (-l)*+^2.4i'(*'-o./>2^^.,,4.2aw(y^^.,,4-^aA), 

1,  CaSXmy  SinXm,  ...,  CO«(Ä;-l>Cm,  «m(Ä;-l>»m,  COsJcXm,  €a8{JC'^l)Xm^  5in(Ä+l)a?m, .. 
«*,&=  ...,  COSVXmi  SinvXm 

I  m=l,2,...,(Ä-l),(Ä+l),...,(2v+l) 

=  (-!)*.  2.4n^-^).P2v+i.A.2;«n(y,+,,Ä-i0A). 

Die  Determinanten  15),  16),  17)  sind  offenbar  die  ersten  ünterdeter- 
minanten  von  14);  man  kann  daher  2)2^4.1  in  bekannter  Weise  durch  jene 
Determinanten  ausdrücken,  was  merkwürdige  Relationen  ergiebt,  auf  die 
ich  hier  aber  nicht  weiter  eingehen  will. 

Die  sechs  folgenden  Determinanten  erscheinen  als  erste  Unterdetermi- 
nanten von  C^y  und  8%^^  nämlich  zuerst  durch  Unterdrückung  der  ersten 
Colonne  und  der  V^  Zeile: 


18) 


19) 


Ci%^ 


COSXm^SinXmj  ...,  CO«(v  — l)a?m,«n(v  — l)aJmi  COSVXm\ 

in=l,2,  ...,(Ä-l),(Ä  +  l),...,2v  I 

cosxmy  sinxmj  ...,  cö5(v  — l)a;m,  «in(v— l)aJm,  sinvXm  1 
in=l,2,  ...,(Ä-1),(Ä+1),  ...,(2v)  I 

Unterdrückt  man  femer  in  (hy  und  Siv  die  (2ky^  Colonne  und  die  h^^ 
Zeile,  80  seien  die  entstehenden  Unterdeterminanten  Ci^h^nd8k%'  Werden 
dagegen  die  (2ä;  +  1)^  Colonne  und  die  h^  Zeile  unterdrückt,  so  sollen  die 
Unterdeterminanten  Ci'h  und  Sk'k  heissen.     Man  findet  dann: 

21)  C^^fi  =  (-l)*+*.4<»-^>'./>2v.A.(^^yv-*,A-  £sinyy+k,k), 

22)  Si%  =  (-  ir+*. 41»'-*)'.  />2v.A .  (Zsinyy^  *,*  +  £ siny^^k^k) , 

23)  Sft  =  (- 1)^+*.  4e'->)\  P2vM-2oo8yv-k,h  +  £cosyv^k,h). 

Ich  habe  a.  a.  0.  auch  die  entsprechenden  Determinanten  für  die  un- 
geraden Viel&chen  der  halben  Winkel  als  Argumente  in  gleicher  Weise 
behandelt  und  beschränke  mich  auch  hierbei  auf  die  Wiedergabe  der  Re- 
sultate.    Es  ist  in  Analogie  mit  D„+,  u,g,„zea.yGoode 


27) 


28) 
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E2p  = 


COS-a-^  Stn-^i  ööS-gT-'  ****"^' 


{2vA)Xm       .  (2v-l)»« 
•»  005 — s — »  ^w» — «r — 


m=l,2,...,(2v) 


Die  ans  Ezw  durch  Unterdrttckung  der  (2*  — !)*•»  Colonne  und  der 
h^^  Zeile  entstehende  ünterdeterminante  heisse  dk^k,  entsprechend  die  durch 
Unterdrückung  der  (2*)*«»  Colonne  und  der  ä*«"  Zeile  erzeugte  Unterdeter- 
minante tk,h'    Dann  ist  [man  vergl.  16)  und  17)] 

25)  d*,A  =  (-l)*-*.4(''-')\P2,..Ä.2;«n(yv+*-.i.A-i«A), 

26)  fi^,A  =  (-l)*-^4(''-^)^.P2,.fc.l:oo5(y,+l^-l,A-itfA)• 

Man  hat  femer  in  Analogie  mit  (hv  und  Stp 


C2v4-l  = 


Xm 


^Xm 


005-^1  w»-o-»  ^^"2^'  ^'^^^a 


(2v-l)a;^    w«(2v-l)*« 
•>  ro5 ö '  ^•w 9 


'  005 


(2v+l]z- 


521'+ 1  = 


•m  =  l,2,  ...,(2v  +  l) 


(2v-l>c«     .  (2v-l>cm      .  (2v+l)x. 
'  ^*^ — T^'        — 2^'  ^**^ 2^ 


2  '  ^'^'^  2  2  2 

m=1.2,  ...,(2v  +  l) 

Streicht  man  in  Cb^+i  und  fty+i  die  (2*— !)*•  Colonne  und  die  *•• 
Zeile,  so  seien  die  betreffenden  Unterdeterminanten  Dk%  und  2^,^^,  und 
entsprechend  bei  Unterdrückung  der  (2*)*«*  Colonne  und  der  V^  Zeile 
Di%  und  Ti*i.    Dann  ist 

29)  2>iri  =  (-l)*'+*+^4»'(^-t).p,^^,^^.(2;co5y,.-*+,,A--2oo5y^^^^ 

30)  2>;;i  =  (-l)»'+*+^4i'i^-^).P2,+i.A.{-S5inyv-A+i,Ä  +  -S5iny^+it,fc), 

31)  r;:i  =  (-l)»'+*+^4^'(^-0./>,^^.,^4.(2;«ny^.,+i,*-2:«ny,+fc^ 

32)  r/;i  =  (-l)i'+*+».4'^(''->)./>2,+,.Ä.(--Soo5yv-it+i.A--Sawy,+M)- 


Alle  in  1.  mitgetheilten  Determinantenwerthe  finden  Verwendung  bei 
der  a.  a.  0.  ebenfalls  gegebenen  Auflösung  gewisser  linearer  Gleichungs- 
systeme, welche  als  dem  Gebiete  der  Interpblationsrechnung  angehOrig  be- 
zeichnet werden  können.  Da  man  öfters  in  die  Lage  kommen  kann,  dieser 
Auflösungen  zu  bedürfen,  so  sollen  dieselben  ohne  weiteren  Beweis  hier 
mitgetheilt  werden. 

Die  betreffenden  Unbekannten  mögen  in  den  einzelnen  Fftllen  durch  «q, 
jPm»  ^rai  Uyi  («y+i  bezeichnet  werden,  während  Xhj  an  zusammengehörende 
gegebene  Grössen  seien.  Der  Vereinfachung  wegen  seien  noch  die  Grössen 
Bk^^  und  Xk^  eingeführt,  welche  durch  die  Gleichungen  definirt  werden 
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'$%n 5 —  •'•  stn — ^ 


o^\    -B-W         .     *i~^       .     Äo-a?  .     Xh^fX       ,     Xh4.\-X  .     Xn~X 

34)  Zi'  =  «n-in — ^^^ **** — ^ **'*~"^ ^^""2"' 

1«  Eb  seien  die  üoeffiieienten  der  Gleichung 

ro=y 

35)  y  =  **o  +  ^  (Pm  cosmx  +  <7^  ^tii»») 

m  =  l 

yermitteUt  des  Systems 

36)  «A  =  Wo +^  (jPm  cosmxu  +  ä'«  «nifiiTA)  • 

Ä=l;2,  ...,(2v  +  l) 
zu  bestimmen.     Mit  Hilfe  der  in  1.  ermittelten  Determinanten  erhält  man 


37) 


^0  =  4^  2    j^(2?+i)-^^(y^»ft-^^^)» 


Jk=2y^.i 


9    "^  V^ 

3*  =  (-l)*|5  2  ^(^+i»'^*»~(y»+*.A-i**)» 


fc  =  l,  2,  ,..,v. 

Oauss  gab  in  seiner  berfihmten  Abhandlung :*  „Theoria  interpolationis 
methodo  nova  tractata"  folgenden  Aosdnick  fbr  35): 

Diese  an  die  Interpolationsformel  von  Lagrange  erinnernde  Gleichung  ver- 
mittelt die  Berechnung  des  zu  einem  bestimmten  x  gehörenden  y,  ohne  dass 
die  Coefficienten  Uo*  jPik»  ^k  bekannt  zu  sein  brauchen;  dieselbe  kann,  wie 
in  meiner  obenerw&hnten  Schrift  gezeigt  wurde,  sehr  leicht  aus  der  Com- 
bination  von  35)  und  36)  abgeleitet  werden. 

2.  Man  habe  die  Coefficienten  der  Gleichung 

39)  y  =  M^  +  ^  (|)„  cosmx^-  qm  sinmx)  +  uv  s%n{ U^  +  vx), 

fii=i 
wo  TJv  eine  willkürliche  Winkelgrösse  ist,  durch  das  System 

40)  aÄ  =  tio+^  (j?mC03mXh  +  qm8mmXh)-\'U^sin{JJv+vXh)f 

Ä  =  l,2,  ...,(2v) 
zu  ermitteln. 


•  C.  F.  Gauss'  Werke,  Bd.  Dl  S.  279  flg.  C" c^r^n\o 
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Es  ergiebt  sich: 

^  ^r7    ah 


41) 


A=2y 


(-1)*.2      *^'     „ 


(-ir.2   *.e^'  «> 

fc=l,2,  ....(v-1). 

Aach  hierfür  giebt  Gaass  a.  a.  0.  eine  der  Gleichung  38)  entopreehende 
Formel,  die  ich  in  dem  Falle,  dass  nothwendigerweise  I/ir  die  einzufahrende 
willkfirliche  Constante  sei,  in  den  Aasdmck  umgestalten  konnte: 

A.  a.  0.  habe  ich  ausserdem  gezeigt,  dass  für  die  Anwendangen  in  der  Me- 
teorologie stets  77  —  _  1 

gesetzt  werden  mnss,  dass  also  die  Willkttrlichkeit  dieser  Gonstanten  damit 
aufgehoben  ist 

8.  Wenn  die  Coefficienten  der  Oleichung 

vermittelst  des  Systems 
45)  ak  =»^  [pm  cos g-^-^  +  q^sin ' 

Ä=.l,2,...,(2v) 
berechnet  werden  sollen,  so  hat  man 


(2m-\)xA  .         .   (2m-l)xt' 


46) 


(—1)*    '  ^ri'   «»     „       ,  ,      X 

g*=    4>-i    >  jm^<»'{ri>+»-t,h-i(n,)t 

Ä=l,  2,  ...,v 
oder  in  anderer  Darstellung 
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4.   Liegt  endlich  zur  Bestimmnng 
Ao^      "^V         {2m-l)x^       .  (2in-l)a5\  ^  .  /_        (2v+i)x\ 


ans 


.-,        "^/         (2m-l}Xk .        .  {2m-^)xA\ .  .   /_     ^(2v+l)«*\ 

49)  «*=^'rft,«w ^^—+qmsm g — j+«»+ism(^Z7,+i+i— g-^j, 

»  =  l,2,...,(2v  +  l) 
vor,  wobei  üV-t-i  oi°4  willktlrliche  Constante  ist,  so  findet  man 


50) 


_         (-!)*-• 


A  =  2»+l 


p'^vna 


^u„+,-r4o;^     Ä*  _^^(0-^+,  +  y,+»,A)), 


(_l)*-l  *^22.+' 


Ä  =  l,2,  ...,v 
od6r  in  directer,  von  den  Grössen  pk^  gky  Uy+i  freier  Darstellung 

Die  Formeln  38),  42),  47),  51)  eignen  sich  vorzüglich  zur  Berech- 
nung der  zu  einer  bestimmten  Abscisse  x  gehörenden  Ordinate  y^  sind 
aber  zur  Discussion  der  Curven  35),  39),  44)  und  48)  wohl  kaum  ver- 
werthbar. 

Dorpat,  3.  December  1889. 
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VII. 

Ueber    absolute    Elementensysteme    auf    ebenen 
Unicursalcurven  vierter  und  dritter  Ordnung. 

Von 

Prof.  WiLH.  Binder 

in  Wiener -NeniUdt. 


Hierzu  Taf.  IV  u.  V. 


1.  Die  unioürsalen  Plancurven  bis  einschliesslich  vom  vierten  Orade 
bilden  heute  ein  Gebiet  der  geometrischen  Wissenschaft,  das  man  nahexn 
als  abgeschlossen  ansehen  kann ,  soweit  es  sich  um  die  wesentlichen  Merkmale 
und  Eigenschaften  dieser  Gebilde  handelt.  Steiner,  PlQcker,  CremonSt 
Salmon  u.  A.  haben  auf  synthetischem  und  auf  analytischem  Wege  das  Sta- 
dium der  bezeichneten  Curvengattungen  angebahnt,  welches  später  von  Du- 
rdgCi  E.  Wey  r  etc.  weitergeführt  wurde.  Insbesondere  dem  znletst  genannten 
Mathematiker  verdankt  die  Wissenschaft  der  Plancurven  dritter  nnd  vierter 
Ordnung  nach  der  synthetischen  Methode  die  bedeutendsten  Erfolge. 

2.  Das  Gesagte  schliesst  nicht  aus,  dass  es  verschiedene  Wege  geben 
kann,  um  bereits  Bekanntes  zu  erreichen,  welche  ein  wissenschaftliches 
Interesse  hervorrufen.  Als  ein  Beispiel  hierfür  erwähne  ich  meine  Abhand- 
lung in  dieser  Zeitschrift,*  in  welcher  ich  auf  den  Zusammenhang  des 
Systems  der  Tangentialpunkte  einer  Curve  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
punkten und  den  Inflezionselementen  hingewiesen  habe,  wodurch  für  ge- 
wisse Specialisirungen  sich  Linearconstructionen  der  Inflexionselemente  er- 
geben, die  bisher  nicht  bekannt  waren. 

Auch  der  gegenwärtige  Aufsatz  bezweckt  Analoges,  indem  ich  auf 
Elementensysteme  die  Aufmerksamkeit  lenke,  die  auf  einer  Ünicursal-Plan- 
curve  vierten  oder  dritten  Grades  a  priori  vorhanden  sind ,  weshalb  ich  sie 
als  I,  absolute  Systeme  **  bezeichne. 

I. 
Cnnren  vierter  Ordnung. 

3.  Alle  Punkte  einer  unicursalen  Plancurve  C^^  bilden  ein  „System*^ 
fOr   sich,   in   dem  jedes  Element  von  einem  Paare  Tangentialpunkte  (die 

*  Schlömilch'8  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  XXXIV.  Bd.  5.  Heft,  1889.  , 
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Schnitte  der  betreffenden  Cnrventangente)  begleitet  ist,  und  welche  Tan- 
gentialpnnktenpaare  für  sich  wieder  ein  zweites  „System"  auf  der  Plancurve 
formiren.  Diese  beiden  Elementensysteme  stehen  zu  einander  in  einer  be- 
merkenswerthen  Beziehung,  welche  wir  am  einfachsten  auf  einem  «Kegel- 
schnitt'' h  stndiren  kOnnen,  der  nach  einer  Stein  er 'sehen  Verwandtschaft 
als  ||J)ild"  der  Plancurve  C^^  gedacht  ist,  in  welcher  die  Knotenpunkte  0,, 
Og,  O3  homolog  den  Hauptpunkten  0,,  0|,  0^  der  quadratischen  Beziehung 
sind,  wie  wir  in  unseren  Abhandlungen  (A)*  und  (B)**  dieser  Zeitschrift 
auseinandergesetzt  haben.  Wir  haben  dort  das  System  der  Plancurve  C^* 
mit  £  und  jenes  des  Kegelschnittes  ft,  den  wir  den  Orundkegelschnitt 
nannten,  mit  2  bezeichnet. 

4.  Der  leichteren  üebersicht  wegen  wiederholen  wir  die  Orundaufgabe, 
die  bei  unseren  folgenden  Betrachtungen  von  Wichtigkeit  ist  und  die  darin 
besteht:  »Auf  dem  Bildkegelschnitte  h  für  ein  beliebiges  Punk' 
tenelement  Ä  das  „begleitende''  Elementenpaai:  X'X"  zu  er* 
mitte  In."  [A  (4).]  Dabei  haben  wir  uns  den  Punkt  X  als  das  Bild  eines 
Punktes  X  und  das  Paar  X^X"  als  Bilder  der  beiden  Tangentialpunkte 
X'X'\  welche  durch  die  in  X  ziehende  Tangente  auf  der  Plancurve  C^^ 
ausgeschnitten  werden,  vorzustellen. 

(Fig.  1.)  Wir  projiciren  aus  X  die  Hauptpunkte  0|,  0^,  0,  nach  X^^ 
Zj,  X^  auf  den  Orundkegelschnitt  k  und  bestimmen  die  Schnitte: 

(|Z,X,|.  10,0,1)  =  «,.    (|X,X,|,|0,0,|)-|„    (|X,Z,|,  |0,0,|)  =  |,. 
Die  Verbindungslinie  lli^fjl^x  trifft  den  Orundkegelschnitt  in  dem  ver- 
langten Punktenpaare  X'X'\    (In  Fig.  1  sind  die  Elemente  Z'X'^  imaginär.) 

5.  Die  Punktenpaare  X'X'\  die  auf  diese  Weise  erhalten  werden,  for- 
miren nach  [A  (2)]  auf  dem  Orundkegelschnitte  ein  „symmetrisches  System 
vierten  Orades",  dessen  Eigenschaften  wir  a.  c.  0.  eingehend  untersucht 
haben.  Verfolgen  wir  jedoch  den  sich  von  selbst  aufdrängenden  Zusammen 
hang  dieses  Systems  mit  demjenigen  Systeme,  mit  welchem  es  nach  (3) 
in  einer  begleitenden  Beziehung  auch  auf  dem  Orundkegelschnitte  steht, 
so  wird  sich  aus  den  nachfolgenden  synthetischen  Untersuchungen  zur  Evi- 
denz der  Satz  ergeben* 

„Die  beiden  auf  dem  Orundkegelschnitte  abgebildeten 
Elementensysteme  Ä'X'\  X  sind  im  Allgemeinen  zwei-vier- 
deutig." 

Man  kann  übrigens  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  durch  folgende  Be- 
trachtung unmittelbar  ableiten.  Von  jedem  Punkte  der  zu  Orunde  liegenden 
Plancurve  C^^   können    höchstenfalls    vier  Tangenten    an  dieselbe  gezogen 

*  Ueber  das  System  der  Tangentialpunkte  einer  unicursalen  Plancurve 
4.  Ordn.,  Bd.  XXXIV  8.  272. 

**  üeber  die  Realität  d.  Doppeltang,  rationaler  Plancurven  4.  Ordn.  etc., 
Bd.  XXXV  8.3.  n^^M^ 
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werden,  wobei  die  in  diesem  Punkte  vorkommende  nicht  mitgesftUt  ist. 
Die  Berührungspunkte  dieser  Tangenten  bilden  ein  Quadrupel,  so  dass  in 
diesem  Sinne  den  einzelnen  Punktenelementen  der  Curve  jene  Quadrupel 
entsprechen,  was  offenbar  eine  „Vierdeutigkeit'^  ausdrückt  Jede  einzelne 
Tangente  enthält  zwei  Tangentialpunkte  der  Plancunre,  welche  man  ihrem 
Berührungspunkte  zuweisen  kann,  wodurch  sich  aber  jetzt  eine  « Zweideu- 
tigkeit^ ausspricht.  Wir  finden  also,  dass  jedem  Curvenpunkie  einerseits 
vier  Punktenelemente  und  andererseits  zwei  solche  Elemente  entsprechen, 
je  nachdem  man  ihn  dem  einen  oder  dem  andern  dieser  beiden  Systeme 
zuzählt,  weshalb  deren  Gesammtheit  in  die  beiden  zwei-vierdeutigen  Systeme 
der  Plancurve  zerfällt. 

Diese  beiden  auf  k  conlocalen  zwei-vierdeutigen  Systeme  kann  man 
auf  verschiedene  Art  zu  einander  in  Beziehung  treten  lassen.  Wir  wollen 
nachstehend  einige  hierher  gehörige  Fälle  betrachten. 

6.  Wählt  man  auf  dem  Orundkegelschnitt  h  zwei  beliebige  Punkte  8,  8' 
als  Centren  von  Strahlenbüscheln  so,  dass  die  Elemente  von  8  durch  jene 
des  zweideutigen  Systems  X'X"  und  die  Elemente  von  8'  durch  diejenigen 
des  vierdeutigen  Systems  X  incident  gehen,  dann  entstehen  zwei  Strahlen- 
büschel 8^  8'  in  zwei-vierdeutiger  Beziehung. 

Jeder  Strahl  des  zweideutigen  Büschels  8  verschneidet  sich  mit  einem 
ihm  entsprechenden  Strahlenelemente  des  Büschels  8'  in  einem  Punkte,  und 
der  Ort  dieser  Schnitte  ist  eine  Curve  sechster  Ordnung,  in  welcher 
der  S^- Punkt  einen  einfachen  und  der  S^'- Punkt  einen  Doppelknoten  bilden. 
Diese  Curve  von  der  Ordnung  2 -(-4  =  6  ist  wegen  der  beiden  vielfachen 
Punkte  8^  8'  von  der  Classe  2.2.4=16,  weshalb  ihr  im  Allgemeinen  das 
Symbol  Sil  zukommt.* 

7.  Die  Curve  8\s  ist  für  den  Orundkegelschnitt  eine  „Secantencurve*, 
d.  h.  sie  durchsetzt  denselben  bekanntlich  in  2.6=  12  Punkten.  Von  diesen 
zwölf  Schnittpunkten  sind  aber  höchstenfieklls  sechs  reell.  Eine  einfache 
geometrische  Ueberlegung  zeigt,  dass  in  einem  derartigen  Schnittpunkte  J 
sich  ein  Element  des  zweideutigen  Systems  mit  einem  solchen  des  vierdea* 
tigen  Systems  vereinigt,  woraus  wir  schliessen,  dass  die  J-Punkte  die 
Abbildung  der  sechs  Inflexionen  J",  welche  auf  der  zu  Grunde 
liegenden  Plancurve  C^^  stattfinden,  auf  dem  Grundkegel- 
schnitte h  bewerkstelligen. 

8.  Soll  man  von  einem  Inflexionspunkte  7,  welcher  mittels  der  Secan- 
tencurve  8\q  auf  dem  Grundkegelschnitte  h  abgebildet  wurde,  den  beglei- 
tenden Tangentialpunkt  T  ermitteln,  so  brauchen  wir  nur  das  Bild  J 
desselben  der  Construction  in  (4)  zu  unterwerfen,  wobei  man  finden  wird> 

•  E.  Weyr,  Beiträge  zur  Garvenlehre,  S.  44,  und  Salmon-Fiedler,  Ana- 
lytische Geometrie  d.  höh.  Plancurven  etc.,  S.  84.  ^-^  , 
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dass  die  betreffende  x  Gerade  als  Secante  einerseits  durch  diesen  J-Pankt, 
andererseits  aber  durch  das  Bild  T  des  fraglichen  Tangentialpunktes  auf 
dem  Omndkegelschnitte  geht.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  mit  imagi- 
nären Infiexionspunkten  J  auch  deren  7- Punkte  imaginSr  ausfallen,  mit 
anderen  Worten,  dass  die  betreffende  o;- Gerade  für  den  Grundkegelschnitt  X; 
eine  uneigentliche  Secante  darstellen  müsste. 

9.  Eine  Secantencurve  anderer  Art  l&sst  sich  dadurch  erzeugen,  wenn 
man  auf  dem  Grundkegelschnitt  einen  beliebigen  Punkt  8  als  Centrum  des 
yierdeutigen  Systems  annimmt  und  dessen  Strahlenelemente  mit  den  ent- 
sprechenden d;- Geraden  (4)  zum  Schnitte  bringt.  Die  dadurch  entstehende 
Ortscnrve  enthalt  das  Centrum  8  als  einen  zweifachen  Knotenpunkt  und  hat, 
wie  in  dem  vorigen  Falle,  mit  dem  Grundkegelschnitte  die  «7*- Punkte  der 
sechs  Infiezionen  J  der  Plancurve  Cq^  als  deren  Bilder  gemeinschaftlich. 
Fflr  die  Ermittelung  eines  Tangentialpunktes  T  ist  die  Construction  der- 
jenigen in  (8)  eine  analoge. 

Secantencurven  vorbezeichneter  Gattung  sind  für  die  Darstellung  der 
Inflezionselemente  einer  Plancurve  Cq\  soweit  es  sich  um  graphische  Genauig- 
keit und  Prftcision  handeln  wird,  am  vortheilhaftesten  verwendbar,  wobei 
bemerkt  sei,  dass  man  die  betreffenden  Curventheile  nur  dort,  wo  es  sich 
um  ihre  Schnitte  am  Grundkegelschnitt  handelt,  hervorzurufen  hat 

10.  Die  beiden  conlocalen  zwei-vierdeutigen  Punktensysteme  X'X'\  X 
des  Gmndkegelschnittes  in  (5)  lassen  sich  weiter  in  der  Weise  verbinden, 
dass  man  das  mit  ihnen  perspectivisch  zusammenhängende  Tangenten- 
system des  Grundkegelschnittes  verfolgt.  Wir  erkennen  leicht,  dass 
jeder  Tangente  des  vierdeutigen  Systems  vor  Allem  die  beiden  Tangenten 
des  zweideutigen  Systems  entsprechend  zugewiesen  sind.  Die  Schnittpunkte 
solcher  Art  formiren  einen  geometrischen  Ort,  welcher  die  Directionscurve  der 
beiden  Tangentensysteme  ist.  Nach  Emil  Weyr*  ist  diese Curve  2 -(-4  =  6**' 
Ordnung,  weshalb  wir  sie  vor  der  Hand  mit  dem  Symbole  2>^  bezeichnen. 

Um  die  charakteristischen  Eigenschaften  dieser  Direetionscurve  kennen 
zu  lernen,  stndiren  wir  die  Construction  der  o?- Geraden  fdr  Singularlagen 
der  betreffenden  Z- Punkte  am  Grundkegelschnitte  h. 

11.  (Fig.  2.)  Die  Tangenten  aus  einem  der  Hauptpunkte  0^,  0^,  0^ 
berflhren  den  Grundkegelschnitt  h  in  einem  Paare  Yerzweigungsele- 
mente  VV\  Sucht  man  für.  einen  Punkt  V  nach  der  Construction  (4) 
die  entsprechende  dC- Secante,  so  findet  man  hierfür  die  dem  betreffenden 
Hauptpunkte  0  gegenüberliegende  Seite  o  des  Hauptdreiecks  [A  (7)].  Es 
entsprechen  demnach  einer  Verzweigungstangente  des  Grundkegelschnittes 
aus  einem  Hauptpunkte  0  die  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  Ä,  Ä'  der 
gegenüberliegenden   Seite  des  Dreiecks  O^O^O^.     Weil  nun  jedem  Haupt- 


*  Beiträge  zur  Curvenlehre,  S.  6. 

Zeltfohiift  f.  Mattaemattk  a.  Physik  XXXVI,  2. 
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punkte  0  ein  Paar  Verzweigungselemente  TT'  des  Grandkegelschnittes 
eigen  sind,  so  ist  zn  schliessen,  dass  die  Pole  m  der  Seiten  des 
Hanptdreiecks  O^O^O^  Knotenpunkte  der  Directionscnrye  D^ 
sind. 

Auf  diese  Weise  constatiren  wir  yorlttnfig  drei  Doppelpunkte  i»| ,  (»t «  i», 
Yon  Ifi  mit  der  Bemerkung,  dass  die  in  den  Punktenpaaren  AÄ  ?aa  den 
Grundkegelscbnitt  "k  ziehenden  Tangentenelemente  gleichzeitig  Knoten  tan - 
genten  der  Directionscurve  yorstellen,  und  behalten  im  Auge,  dass  be- 
kanntlich die  Punktepaare  AÄ  nichts  Anderes  sind,  als  die  Bilder  der 
unendlich  nahe  befindlichen  Nachbarpunkte  eines  der  drei  Knotenpunkte  der 
ünicursalcurve  C^. 

12.  Es  ist  bekannt,  dass  einer  Doppeltangente  einer  Plancurve  C^ 
bildlich  ein  Kegelschnitt  entspricht,  welcher  dem  Hauptdreieck  O^O^O^  um- 
schrieben ist  und  den  Grundkegelscbnitt  h  in  Punkten  £,  S  doppelt  be- 
rührt. Solcher  Doppeltangenten  giebt  es ,  wie  man  weiss ,  vier.  Es  kommen 
also  auf  dem  Grundkegelschnitte  vier  Verbindungslinien  \BlB>\=.p  vor, 
welche  auf  bekannte  Weise*  gefunden  werden  können,  und  wir  wollen  nur 
wieder  der  Vollst&ndigkeit  wegen  einerseits,  andererseits  aber  der  spftteren 
Bezugnahme  halber  die  diesbetreffende  Constrnction**  nachfolgend  anmerken* 

Wie  schon  in  (11)  gesagt  wurde,  treffen  die  Polaren  der  Hauptpunkte 
0|,  Oj,  O3  (Fig.  2)  den  Grundkegelscbnitt  in  den  Verzweigungen  F,  T' 
paarweise,  woraus  man  viererlei  Projectivit&ten  bilden  kann: 

(ii^.  ni,  \y\  ni)  =  ?„  (|F.  ni,  \y\  y,\)  =  r,; 
(|T^«  ni.  m  ni)  -  f„  (in  ni.  in ^^«1) = jv 

Die  drei  PnnkteDpaare  H'  liegen  als  conjogirte  Pole  auf  den  Seiten  des 
Hanptdreiecks  0, 0, 0,  und  bilden  die  sechs  Ecken  eines  Tollstttndigen  Vier- 
ecks, dessen  vier  Yerbindangslinien  p  die  £- Punkte  tripelweise  enthalten: 

lisfit'.i^Pi.  irsJ.r,i=ft.  ifsf,f,i=p„  ir.rsrj^A. 

Jede  p- Sehne  trifft,  wie  oben  bemerkt  ist,  den  Grundkegelschnitt  in 
einem  Punktenpaare  B'B^  dessen  Elemente  die  Bilder  der  Berührungspunkte 
einer  Doppeltangente  auf  der  Plancurve  C^  sind. 

Pttr  imaginäre   F- Punkte  verweisen  wir  auf  [B  (16)]. 

13.  Nun  haben  wir  [A  (6)]  gezeigt,  dass  einem  jeden  Endpunkte  B 
einer  Berührungssehne  p  im  Systeme  der  a;- Geraden  die  Tangente  im  an- 
dern Endpunkte  JB' dieser  p *  Sehne  entsprechend  ist,  und  dass  diese  Eigen- 
schaft involutorisch  ist,  wie  ja  leicht  eingesehen  wird.  Hieraus  ist  für  den 
vorliegenden  Fall  nothwendig  zu  folgern,  dass  die  Pole /^  der  vier  Be- 
rührungssehnen p   gleichfalls    Knotenpunkte  der  Directions- 

♦  E.  Weyr,  Projective  Geometrie,  2.  Heft  S.  122. 
*•  Vergl.  unsere  Abhandlung  B,  Art.  (16). 
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enrye  D*  sein  müssen  and  dass,  vermöge  der  bezeichneten  In- 
TolntoritSt,  die  in  den  Endpunkten  j?,  ^^  einer  8olcbenj7-8ebne 
gezogenen  Tangenten  des  Grnndkegelscfanittes  jedesmal  als 
Doppelpunkts^Tangenten  in  diesen  P-Pnnkten  erscheinen. 

14.  Die  bis  jetzt  gegebenen  Resultate  unserer  geometrischen  Unter- 
snchnngen  der  absoluten  zwei  -  vierdeutigen  Tangentensysteme  auf  dem 
Grnndkegelschnitte  sind  ausreichend,  um  die  Classification  der  Directions- 
curve  dieser  beiden  Systeme  festzustellen.  Die  drei  cJ-Pole  und  die  vier 
/'-Pole  geben  zusammen  für  die  Directionscurve  sieben  Doppel-  oder 
Knotenpunkte;  mit  Bücksicht  auf  die  bekannte  St  einer 'sehe*  Formel 
erhalten  wir,  da  die  Curye  im  Allgemeinen  keine  Spitzen  hat  und  die 
Ordnung  :=6  angenommen  wurde: 

6(6-l)-2.7  =  16 
als  Classenzahl  und  somit  das  yollständige  Symbol  Die  der  Directions- 
curve. 

Das  Geschlecht  unseres  Erzeugnisses  bestimmt  sich  nach  der  Cayley- 
Bchen  Definition**  folgend.    Da  die  Curre  sechster  Ordnung  ist,  so  kftmen 

ihr  —    —^ ^5=10  Doppelpunkte  zu;   weil  aber  unsere  vorstehenden 

Untersuchungen  die  Maximalzahl  =7  feststellen,  so  ergiebt  sich  für  das 
Geschlecht  (Defect)  die  Zahl  10  —  7  =  3,  d.  h.  dieselbe  ist  keine  ünicursal- 
cnrve.  Die  Knotenanzahl  =7  finden  wir  aber  auch  nach  der  Weyr 'sehen 
Formel***  bestätigt,  wenn  wir  bedenken,  dass  jedes  Element  der  zwei 
Gruppen  d>,  P  ein  involutorisches  Elementenpaar  bedeutet;  denn  in  diesem 
Falle  erhftlt  man  für  m  =  2  und  f}  =  4: 

2(2-1)     4(4-1)  _ 

Ebenso  finden  wir  eine  Bestätigung  der  Classe  nach  Weyr  (Curven- 
lehre,  S.7)  durch  dieFormel  2.2.4  =  16  und  des  Geschlechts  (4-l)(2-l)  =  3. 

15.  Die  Bestätigung  der  Ordnungszahl  s=6  für  die  gefundene  Direc- 
tionscurve wird  übrigens  auch  durch  nachstehende  Betrachtang  erwiesen. 
Wir  nehmen  eine  Tangente  a^  an,  welche  in  einem  iL^ -Punkte  den  Grund- 
k^elschnitt  berührt  Damit  sei  ein  Schnittpunkt  bezeichnet,  den  eine  der 
Seiten  0|  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  auf  dem  Grundkegelschnitte  k  hervor- 
bringt, der  im  Vereine  mit  dem  zweiten  möglichen  Schnitte  Ä\  bekanntlich 
jenes  Punktenpaar  Ä^Ä\  ist,  welches  die  Bilder  der  unendlich  nahen  Nach- 
barpunkte des  betreffenden  homologen  Doppelpunktes  der  Plancurve  C^* 
vorstelli 


•  Gesammelte  Werke,  ü.  Bd.  S.  495. 

**  Salmon-Fiedler,  Analyt.  Geometrie  d.  höheren  Plancurven,  S.  34. 
♦••  Beitri^^e  zur  Curvenlehre,  S.  6.  f^r^r^r^Jr^ 
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Diese  Tangente  a^  ist,  wie  wir  ans  (11)  wissen,  eine  Doppelpunkts- 
tangente  im  Knoten  oo^  nnd  vereinigt  als  solche  bekanntlich  daselbst  drei 
Punktenelemente  der  Directionscarve  Die*  Nun  wissen  wir  aber  ebenfalls 
aus  (11),  dass  der  Tangente  a^  die  aus  dem  der  Dreiecksseite  o^  g^en- 
überliegenden  Hauptpunkte  0^  ziehenden  Yerzweigungsstrahlen  9^,  v\  ent- 
sprechend sind,  welche  auf  der  a^ -Tangente  zwei  weitere  Schnitte  als 
Punktenelemente  der  Directionscnrve  Die  erzeugen,  was  mit  den  drei  Ele- 
menten im  Doppelpunkte  co^  zusammen  bereits  fdnf  Punkte  giebt. 

Einen  sechsten  Punkt  der  a|- Geraden  erhält  man  folgendermassen. 
Unterziehen  wir  den  Berührungspunkt  Ä^  als  Element  des  yierdeutigen 
Systems  der  Fundameiitalconstruction  (4),  so  wird  man  ohne  Schwierigkeit 
erkennen,  dass  demselben  als  o?- Gerade  die  Verbindungslinie  |0|ii||  zu- 
kommt, und  da  diese  letztere  den  Grundkegelschnitt  nur  noch  in  einem 
Punkte  Äi  trifft ,  so  sehen  wir  die  Tangente  ai  dieses  Punktes  als  ein  Ele- 
ment des  zweideutigen  Systems,  welche  der  a^- Geraden  entspricht.  Der 
Schnitt  der  zwei  Tangenten  a^ai  ist  somit  jenes  sechste  Panktenelement, 
welches  die  Directionscurve  Dje  mit  der  a,- Geraden  enthält.  Ausser  den 
bezeichneten  sechs  Punkten  besitzt  diese  Curve  mit  der  a^- Geraden  keinerlei 
Elemente  gemeinschaftlich,  welches  Ergebniss  die  Ordnungszahl  =6,  wie 
oben  behauptet  wurde,  bestätigt. 

16.  Ein  Kegelschnitt  hat  mit  einer  Plancurve  sechster  Ordnung,  wie 
bekannt,  höchstens  2.6=  12  Punktenelemente  gemeinschaftlich.  In  der  Thst 
findet  dieses  Gesetz  auch  in  unserem  Falle  zwischen  dem  Grundkegelschnitte  l 
und  der  Erzeugnisscurve  Di«  seine  Anwendung  (Fig.  3),  jedoch  in  der  Art, 
dass  sich  diese  zwöf  Punktenelemente  paaren,  so  dass  k  ein  die  Directions- 
curve Die  sechsmal  berührender  Kegelschnitt  ist  Den  sechs  Be- 
rührungspunkten J  des  Grundkegelschnittes  k  kommen  ebensoviele  Ver- 
zweigungselemente zu,  d.  h.:  die  beiden  Curyen  werden  in  den  letz- 
teren von  Tangenten  gemeinschaftlich  berührt,  ohne  dass  etwa  ein  Coutact 
der  beiden  Curyen  stattfindet  Wir  finden  vielmehr,  dass  die  Tangente  eines 
der  sechs  Gontactpunkte  7,  von  denen  zuerst  die  Bede  war,  die  Curve  A$ 
in  einem  gewissen  Punkte  t  trifft,  in  welchem  eine  zwischen  ihr  und  dem 
Grundkegelschnitte  gemeinschaftliche  Tangente  stattfindet  Diese  letztere 
berührt  den  Grundkegelschnitt  in  einem  Punkte  T,  welcher  sich  als  das  dem 
/•Punkte  zukommende  (begleitende)  Verzweigungselement  darstellt 

17.  Das  zweideutige  System  enth&lt,  wie  wir  gesehen  haben,  2.4(2— 1)= 8 
Tangenten  als  Doppelelemente,  deren  Berührungspunkte  ^  (13)  die  End- 
punkte der  vier  p- Sehnen  sind,  in  welchen  der  Grundkegelschnitt  von  den 
vier  möglichen  Kegelschnitten  doppelt  berührt  wird,  die  dem  Dreiecke 
OjOgOg  umschrieben  sind.  Es  ist  bekannt,  dass  diese  vier  doppelt  berühren- 
den Kegelschnitte  Individuen  eines  Netzes  vorstellen,*  dessen  Grundpunkte 

*  Vergl.  Abhandlung  6,  Art.  12. 
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^if  ^9»  ^3  sind.  Alle  Indiyidaen  dieses  Netzes  im  Systeme  E  des  Grand- 
kegelschnittes sind  die  Bilder  der  Geraden  im  System  Z  der  Plancurve  C^^ 
80  dass  also  den  einfachen  Tangenten  der  Curve  C^  in  diesem  Netze  je  ein 
Kegelschnitt  entspricht,  welcher  den  Grandkegelschnitt  einfach  berührt,  and 
dass  den  vier  Doppeltangenten  der  Carve  jene  vier  doppelt  berührenden 
Kegelschnitte  bildlich  entsprechen. 

Das  yierdeatige  System  besitzt  2.2(4  — 1)=  12  Doppelelemente;  diese 
sind  die  in  (16)  bezeichneten  Coincidenzpaare  /,  in  welchen  zwischen  dem 
Ornndkegelschnitte  h  and  der  Directionscorve  2>iS  ein  Contact  vorkommt. 
In  ihnen  oscolirt  je  ein  Individaam  des  besprochenen  Kegelschnittnetzes  den 
Grandkegelschnitt,  welches  somit  im  qaadratischen  Verwandtschaftssinne 
das  Bild  einer  Inflexionstangente  aaf  der  Plancarve  C^^  formirt,  deren 
es,  wie  bekannt,  sechs  giebt.  Hingegen  bilden  jene  in  (16)  angegebenen, 
die  7- Packte  begleitenden  Verzweigangselemente  T  des  Grandkegelschnittes  h 
im  Systeme  ^jedesmal  den  Tange ntialpankt  der  betreffenden  Inflexions- 
tangente auf  der  Plancarve  C^  ab.  Man  kann  demnach  den  nachstehenden 
Satz  zasammenfassen : 

jyDie  sechs  Doppelelemente  J,  in  welchen  der  Grandkegel- 
schnitt Jo  von  der  Directionscarve  DiS  berührt  wird,  sind  die 
Bilder  der  Inflezionspunkte  J  und  die  noch  weiter  zwischen 
diesen  zwei  Carven  stattfindenden  sechs  gemeinsamen  Tan- 
genten berühren  die  erstere  in  den  Bildern  T  der  Tangential- 
punkte  T  jener  Inflezionstangenten  der  Plancarve  C^,*^ 

18.  (Fig.  2.)  Die  sieben  Doppelpankte  6  P  der  Directionscarve  DjS 
gestatten  eine  bemerkenswerthe  geometrische  Figar.  Sie  liegen  tripelweise 
auf  sechs  Geraden: 

iP.fJ^Pjl,     iP^ögPal.     IA«S^«I»     l^l^4~lN     l^«P4«M,     l^s^4^V|. 

Aas  den  sieben  Doppelpankten  ergeben  sich  insbesondere  zwei  perspectivische 
Dreiecke  {PiP%P^y  (wi^j^s)»  deren  Centnim  der  Pol  P^  ist.  Gleichfalls 
wird  man  ersehen,  dass  aach  im  Centram  P^  eine  Perspectivität  zwischen 
den  Dreiecken  ({^i^ts)}  {fli^%^z^  stattfindet. 

19.  Dass  die  Directionscarve  der  beiden  absolaten  zwei  •  vierdeatigen 
Systeme  des  Grnndkegelschnittes  einer  ebenen  Carve  C^  je  nach  der  Classen- 
ftnderong  dieser  letzteren  ebenfalls  einer  Deformation  unterworfen  sein  wird, 
liegt  aof  der  Hand.  In  Bezug  dessen  erlauben  unsere  synthetischen  ünter- 
sachungen,  den  Satz  auszusprechen: 

»Je  nachdem  die  Plancurve  C^  der  Classe  nach  degenerirt 
in  eine  Curve  mit  0,  1,  2,  3  Spitzen,  vermindert  sich  die  Ord- 
nungszahl der  DirectiY>nscurve  Die  um  ebensoviele  Einheiten.^ 
Wenn  also  z.  B.  die  Plancurve  vom  Symbole  C^  ist,  wobei  bekanntlich  der 
Grundkegelschnitt  Ic  dem  Hauptdreieck  eingeschrieben  erscheint,  erhält  die 
Directionscurve  des  zwei-vierdeutigen  Systems  das  Symbol  DA         OooqIp 
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Der  vorstehende  Satz  ist  jedoch  im  beschränkten  Sinne  aafzn&ssen, 
indem  man  die  betreffenden  Seiten  des  Hanptdreiecks  O^O^O^y  welche  den 
Grundkegelschnitt  h  tangiren,  jedesmal  als  Theilerzeugnisse  der  speciellen 
DirectionscurTe  hinzurechnen  muss,  wodurch  eigentlich  die  Ordnungszahl 
=  6  nicht  alterirt  wird.  Man  wird  also  für  das  angezogene  Beispiel  einer 
Plancurve  Cg^  (mit  drei  Spitzen)  eine  Directionscurye  erhalten,  in  welcher 
das  Dreieck  0^  0^  0^  als  Theilerzeugniss  anzusehen  ist.  Sehen  wir  von  diesem 
letzteren  ab,  dann  wird  allerdings  die  obige  Behauptung  eintreffen,  dassdie 
Directionscurve  vom  Symbol  2)/  ist,  welche  das  Hauptdreieck  in  den  Be- 
rührungspunkten des  Grundkegelschnittes  gleichfalls  berührt,  so  dass  dieser 
letztere  ein  die  Directionscurve  D^^  dreimal  berührender  Kegel- 
schnitt ist. 

Eine  kurze  Ueberlegung  wird  auch  sofort  zu  dem  Resultat  führen,  dass  - 
der  Pol  P^  Doppelpunkt  (eigentlicher  oder  isolirter)  für  die  Curve  D^ 
ist,  diese  somit  unicursal  ist. 

20.  Schliesslich  wollen  wir  nochmals  auf  die  Fruchtbarkeit  der  auf  dem 
Grundkegelschnitte  k  conlocalen  absoluten  zwei-vierdeutigen  Systeme  hin- 
weisen ,  wenn  wir  dessen  Beziehung  von  einem  andern  Standpunkte  unserer 
Betrachtung  unterwerfen.  Wir  wissen  [A  (5)] ,  dass  das  zweideutige  Pank- 
tensystem ,  welches  bildlich  durch  die  Tangentialpunktenpaare  der  Plancnrre 
Cq*  auf  dem  Grundkegelschnitte  h  hervorgerufen  wird,  ein  symmetri. 
sches  System  vierten  Grades  ist.  Die  Verbindungslinien  o?  conjugirter 
Elemente  dieses  Systems  bilden  ein  Tangentensystem  vierter  Classe. 
In  gleicher  Weise  müssen  die  Tangenten  des  Grundkegelschnittes  als  ein 
Elementensystem  sechster  Classe*  angesehen  werden.  Man  kann 
nun  die  gegenseitige  Beziehung  der  beiden  zwei-vierdeutigen  Tangen- 
tensysteme in  der  Art  studiren,  dass  man  die  einander  entsprechenden 
Elemente  zum  Durchschnitt  bringt,  wodurch  wir  (Fig.  4)  eine  Ortscurre 
erzeugen,  die  abermals  2  +  4  =  6**'  Ordnung  ist,  weshalb  wir  ihr  vor  der 
Hand  das  Symbol  D^  beilegen. 

21.  Wir  sehen,  dass  die  zwei  bezeichneten  Tangentensysteme  nicht, 
wie  in  den  früheren  Fftllen,  conlocal  sind.  Dennoch  wird  es  Doppelele- 
mente geben,  die  wir  vor  Allem  fixiren  müssen,  weil  dadurch  die  Classi- 
fication des  Erzeugnisses  bedingt  wird.  Wir  erinnern  zu  diesem  Zwecke 
an  die  Eigenschaft  der  Tangenten  in  den  Endpunkten  J?,  B' einer  |>- Sehne 
(12).  Aus  diesem  Grunde  müssen  die  vier  P-Pole  dieser  Sehnen  in 
Bezug  auf  den  Grundkegelschnitt  als  Doppelpunkte  derCarve 
D^  wie  vorhin  auftreten. 

Jedes  Element  der  nach  (12)  auf  den  Seiten  des  Hauptdreiecks  OiO^O^ 
befindlichen    conjugirten    ^('-Pole,    in   welchem    sich   ein   Paar   /»-Sehnen 
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treffen ,  ruft  auf  dem  Oiandkegelschnitte  eine  quadratische  Strahleninvolation 
hervor.  Sucht  man  fOr  eine  Asymptote  dieser  Involution,  als  Element  des 
Tangentensjstems  am  Gmndkegelschnitte,  mit  Hilfe  der  Orundconstruction 
(4)  die  entsprechende  o;- Gerade,  als  Element  des  Tangentensjstems  vierten 
Grades  in  (20),  so  erhält  man  hierfür  abermals  einen  Strahl  der  Involution, 
80  dass  nach  der  obigen  Beziehung  der  betreffende  i;-Pol  als  Punktenele- 
ment der  Erzeugnisscurve  U^  angehört.  Da  aber  diese  Eigenschaft  auch 
fftr  die  zweite  Asymptote  jener  Involution  stattfinden  muss,  so  erkennen 
wir  die  sechs  {-Pole  ebenfalls  als  Doppelpunkte  derCurveD^. 

22.  Die  zuletzt  gemachten  Untersuchungen  ergeben,  dass  die  Er- 
zeugnisscurve B^  im  Ganzen  zehn  Doppelpunkte  besitzt,  und 
dass  sie  also  nach  (14)  in  üebereinstimmung  der  dort  angegebenen  Cayley- 
schen  Formel  eine  Unicursalcurve  ist.  Nunmehr  sind  wir  im  Stande, 
dieClasse  6(6-l)-2.10  =  10 

festzusetzen,  weil  auch  diese  Curve  keine  Spitzen  besitzt,  weshalb  sie  de- 
finitiv mit  dem  Symbole  Dio  zu  bezeichnen  ist, 

23.  Gemeinschaftliche  Elemente  enthält  die  Curve  Dio  mit  dem  Grund- 
kegelschnitte A;,  sowie  in  dem  früheren  Falle  einer  Directionscurve  2>]6, 
2.6=12,  die  sich  wieder  paaren  in  sechs  Berührungselementen  J,  weshalb 
auch  diesmal  Je  ein  das  Erzeugniss  Dio  sechsmal  berührender 
Kegelschnitt  ist. 

Die  sechs  Contactpunkte  /  sind  identisch  denjenigen ,  welche  die  voran- 
gehenden Beziehungen  als  Bilder  im  Sinne  der  quadratischen  Verwandtschaft 
der  Inflexionen  auf  der  zu  Grunde  liegenden  Plancurve  vierter  Ordnung 
bezeichneten,  weshalb  das  früher  darüber  Gesagte  über  die  Bestimmung 
ihrer  Tangentialpunkte  etc.  auch  hier  seine  Anwendung  findet. 

24.  Endlich  möge  auch  noch  die  Bemerkung  am  Platze  sein,  dass  die 
Doppelpunkte  einer  jeden  der  erzeugten  üurven  JDjS,  2>io  ganz  oder  theil- 
weise  eigentliche  (Knoten)  oder  isolirte  (Einsiedler)  Elemente  sein  können, 
und  dass  auch  die  Bealität  der  damit  zusammenhängenden  /-Punkte  sich 
entsprechend  gestaltet.  Sind  die /-Punkte  sämmtlich  reell  vorhanden,  dann 
zeigt  ihre  Verbindung  die  folgende  Figur: 

(Flg.  3.)  Das  vollständige  Vierseit  der  |7- Sehnen,  dessen  drei  Paare 
Gegenecken  die  Punktenpaare  Ü  sind,  zerföllt  in  vier  Dreiecke ,  deren  Ecken 
einzeln  auf  den  Seiten  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  liegen.  Jedem  Dreieck 
entspricht  in  Bezug  auf  den  Grundkegelschnitt  ein  polares  Dreieck.  Bekannt- 
lich sind  solche  Figurenpaare  perspectivisch ,  d.  h.  es  liegen  die  polar  gegen- 
überliegenden Eckenpaare  auf  je  einer  Geraden  »,  welche  drei  Geraden  sich 
in  dem  Doppelpunkte  P^  schneiden.  Wir  finden  folgenden  geometrischen 
Zusammenhang :  ^,g,^,^^^  ^^  v^UOQle 
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„Die  7-Bilder  sind  die  Ecken  eines  dem  Qrnndkegelschnitte 
h  eingeschriebenen  Sechsecks,  dessen  drei  Diagonalen  sich  in 
Paaren  wechselweise  auf  den  Geraden  n  in  drei  Punkten  f» 
schneiden''. 

Das  vorstehende  Gesetz  gestattet:  „bei  Bekanntgabe  von  drei  diagonal 
gegenüberliegenden  /-Punkten  die  restlichen  drei  /-Elemente  linear  zu 
constrniren." 

n. 

Cnnren  dritter  Ordnung. 

26.  Die  Ünicursal-Plancurven  vorstehender  Art  sind  vielfiEu^h  studirt 
worden,  unsere  Aufgabe  soll  sich  dahin  beschränken,  an  diesen  Curven 
die  Fruchtbarkeit  der  absoluten  Elemeutensysteme ,  welche  mit  ihnen  durch 
ihr  Tangentensystem  verbunden  sind,  zu  zeigen,  indem  wir  daraus,  analog 
wie  im  ersten  Abschnitte  fttr  die  Curven  vierter  Ordnung  |  Beziehungen  für 
die  Construction  der  Inflexionselemente  einer  Plancurve  dritter  Ordnung 
fiziren. 

Bekanntlich  hat  man  vorstehende  Curven  zu  unterscheiden  in  solche 
mit  einem  Doppelpunkte  oder  mit  einem  Bückkehrpunkte,  weshalb  im  Fol- 
genden dieselbe  Classification  eingehalten  ist.  Ob  der  Doppelpunkt  ein 
Knoten  oder  ein  isolirter  Punkt  ist,  wird  für  unsere  Untersuchungen  inso- 
fern auseinander  zu  halten  sein,  als  bekanntlich  davon  die  Realität  der 
Inflexionen  einer  Curve  C^  abhängt. 

A«  Onrven  vom  Symbole  C7/. 

26.  Wenn  wir,  conform  den  in  (3)  ausgesprochenen  Beziehungen ,  eine 
Plancurve  (7/  auf  einem  Kegelschnitte  h  abbilden  wollen,  so  muss  dieser 
Kegelschnitt  den  Hauptpunkt  0^,  welcher  dem  Doppelpunkte  0^  der  Curve 
homolog  ist,  incident  enthalten.  Die  quadratische  Verwandtschaftsbeziehung 
im  Sinne  unserer  Abhandlang  (B)  cit.  in  (3)  erreichen  wir  demnach  da- 
durch, wenn  wir  (Fig.  5)  ein  Dreieck  O^O^O^  mit  einem  durch  einen  Eck- 
punkt 0|  ziehenden  Grundkegelschnitte  k  annehmen.  Die  durch  den  Hauj^t- 
punkt  O3  zur  Geraden  |0,0,|  Parallele  trifft  den  Hauptkreis,  welcher  dem 
Dreiecke  0^0^ 0^  umschrieben*  ist,  in  dem  Punkte  Ö3.  Das  Bild  des 
Grundkegelschnittes  h  ist  nach  den  Steiner'schen  Principien  eine  Plan- 
curve C74^  welche  den  Og- Punkt  als  Doppelpunkt,  die  Punkte  0^0^  aber 
als  einfache  Punktenelemente  besitzt.  Die  punktenweise  Bestimmung  dieser 
Curve  erläutert  unsere  Abhandlung  (B). 

27.  Die  Gesammtheit  der  Tangenten  auf  der  Plancurve  C^'  formirt  ein 
yySystem^,  in  welchem  jedes  Element  einen  Berührungspunkt  X  und  einen 
Tangentialpunkt  T,  wie  bekannt  ist,   besitzt.    Dieses  Tangentensystem  be- 

•  Man  denke  sich  die  Figur  diesbezüglich  ergänzt.  r^^/-,r^T^ 
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greift  sonach  zwei  Pnnktensjsteme  in  sich,  welche  absolut  auf 
der  Cnrye  vorhanden  sind.  Nun  weiss  man  aber,  dass  sich  von  jedem 
Punkte  der  Plancnrye  im  Allgemeinen  ein  Paar  Tangenten  an  dieselbe  ziehen 
lisst,  so  dass  also  irgend  einem  beliebigen  Curvenpunkte  immer  zwei  Punkte, 
die  Berührungselemente  des  betreffenden  Tangentenpaares,  conjugirt  sind. 
Diese  Thatsache  berechtigt  den  Satz: 

,Auf  einer  ebenen  Curve  C^  sind  die  einzelnen  Curven- 
punkte und  ihre  conjugirten  Punktenpaare,  für  welche  sie  ge- 
meinschaftliche Tangentialpunkte  bilden^  zwei  ein-zweideu- 
tige  Punktensysteme.** 

28.  Um  die  Eigenschaften  vorbedachter  Elementensysteme  studiren  zu 
können,  bilden  wir  sie  auf  dem  Orundkegelschnitte  ib  ab.  Wir  verwenden 
hierzu  die  Construction  in  (4)  mit  der  durch  die  vorliegende  Specificirung 
bedingten  Abänderung  in  der  Construction.     (Fig.  ö.) 

Ist  ein  beliebiger  Punkt  X  des  Orundkegebchnittes  Tc  gedacht,  so  pro- 
jicire  man  ihn  aus  den  beiden  Hauptpunkten  0^0^  nach  X^X^  auf  diesen 
Kegelschnitt  Die  Verbindungslinie  1 2| X, |  trifft  die  Dreiecksseite  \0^0^\^.o^ 
in  einem  Punkte  S|  und  der  Strahl  \0^l^\  schneidet  auf  k  einen  Punkt  X^ 
aus,  der  offenbar  nichts  Anderes  ist,  als  das  Bild  jenes  Punktes  X^,  wel- 
cher der  Tangentialpunkt  der  einen  in  dem  Bildpunkte  X  an  die  Plan- 
curve  gehenden  Tangente  vorstellt. 

Aus  dem  Punkte  Z|  zieht  nach  oben  noch  eine  zweite  Tangente  an 
die  Curve  C^  mit  dem  Berührungspunkte  X\  Die  Paare  XX'  enthalten 
bekanntlich  coi\jugirte  Elemente  einer  quadratischen  Involution,  welche 
Eigenschaft  durch  die  Steiner*8che  Abbildung  auf  dem  Grundkegelschnitte 
nicht  alterirt  wird.  Aus  diesem  Grunde  findet  man  auf  letzterem  das  zu 
dem  Punkte  X  co^jugirte  Element  X\  wenn  man  X  mit  dem  Centrum  Z 
der  dort  abgebildeten  Involution,  d.  i.  der  Pol  der  Dreiecksseite  0|  ^JO^Ogl, 
verbindet  und  diese  Verbindungslinie  mit  dem  Grundkegelschnitte  h  in  X' 
yerschneidet. 

29.  Nach  (27)  sind  die  Elementensysteme  Z|,  XX'  des  Grundkegel- 
Bchnittes  Ic  in  ein  •zweideutiger  Beziehung.  Betrachten  wir  zunttchst  diese 
beiden  Systeme,  wie  in  (6),  als  Scheine  zweier  Strahlenbüschel  5,  S'^ 
wovon  der  Einfachheit  wegen  das  Centi'um  8'  des  zweideutigen  in  Fig.  6 
als  der  Hauptpunkt  0^,  das  Centrum  des  eindeutigen  aber  als  der  sonst 
beliebige  Punkt  8  des  Grundkegelschnittes  angenommen  wurde,  so  ist  deren 
Erzeugniss  bekanntlich*  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  den 
Seheitel  0^  des  zweideutigen  Büschels  zum  Doppelpunkte  und 
denjenigen  S  des   eindeutigen  zu  einem  einfachen  Punkte  hat. 

Das  gedachte  Erzeugniss  ist  also  eine  ünicursaicurve  vom  Symbol  8^ 
wegen  des  Doppelpunktes  0^  und  z&hlt  zu  jener  Gattung,  welche  wir  in  (7) 

•  E.  We„,  Beitrage  z«,  Correnlehre,  S.  64  ^^^  ..GoOqIc 
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als  jySecantencurven''  bezeichneten.  Mit  dem  Grandkegelschnitte  k  bat  sie 
2.3 s=  6  gemeinsame  Schnittpunkte,  von  welchen  der  Doppelpunkt  0^  zwei 
und  das  Centrum  8  ein  Element  consumiren.  Die  drei  übrig  bleiben- 
den Schnittpunkte  /|,  /j,  J^  sind  die  Bilder  der  auf  der  Plan- 
curve  (7/  vorkommenden  Inflezionen. 

30.  Wenn  man  die  beiden  in  (27)  erwähnten  absoluten  ein -zweideu- 
tigen Punktensysteme,  welche  auf  dem  Grundkegelschnitte  conlocal  sind,  in 
eine  solche  Beziehung  bringt,  dass  man  jeden  Punkt  X^  des  eindeutigen 
Systems  mit  jedem  Punkte  X,  X'  des  zweideutigen  Systems  durch  Strahlen 
verbindet,  so  ist  nach  Weyr*  die  Enveloppe  dieses  Strahlensystems  eine 
Directionscurve  vom  Symbol  D^*  mit  drei  Spitzen  und  einer 
Doppeltangente.     (Pig.  7.) 

Der  Grundkegelschnitt  h  wird  von  der  Directionscurve  D,^ 
in  den  Bildern  J^,  «7*^,  J^  der  drei  Inflexionspunkte  der  Basis- 
curve  0/  einfach  berührt,  so  dass  man  die  erstere  bezüglich  des 
Grundkegelschnittes  Je  eine  Contactcurve,  im  Gegensatz  zu  der  oben  be- 
zeichneten Secantencurve ,  nennen  kann. 

Wir  geben  femer  das  nachstehende  ausgezeichnete  Gesetz: 
„Die  drei  Spitzentangenten  |)  der  Directionscurve  D/ tref- 
fen sich  in   dem  Z-Pole  (28)  gemeinschaftlich**  und  jede  von 
ihnen  schneidet  auf  dem  Grundkegelschnitte  k  ein  Bild  cT  eines 
der  drei  Inflexionspunkte  Jj,  Jg,  Jj  der  Plancurve  C^^  aus." 

31.  Die  Behauptung  in  (30),  dass  die  Directionscurve  D^^  für  den 
Grundkegelschnitt  k  ausschliesslich  Contactcurve  sei,  ist  nur  für  den  all- 
gemeinsten Fall  mit  drei  reellen  Bückkehrpunkten  giltig,  wo  dann  auch 
bekanntlich  die  Doppeltangente  eine  ideelle  ist  und  die  drei  cT*- Punkte 
reell  sind. 

Wenn  aber  die  Doppeltangente  eine  eigentliche  Gerade  dieser  Art  ist, 
80  kann,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  wird,  dieselbe  nur  als  die  Seite 
I  OgOgI  =  0|  vorkommen,  was  dann  möglich  ist,  wenn  diese  Seite  des  Haupt- 
dreiecks O^O^O^y  wie- die  beiden  anderen,  den  Grundkegelschnitt  al8  eigent- 
liche Secante  trifft.  In  diesem  Falle  durchsetzt  die  Directionscurve  D^*  in  den 
zwei  Secantenpunkten  Äi,  Ä\  (Fig.  8)  diesen  Kegelschnitt,  welche  beiden 
Punkte  zugleich  die  Berübrungselemente  der  Doppeltangente  o^  sind.  Selbst- 
verständlich werden  bei  dieser  Annahme  zwei  /-Punkte  imaginär  und  der 
dritte  liegt ,  dem  Gesetze  in  (30)  gemäss ,  auf  der  einzigen  Spitzentangente  p, 
welche  reell  durch  den  Z-Pol  der  Dreiecksseite  o^  bezugs  des  Grundkegel- 
schnittes zieht.  In  diesem  letzteren  J-  Punkte  berührt  der  andere  Bestand- 
theil  der  Directionscurve  den  Grundkegelschnitt  k.  Diese  Untersuchung 
giebt  den  Satz: 

*  Beiträge  zur  Carvenlehre,  S.  6. 
**  Eine  bekannte  Eigenschaft.  ^  , 
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„Die  Seite  Oi  =  \0^0^\  des  Hanptdreiecks  O^O^O^  ist  die  ein- 
zige reelle  Doppeltangente  der  Directionscurve  Dg^;  sie  ist 
eine  ideelle,  wenn  sie  den  Ornndkegelschnitt  nicht  reell  schnei- 
det, und  eine  eigentliche,  wenn  das  Gegentheil  stattfindet.^ 

Die  vorstehenden  Ergebnisse  bestätigen  schliesslich  auch  die  Ordnung 
der  Directionscanre,  Denn  die  zwei  Seeantenpnnkte  Ä^y  Ä\  der  Dreiecks- 
seite 0|,  von  welchen  zuletzt  die  Bede  war,  sowie  die  drei  /-Punkte  als 
Contactelemente  der  Directionscurve  repräsentiren  zusammen  für  diese  letz- 
tere und  den  Grundkegelschnitt  Je  acht  Punkte  in  Gemeinschaft,  was  nur 
möglich  ist,  wenn  die  Directionscurve  vierter  Ordnung  ist. 

32.  Die  polar-reciproke  Curve  der  Directionscurve  D^^  ist 
offenbar  eine  ünicursalcurve  dritter  Ordnung  vom  Symbol  D^^. 
Eine  solche  conformirt  sich  mit  den  Beziehungen  in  (10).  Wir  haben  zu 
diesem  Behufe  das  in  (27)  bezeichnete  ein -zweideutige  Punktensystem, 
welches  auf  dem  Grundkegelschnitte  h  conlocal  ist,  perspectivisch  mit  dem 
auf  diesem  Kegelschnitte  befindlichen  Tangentensystem  zu  verbinden,  wo- 
durch zwei  ein-zweideutige  Tangentensysteme  hervorgehen,  deren 
Directionscurve  die  polar-reciproke  D/  ist.  Diese  Curve  ist  also  ein 
geometrischer  Ort,  dessen  einzelne  Punktenelemente  aus  dem  Schnitte  ent- 
sprechender Elemente  der  erzeugenden  Tangentensysteme  gebildet  erscheinen. 
Nach  den  vorausgegangenen  Erl&uterung^n  unterliegt  die  betreffende  Con- 
struetion  keiner  Schwierigkeit,  indem  wir  eben  nur  jede  Tangente  des  ein- 
deutigen mit  dem  Tangentenpaare  des  zweideutigen  Systems  zum  Schnitte 
bringen.     (Fig.  9.) 

33.  Durch  Polarisation  der  Curve  D^^  erfahrt  man  weiter,  dass  die 
Directionscurve  D^^  den  Pol  Z  der  Seite  0|  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  zum 
einzigen  Doppelpunkt  besitzt  und  dass  gleichzeitig  die  in  den  Secapten- 
punkten  dieser  Geraden  (d.  s.  die  Bilder  A^^  Ä\  der  Nachbarpunkte  des 
Doppelpunktes  0^  der  Plancurve  C^^)  an  den  Grundkegelschnitt  gehenden 
Tangenten  die  Doppelpunktstangenten  der  Directionscurve  2>/  sind. 
Dieser  Doppelpunkt  Z  ist  ein  „Knoten",  wenn  die  o^- Gerade  für  den  Grund- 
kegelschnitt eine  eigentliche  Secante  ist,^  und  er  ist  j, Einsiedler^  (Fig.  9), 
sobald  sie  ihn  in  imaginSren  Punkten  trifft. 

Die  Directionscurve  2>/  kann  für  den  Grundkegelschnitt  k  nur  Con. 
tactcnrve  sein,  und  zwar  höchstenfalls  in  drei  und  mindestens  in  einem 
reellen  7 -Punkte,  was  mit  der  Ordnungszahl  derselben  übereinstimmt.  Die 
drei  /-Punkte  sind  wieder  Bilder  der  Inflezionen  auf  der  Basis - 
curve  C^'. 

34«  (Fig.  9.)  Die  beiden  ein -zweideutigen  Tangentensysteme  des 
Grundkegelschnittes  h  werden  von  der  Dreiecksseite  o^  perspectivisch  in 
zwei   ein -zweideutigen  Punktensystemen   geschnitten,    die   also   auf  dieser    r 
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Geraden  (als  Träger)  conjectivisch  sind.  Bekanntlich*  besitzen  diese  con- 
jectiyischen  Systeme  drei  Doppelelemente  P^y  P^y  P^^  and  es  wird  bei 
einiger  üeberlegang  klar,  dass  die  Cnrye  D/  dieselben  incident  enthalten 
mnss.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  die  Construction  der  Pnnkt- 
erzeugung  der  Directionscurve  zu  verfolgen,  um  zur  Einsicht  zu  gelangen, 
dass  sich  in  einem  /-  Punkte  zwei  entsprechende  Tangentenelemente  decken, 
und  dass  also  der  Pol  P  eines  Strahles  p  der  Involution  Z  in  (28)  auf  o^ 
mit  der  betreffenden  J- Punkttangente  in  einem  P- Punkte  zusammen&Uen 
muss,  der  ein  Element  von  D/  ist.     Diese  Untersuchung  folgert  das  Oesetz: 

,,Die  Hauptdreiecksseite  o^  wird  von  der  Directionscurve 
D^  in  drei  /'-Punkten  durchsetzt,  deren  p-Polaren  bezüglich 
des  Grundkegelschnittes,  diesen  in  7-Pnnkten  einerseits,  und 
andererseits  in  dem,  einem  solchen  conjugirten  Punkte  T  der 
Involution  Z  treffen."  Welche  Bolle  diese  Punkte  als  Bilder  dieser 
Plancurve  C^  spielen,  geht  aus  dem  Vorigen  hervor. 

Man  ersieht  auch  die  bekannte  Figur,**  dass  die  Verbindungslinien  von 
je  zweien  der  drei  /-Punkte  auf  o^  Punkte  ausschneiden,  welche  mit  un- 
seren P,- Punkten  identisch  sind,  und  femer  erkennt  man  die  bekannte 
Eigenschaft,  dass  von  einem  P- Punkte  jedesmal  eine  der  Kegelschnittstan* 
genten  diesen  in  einem  /-Punkte  berührt. 

35.  Die  Besultate,  welche  mit  Hilfe  der  Directionscurve  D/  erüelt 
wurden ,  kann  man  schliesslich  auf  eine  einfache  Kegelschnittsaufgabe  redu- 
ciren.  Der  dabei  zu  beobachtende  Vorgang  sei  nachstehend  angedeutet. 
Die  Directionscurve  B^  kann  nach  oben  durch  die  nothwendige  Anzahl  von 
Bestimmungsstücken,  deren  bekanntlich  neun  erforderlich  sind,  festgesetzt 
werden.  Verbindet  man  diese  Curve  durch  eine  Steiner*sche  Verwandt- 
schaft mit  einem  Kegelschnitte,  was  am  einfachsten  nach  den  Frincipien 
unserer  Abhandlung  (B)  erreicht  wird,  so  entspricht  der  Geraden  o^  eben- 
falls ein  Kegelschnitt  im  Sinne  der  quadratischen  Beziehung,  und  die  vier 
gemeinschaftlichen  Elemente  dieser  beiden  Kegelschnitte  begreifen;  ausser 
dem  Bildpunkte  des  Doppelpunktes  Z  der  Directionscurve,  das  Punkten- 
tripel,  welches  die  drei  P- Elemente  abbildet.  Auf  solche  Weise  gelangen 
wir  somit  ohne  eigentliche  Curvenconstruction  zur  Kenntniss  der  verlangten 
Inflexionselemente  einer  Plancurve  C^. 

36.  Weit  einfacher  wird  dasselbe  Resultat  auf  folgendem  Wege,  wel- 
chen E.  Weyr  angegeben  hat,***  erreicht.  Von  den  beiden  eindeutigen 
Punktensystemen  (27)  bildet  das  zweideutige  eine  quadratische  Involution« 
Die  Verbindungslinien  conjugirter  Elemente  derselben  sind  Elemente  einer 


*  E.  Weyr,  Theorie  der  mehrdeutigen  Elementargebilde  etc.,  8. 10. 
**  E.  Weyr,   Ueber  die  AbbilduDg  einer  rationalen  ebenen  Carve  dritter 
Ordnung  etc.,  Sitzungeber.  d.  kaiserl.  Akad.  d.  Wiss.,  LXXIX.  Bd.  8.  489. 
♦♦*  Ebenda  8. 438.  ^  t 
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Strahleninvolutioa  des  Centrums  Z,  Verbindet  man  aber  jedes  Pnnktele- 
ment  des  eindeutigen  Systems,  d.  i.  ein  gemeinschaftlicher  Tangentialpunkt 
zweier  co^jugirten  Punkte  des  zweideutigen  Systems,  mit  einem  beliebigen 
Punkte  8  des  Grandkegelschnittes  fe,  so  erhält  man  ein  StrahlenbOschel. 
Die  zwei  Strahlenbüschel  Z,  8  sind  projectiyisch  und  erzeugen  einen  Kegel- 
schnitt, welcher  mit  dem  Grundkegelschnitte  ausser  dem  Centmm  8  noch 
die  drei  J'- Punkte,  von  denen  selbstyerstftndlich  zwei  imaginttr  sein  können, 
gemeinschaftlich  hat. 

37.  Die  merkwürdige  Linearbeziehung  der  J- Punkte  und  der  Haupt- 
dreiecksseite 0|,  welcher  in  (34)  gedacht  worden  ist  und  die  am  einfachsten 
dadurch  ausgedrückt  wird,  dass  man  sagt:  „Die  /-Punkte  bilden  ein  Drei- 
eck, dessen  Seiten  sich  mit  den  in  seine  Ecken  gehenden  Grundkegel- 
Bchnittstangenten  paarweise  in  den  drei  P- Punkten  von  0|  schneiden*',  ge- 
stattet es,  dass  man  bei  Angabe  eines  /-Punktes  die  beiden  übrigen  linear 
finden  kann,  was  Drasch*  gezeigt  hat.  Wir  geben  in  Fig.  9  noch  einen 
andern  Weg  der  Construction.  Ist  nämlich  ein  Punkt  J|  bekannt,  so  trifft 
seine  Tangente  des  Grundkegelscbnittes  die  o^- Gerade  in  dem  Punkte  P^\ 
die  Polare  j^^  yon  y,  schneidet  die  0| -Gerade  in  8  und  den  Grundkegel- 
schnitt in  T.  Der  auf  p^  liegende  Pol  Z  bildet  mit  dem  Punktenpaare  T8 
ein  Tripel  einer  Harmonität,  in  welcher  ein  vierter  Punkt  Q  zn  Z  coi^'ugirt 
ist,  so  dass  die  Relation  besteht: 

{T8,Z0)^^l. 
Die  Polare  von  Q  in  Bezug  auf  den  Grundkegelschnitt  k  schneidet  diesen 
in  den  zwei  Punkten  J,,  J3,  welche  Gerade  selbstverständlich  durch  den 
P^ '  Funkt  zieht.  Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Construction  ergiebt 
sich  aus  den  harmonischen  Beziehungen  des  Dreiecks  JiJ^J^  und  des  Poles  Z 
zur  0|- Geraden. 

B.  Cnrren  vom  Symbol  Cz\ 

38.  Diese  Curven  besitzen  bekanntlich  einen  Rückkehrpunkt  (Spitze) 
und  nur  ein  einziges  Inflezionselement.  Bei  der  Abbildung  einer  solchen  Curve 
auf  einem  Kegelschnitte  im  Sinne  unserer  Voraussetzung  einer  Stein  er- 
sehen Verwandtschaft  wird  das  Hauptdreieck  OiO^O^  gegen  den  Grund- 
kegelschnitt h  derart  in  Position  kommen,  dass  in  der  Annahme  (26)  die 
Dreiecksseite  o^~\0^0^\  (Fig.  10)  eine  Tangente  dieses  Kegelschnittes  ist. 

Um  die  Punktensysteme  einer  Plancurve  C^  in  ihren  Eigenschaften  zu 
erfahren,  betrachten  wir  dieselben,  wie  bisher,  auf  dem  Grundkegelschnitte  Je, 
Man  weiss  übrigens,  dass  im  vorliegenden  Falle  jedem  Curvenpunkte  ein 
Tangentialpunkt  zugehörig  ist  und  dass  von  einem  Curvenpunkte  nur  eine 
einzige  Tangente    an   die  Curve   gezogen  werden  kann.     Auf  diese  Weise 


*  Beitrag  zur  synthet.  Theorie  d.  ebenen  Curven  3.  Ordn.  etc.,  LXXXV.  Bd. 
d.  Sitiungsber.  d.  kaiserl.  Akad.  d.  WiBsenscb.  ET,  S.  646.  f^ r^r^n\t> 
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zerfallen  die  gesammten  Curvenpnnkte  in  zwei  Systeme,  welche  in  projec- 
tiyiscber  (ein -eindeutiger)  Beziehung  stehen  und  deren  Bilder  auf  dem 
Grundkegelscbnitte  h  conlocal  von  derselben  Eigenschaft  sind.  Es  ist  ebenso 
bekannt,  dass  die  Directionscurye  projectivischer  Systeme  im 
Allgemeinen  immer  ein  Kegelschnitt  C*  ist,  der  den  Grund- 
kegelschnitt doppelt  berührt.  Ebenso  weiss  man,  dass  von  den 
zwei  gemeinschaftlichen  Berührungspunkten  der  eine  jener  Punkt  A^  ist,  in 
welchem  die  o^- Gerade  den  Grundkegelschnitt  tangirt,  wfthrend  der  andere 
den  einzigen  J- Punkt  vorstellt. 

Diese  zuletzt  erwähnten  Beziehungen  lassen  einsehen,  dass  die  Con- 
struction  des  einzigen  7-Punktes  linear  ausführbar  ist,  wie  auch  Weyr* 
gezeigt  hat.  Wir  werden  unten  mehrere  lineare  Constructionen  nach  un- 
serer Methode  angeben,  die  ebenfalls  einfach  und  unmittelbar  zum  Ziele 
führen.  Vorerst  wollen  wir  in  Gonsequenz  unserer  Methode  eine  kurze  Be- 
trachtung der  durch  den  yorliegenden  Specialfall  bedingten  Modificationen 
jener  absoluten  Elementensysteme  und  ihrer  Erzeugnisse  anstellen ,  von  denen 
oben  die  Bede  war,  indem  wir  dieselben  in  Einklang  mit  dem  allgemeinen 
Falle  einer  Curve  C^^  setzen. 

39.  Anlangend  zunächst  die  Construction,  so  findet  man  genau  so, 
wie  in  (28)  angegeben  worden  ist,  zu  jedem  Z- Punkte  den  zugehörigen 
Z|- Punkt  als  das  auf  dem  Grundkegelschnitte  k  (Fig.  5)  abgebildete  Ele- 
ment des  Tangentialpunktes  X^  der  betreffenden  in  dem  Punkte  X  ziehenden 
Tangente  der  Plancurve  C^^:  Wir  projiciren  nämlich  X  aus  den  Haupt- 
punkten Og,  O3  auf  den  Grundkegelschnitt  nach  Z3X1,  suchen  den  Schnitt 

(|Z,JE,|,  |0,0,|)  =  {„ 
80  trifft  der  Strahl  |^x$||  diesen  Kegelschnitt  in  Z|. 

Als  Centra  für  die  zwei  (krummlinigen)  Reihen  X,  Z|  in  der  Be- 
ziehung (29)  wählen  wir  am  einfachsten  die  Punkte  0^,  Ai  (Fig.  10),  wo- 
durch also  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  entstehen ,  deren  Erzeugniss 
ein  Kegelschnitt  K*  ist  Nachdem  die  in  (28)  bezeichnete  Involution  der 
Paare  X,  X'  alle  JT'- Elemente  in  dem  yorliegenden  Specialfalle  im  ^^-Ponkte 
yereinigt  (parabolischer  Fall),  so  ist  einzusehen ^  dass  der  Kegelschnitt  K* 
in  dem  letzteren  Falle  den  Grundkegelschnitt  h  einfach  berührt  und  dass 
die  Dreiecksseite  o^  die  gemeinschaftliche  Tangente  ist.  Femer  weiss  man, 
dass  auch  der  Büschelscheitel  0^  ein  Punktenelement  von  K^  sein  muss;  es 
bleibt  also  nur  noch  ein  einziger  Punkt  J  übrig,  welcher  diesen  beiden 
Kegelschnitten  gemeinschaftlich  ist.  Dieser  J- Punkt  ist  das  Bild  des  be- 
sagten Inflexionspunktes  auf  C^^. 

Unsere  Construction  lässt  mit  Leichtigkeit  fünf  beliebige  Bestimmungs- 
stücke  des  Kegelschnittes  ""iT'  feststellen,   yon  denen  der  Annahme  gemäss 

*  Ueber  die  Abbildung  einer  rationalen  ebenen  Curve  etc.,  Sitzungsber.  d. 
kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.,  LXXIX.  Bd.  II.  Abth.  S.  489. 
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a  priori  durch  die  Punkte  O^»  Ä^  und  die  Tangente  o^  drei  bekannt  sind. 
Hierans  folgt  eine  lineare  Ermittelung  des  /-Punktes,  wie  oben  bemerkt 
wurde. 

40.  Oeht  man  nach  der  Methode  in  (30)  zu  Werke ;  so  bilden  die 
gesammten  1 0,  X|  |  -  Strahlen  ein  Tangentensystem ,  dessen  Enveloppe  aber- 
mals ein  Kegelschnitt  iC*  ist,  welcher  jedoch  den  Orundkegelschnitt  dop- 
pelt berührt.  Die  Berührung  erfolgt,  wie  ohne  Schwierigkeit  erkannt 
wird,  in  dem  Ponktenpaare  AiJ, 

Die  Polarisation  der  vorstehenden  Beziehung  muss  selbstverständlich 
auch  wieder  einen  Kegelschnitt  {K*)  resnltiren,  der  die  gleiche  Eigenschaft 
der  in  dem  Punktenpaare  A^J  stattfindenden  doppelten  Berührung  mit  dem 
Grundkegelschnitte  k  nachweist.  Insofern  ist  der  zuletzt  erhaltene  Kegel- 
schnitt (A"^  als  die  Directionscurve  der  projecti vischen  Systeme  X,  X^  nach 
der  Anschauung  in  (32)  aufzufassen. 

Jeder  der  beiden  letzteren  Kegelschnitte  XC^,  (A"^  kann  immerhin  mit- 
tels der  Grundconstruction  durch  fünf  beliebige  Bestimmungsstücke  fixirt 
werden,  was  ausspricht,  dass  die  Construction  des  gesuchten  /-Punktes 
auch  diesfalls  linear  durchgeführt  werden  kann.  Wir  wollen  jedoch  un- 
mittelbar folgend  einige  höchst  einfache  Linearbeziehungen  anzeigen. 

41.  Die  Verbindungslinie  |il|J|=p  ist  eine  gemeinschaftliche  Secante 
zwischen  dem  Orundkegelschnitte  k  und  jedem  der  Kegelschnitte  £^\  (A"'). 
Man  kann  nun  ausser  dem  gegebenen  Ä^  -  Punkte  noch  einen  zweiten  Punkt 
dieser  Secante  auf  Grund  nachstehender  Betrachtung  erhalten. 

Die  Polare  des  Hauptpunktes  0^  trifft  den  Grundkegelschnitt  ky  ausser 
in  J|,  noch  in  einem  zweiten  Punkte  F,;  analog  erhält  man  einen  Punkt 
Fq  bezüglich  des  Hauptpunktes  0^ .  Bekanntlich  ist  der  Punkt  F,  das  Bild 
eines  Punktes  F,  der  Plancurve  Cq^,  in  welchem  eine  Tangente  an  diese 
Cnrve  zieht,  deren  Tangentialpunkt  offenbar  durch  den  zu  0^  homologen 
Hauptpunkt  0|,  welcher  für  die  Curve  ein  einfaches  Element  ist,  repräsentirt 
wird.  In  der  That  ergiebt  auch  unsere  Grundconstruction,  wenn  dieselbe 
für  den  F,- Punkt  durchgeführt  wird,  als  den  entsprechenden  jenen  Punkt 
Äj  des  Grundkegelschnittes,  der  ausser  dem  Hauptpunkte  0|  auf  der  Drei- 
ecksseite ^8  =  1^1^81  li®^9  ^^0  ™^^  s^c^  leicht  überzeugen  wird.  Ganz 
ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Punkte  F3,  fdr  den  man  als  entsprechendes 
Element  den  zweiten  Schnittpunkt  Ä^  auf  der  Geraden  O3  =  1 0|  0,  |  erhält« 
In  gewissem  Sinne  sind^  die  Punkte  Fg,  F3  für  den  Grundkegelschnitt  k 
und  deren  Bilder  Fg,  Fg  auf  der  Plancurve  C^  sozusagen  „Verzweigungs- 
elemente^  der  Hauptpunkte  0,,  O3  resp.  Oj,  O3. 

42.  Die  gemeinschaftliche  Secante  \Ä^J\~-p  kann  als  Verbind angslinie 
des  gegebenen  il|- Punktes  mit  dem  Schnitte: 

a)  (|F,^,|,  |F3^,|)  =  ff 

bestimmt  werden,  ^  t 
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Projiciren  wir  die  Punkte  A^,  A^  aus  den  Hauptpunkten  0,,  O3  nacli 
Ä\^  Ä'\  auf  den  Orundkegelschnitt  %,  so  findet  man  ein  zweites  Pankten- 
element  der  gemeinschaftlichen  Secante  \Ay^J\'^p  mittels  der  Constniction: 

b)  (l^^'M,  \A^Ä\\)  =  <i. 

Endlich  erhält  man  einen  dritten  Bestimmungspunkt  der  Secante  |^^J|=p 
aus  der  folgenden  Linearbeziehung: 

c)  {|T^,^"',|.  |F.^",|)  =  <»", 

wobei  noch  zu  bemerken  ist,  dass  der  Punkt  q'  gleichzeitig  auf  der  Ver- 
bindungslinie l^s^sl  ^^  liegen  kommt,  was  gewiss  zur  Vereinfiächung  der 
Construction  wesentlich  beiträgt. 

Anhang. 

43.  In  den  Figuren,  welche  unseren  Untersuchungen  zur  Grundlage 
dienen,  haben  wir  die  Plancurve,  von  der  wir  ausgehen,  nicht  eingezeichnet, 
um  das  Bild  der  betreffenden  Constructionen ,  die  wir  auf  dem  Grundkegel- 
schnitte zeigen,  nicht  zu  beeinträchtigen.  Eine  Ausnahme  hiervon  macbt 
nur  die  letzte  Fig.  10  unserer  Taf.  V,  welche  die  bezügliche  Basiscurre  C^ 
angiebt  Es  unterliegt  keiner  Schwierigkeit,  die  Basiscurven  in  den  Yor- 
ausgegangenen  Fällen  graphisch  hervorzurufen ,  wenn  nach  den  Grundsätzen, 
die  wir  für  die  Erzeugung  einer  Plancurve  in  unserer  citirten  Abhandlang 
(B)*  angeführt  haben,  verfahren  wird.  In  diesem  Sinne  sei  wenigstens  ftr 
den  einen  Fall  der  Fig.  10  nachstehend  die  Construction  angedeutet 

44.  Der  vorausgesetzten  Specialisirung  einer  Plancurve  C^  gemSss 
wissen  wir,  dass  das  Hanptdreieck  Oj  0,  O3  in  der  Weise  situirt  ist,  dass  der 
eine  Hauptpunkt  0^  auf  dem  Grundkegelschnitte  liegt,  während  die  ihm  gegen- 
überliegende Dreiecksseite  o^=i\0^0^  ihn  in  einem  Punkte  Ay^  berührt ,  der 
das  Bild  des  Bückkehrpunktes  0^  der  Plancurve  C^  vorstellt. 

Die  quadratische  Verwandtschaftsbeziehung  verlangt  den  Hauptkreis  % 
welcher  dem  Dreieck  O^O^O^  umschrieben  ist.  Zieht  man  die  Gerade 
l^s^sl  !l  l^i^slt  ^^  ^^  ^^^^  ^^T^  Kreis  x  in  jenem  dem  Hauptpunkte  0^ 
homologen  Hauptpunkte  Og.  Die  Punkte  Op  O3  sind  für  C3'  einfache  Ele- 
mente, während  0^,  wie  schon  gesagt  wurde,  jener  Punkt  ist,  in  welchem 
die  Curve  eine  Spitze  formirt.  Die  Spitzentangente  s  erhält  man,  wenn 
man  den  0,- Punkt  mit  demjenigen  Hauptkreisschnitte  verbindet,  der  aas 
dem  Centrum  O3  durch   die  zu  l^i^A^I  gleichlaufende  Gerade  erzeugt  wird. 

45.  Ein  beliebiger  Punkt  X  des  Grundkegelschnittes  wird  durch  Strahlen 
der  Centra  0^,  Og,  O3  fizirt.  Die  homologen  Strahlen  der  Centra  Og ,  Oj,  0, 
treffen  sich  in  einem  Punkte  X  der  Curve  C^\  Z.  B.:  Die  Gerade,  welche 
dem  Strahle  \0^X\  parallel  geht  und  durch  das  Perspectivitätscentrum  0^ 

*  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  XXXV,  S.  25:  Ueber  die  Realität  der  Doppel- 
tangenten etc.  ^-^  , 
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zieht,  schneidet  den  Hanptkreis  in  einem  Punkte,  dessen  Verbindung  mit  0^ 
den  zn  \0^X\  homologen  Strahl  giebi  Für  den  Strahl  \0^J^\  findet  man 
unmittelbar  den  homologen  als  Verbindungslinie  des  Centrums  O3  mit  jenem 
Hauptkreisschnitte,  welchen  \0^X\  hervorbringt. 

Insbesondere  sind  auch  die  Tangenten  in  den  einfochen  Punkten  Oj ,  O3 
der  Plancurve  C3'  zu  erwähnen.  Die  Tangente  in  O3  wird  sofort  erhalten, 
wenn  man  O3  mit  demjenigen  Kreisschnitte  verbindet,  der  durch  die  Gerade 
\0^A^\  entsteht.  Für  die  Tangente  in  0^  bedenke  man  die  Grundconstruo- 
tion,  wonach  leicht  eingesehen  wird,  dass,  wenn  durch  O3  ein  zur  Geraden 
\O^Af\  gleichgerichteter  Strahl  gezogen  wird,  di^er  den  Hauptkreis  x  in 
einem  Punkte  trifft,   der  mit  0^  verbunden,   die  fragliche  Tangente  bildet. 

46.  £ine  Plancurve  C^^  besitzt  bekanntlich  höchstens  drei  Asymptoten^ 
das  sind  Tangenten,  welche  die  Curve  in  den  unendlich  fernen  Punkten 
berühren.  Drei  reelle  Asymptoten  können  nur  dann  vorkommen ,  wenn  der 
Grundkegelschnitt  ä;  Hyperbel  ist;  jedenfalls  werden  zwei  dieser  Elemente 
imaginftr,  sobald  der  Grundkegelschnitt  eine  im  Endlichen  vorlaufende  Curve 
(Ellipse,  Kreis)  ist.     In  unserer  Fig.  10  ist  der  letztere  Fall  zutreffend. 

Das  Bild  eines  Asymptotenpunktes  ist  offenbar  einer  der  drei,  ausser 
dem  0|- Punkte,  gemeinschaftlichen  Schnitte  {7,  welche  zwischen  dem  Grund- 
kegelschnitte Ä;  und  dem  Hauptkreise  x  stattfinden.  In  dem  vorliegenden 
Falle  giebt  es  nur  einen  ET- Punkt  und  demzufolge  für  die  Plancurve  C3' 
nur  eine  einzige  Asymptote  u.  Auf  Grund  des  Vorausgegangenen  drückt 
die  Verbindungslinie  \UOq\  unmittelbar  die  Asymptotenrichtung  aus.  Die 
Lage  der  Asymptote  u  wird  deshalb  fixirt  sein,  wenn  ihr  Tangentialpunkt  T 
gegeben  ist;  diesen  finden  wir  aber,  wenn  der  ET- Punkt  der  Construction 
in  (39)  unterworfen  wird. 

47.  Schliesslich  erübrigt  die  Construction  der  beiden  Inflexionselemente 
der  Plancurve  O3',  nSmlich  des  Wendepunktes  J  und  der  Wendetangente  u 

Den  /-Punkt  erhalten  wir  sofort,  wenn  der  nach  einer  der  drei  Me- 
thoden in  (42)  linear  gefundene  /-Punkt  des  Grundkegelschnittes  ä;  dem 
Verfahren  in  (45)  unterzogen  wird.  Eine  Complication  stellt  sich  aber  für 
die  Construction  der  Wendetangente  i  heraus ,  die  jedoch  am  Ende  ebenfalls 
eine  lineare  ist,  wie  wir  j^leich  zeigen  werden. 

Die  Wendetangente  i  kann  man  auf  zweifache  Weise  fiziren: 
a)  Bekanntlich  stellt  sie  das  Bild  eines  Kegelschnittes  ^i  vor^  welcher 
den  Grundkegelschnitt  h  in  dem  /-Punkte  osculirt  und  dem  Hauptdreieck 
OiO^O^  umschrieben  ist,  so  dass  er  also  in  dem  Hauptpunkte  0^  den  Grund- 
kegelschnitt k  zum  zweiten  Male  schneidet  Durch  das  Punktenquadrupel 
O^O^O^J  und  die  in  /  gehende  Grundkegelschnittstangente  %  ist  der  Kegel- 
schnitt Ei  ausreichend  bestimmt  und  man  kann  nach  bekannten  Constructionen* 

•  Staudigl,  Neuere  Geom^e  8  218.  ..GoOqIc 

Z«iischTlfl  f.  Mathematik  u,  Physik  XXXVI,  2.  "^  T        '  CD 


d8       Üeber  absolute  Elementensjsteme  etc.    Von  Prof.  W.  Binder. 

immerhin  einen  beliebigen  Punkt  dieses  Kegelschnittes  linear  ermitiehii  dessen 
Bild  im  System  der  Plancorve  C^^  ansser  dem  «T- Punkte,  einen  zweiten 
Bestimmungspunkt  der  gesachten  Inflexionstangente  %  anzeigt. 

h)  Zieht  man  in  dem  /-Punkte  an  den  Grandkegelschnitt  h  die  Tan- 
gente i,  so  entspricht  derselben  nach  den  erörterten  Principien  bildlich  ein 
Kegelschnitt  Kt^  welcher  dem  Hauptdreieck  O^O^O^  umschrieben  ist  und 
die  Plancunre  C^  im  J- Punkte  einfach  berührt.  Von  diesem  Kegelschnitte 
sind  also  a  priori  yier  Bestimmungselemente  bekannt,  und  wir  sind  im 
Stande ;  in  jedem  Moment  ein  beliebiges  ftlnfl»s  mittels  der  Construction 
(45)  zu  erhalten,  wenn  man  statt  des  dort  vorausgesetzten  Grundkegel* 
Schnittes  k  die  Gerade  f  substituirt. 

Mit  Hilfe  der  bezeichneten  fünf  Bestimmungspunkte  kann  man  durch 
eine  einfache  Elementarconstruction*  die  in  dem  J- Punkte  gehende  Wende- 
tangente %  ebenfalls  linear  feststellen. 


Staudigl,  Neaere  Geometrie,  S.  117. 
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Analytische  Untersnohungen  über  die  Constitution 

der   in   krummen  Flächen  gebrochenen   a  priori 

astigmatischen  Strahlenbündel  mit  Anwendungen 

der  neueren  Geometrie. 

Von 

Dr.  A.  Aheendt 

in  Sottoek. 


Die  allgemeine  Theorie  unendlich  dünner  geradliniger  Strahlenbündel 
ist  Ton  Kammer^)  im  Jahre  1859  aufgestellt.  Kummer  findet»  dass  alle 
Strahlen  durch  zwei  unendlich  kleine  gerade  Linien  (Brennlinien)  gehen, 
die  zu  dem  mittleren  Strahl  (Hauptstrahl)  senkrecht  stehen.  Die  Ebenen 
durch  den  Hauptstrahl  und  die  Brennlinien,  Brennebenen  genannt,  stehen 
im  Allgemeinen  nicht  aufeinander  senkrecht,  wohl  aber  in  dem  Falle i  wo 
das  Strahlenbündel  ein  System  von  Orthogonalflttchen  zulSssi  Solche  Bündel 
heissen  regulär  und  haben  für  die  Optik  die  grösste  Wichtigkeit  Aus  dem 
Malus*schen  Satze  folgt  nämlich,  dass  ein  reguläres  Bündel  nach  der 
Brechung  in  beliebig  yielen  isotropen  Medien  wieder  in  ein  reguläres  Bündel 
übergeht.  Die  nächste  Aufgabe  der  Dioptrik  ist  daher,  die  Constitution 
eines  gebrochenen  Strahlenbündels  zu  finden,  falls  die  des  einfallenden  ge- 
geben ist 

Diese  Aufgabe  ist  u.  A.  von  Carl  Neumann')  gelöst.    Der  Einfalls- 
punkt  des  Strahlenbündels   sei   der  Goordinatenan&ng  und   die  brechende 
Fläche  berühre  die  X  7- Ebene  im  Coordinatenanfang,  habe  also  die  Z-Aze 
zur  Normale,  dann  ist  ihre  Gleichung: 
I)  Mo? +  20xy  +  Ny^ -20=^0. 

Es  seien  femer  q^  und  ^  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  im  Co- 
ordinatenanÜEmg  und  i  das  Azimuth  des  ersten  Hauptnormalschnittes  gegen 
die  ZZ- Ebene  I  so  ist 

n)  lf= 7    j^r= 1 »    0=1 ]smt.co8z. 

Pi  9%  9i  9%  ^9i     9iJ 

1)  Crelle*8  Journal,  Bd.  57. 

2)  Berichte  der  E.  Sachs.  Gesellschafb  d.  Wissensch. ,  1880.  Yergl.  Schoen, 
Beiträge  zur  Dioptrik  des  Auges,  §  13.    Leipzig  1884.  u,g,t!zgdby  vjOOQle 
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Der  Hanptstrahl  2  des  einfallendeii  astigmatischen  regulftren  Bündels 
liege  in  der  ^Z- Ebene  (Einfallsebene),  sein  Einfallswinkel  sei  e^.  Als- 
dann liegt  anch  der  Hanptstrahl  S^  des  gebrochenen  Bündels  in  der  ÄZ- 
Ebene  und  es  ist,  falls  e^  den  Brechnngswinkel  bezeichnet, 

für  n  als  Brechnngsindez  der  brechenden  Flftche.  Man  versteht  nun  anter 
einem  Brennpunkte  des  astigmatischen  Bündels  den  Schnittpunkt  einer 
Brennlinie  mit  dem  Hauptstrahle.  Ein  astigmatisches  Bündel  hat  demnach 
zwei  Brennpunkte.  Unter  Brennweite  versteht  man  den  Abstand  eines 
Brennpunktes  vom  Einfallspunkte.  Im  Folgenden  sollen  die  Brennweiten 
des  einfallenden  Bündels  mit  $o  und  Xq,  die  des  gebrochenen  mit  x^  und  x^ 
bezeichnet  werden,  und  zwar  sollen  alle  vier  Strecken  in  der  Richtung  des 
durchgehenden  Lichtes  gemessen  werden.  Durch  die  Lage  der  Brennpunkte 
eines  astigmatischen  Bündels  ist  die  Constitution  desselben  noch  nicht  be- 
stimmt; vielmehr  muss  noch  die  Lage  der  Brennebenen  gegeben  sein.  Da 
im  Folgenden  nur  regulttre  BQndel  betrachtet  werden,  so  genügt  es,  die 
Lage  eiDfir  Brennebene  anzugeben;  die  zweite  steht  dann  senkrecht  zur  ersten. 
Es  seien  die  zu  den  Brennweiten 

gehörigen  Brennlinien  ^*  *®'  *^*  ^ 

»1,  5j,  aj,  a,; 

alsdann  bezeichne  man   das  Azimuth  der  Ebenen  (2^&i)  und  (^lO^)  gegen 

die  Einfallsebene  mit  0|  und  O,»  ^  ^^^^  die  Azimuthe  von  {£h^)  und  (2^  «4) 

bezüglich  90^  +  ^1  und  90^+ ^s«    Neumann  bestimmt  nun  «1,  x^^  ^g 

als  Functionen  von  ^oi  So>  ^it  ^1»  ^2*  ^>  4>  ^*    ^^^^  man  zur  Abkürzung 

r  =  -f- »  Jr^  =  r 9 

«0  So  n.cosre^ 

iii)  e  =  ?^^  +^ ^  IV)  c.  =  — ^^ . 

\Äo      W  '  n.cose^ 

so  sind  Pj,  Q^,  Bj  gegebene  Grössen.  Dann  sind  »,  und  »,  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung 

{i-p.)(i-«,).«.. 

und  es  ist 

VI)  tg2»,  =  ^\. 

•^1""  Vi 

Die  Constitution  des  gebrochenen  Bündels  ist  also  bestimmt. 

Wir  haben  bisher  angenommen,   dass  die  Brennlinien  eines  unendlich 

dünnen  Strahlenbündels  zum  Hauptstrahl  senkrecht  stehen.    Dieses  Theorem, 
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znerst  von  Sturm/)  dem  Begründer  der  Theorie  des  Astigmatismus,  auf- 
gestellt, ist  durch  die  Kummer 'sehen  Untersuchungen  und  die  Quincke- 
schen  Versuche*)  bestätigt  worden.     Allein  schon  Beusch')   zeigte,   dass 
die  zweite  Brennlinie  des  in  einer  Kugelflftche  gebrochenen  homocentrischen 
Bündels   in  der  Centrale  des  leuchtenden  Punktes  liege,    also  nicht  zum 
Hauptstrahl  senkrecht  steht;   und  wie  spftter  Matthiessen^)   durch  ana- 
lytische Betrachtungen  gezeigt  hat,  stehen  im  allgemeinen  Falle  der  Brech- 
ung eines  a  priori  astigmatischen  Bündels  die  Brennlinien  schief  zum  Haupt- 
strahl.     Dieser  scheinbare  Widerspruch  gegen  die  Kummer 'sehe  Theorie 
erklärt  sich  durch  die  Art,  wie  Kummer  die  Brennlinien  definirt.     Indem 
er  nftmlich  alle  senkrecht  zum  Hauptstrahl  geführten  Querschnitte  des  Bün- 
dels (Wellenflftchenelemente)  miteinander  vergleicht,    findet  er,   dass   diese 
Quersehnitte  in  den  Brennpunkten   den  Werth  Null  haben,  d.  h.  Flftchen- 
stttcke  sind,  die  mindestens  von  der  dritten  Ordnung  unendlich  klein  werden 
und  in  eine  unendlich  kleine  Linie  degeneriren.    Neuerdings  hat  nun  Wein- 
garten^)  gezeigt;    dass    alle  Querschnitte  in  den  Brennpunkten  dieselbe 
Eigenschaft  haben;   es  kOnnen  also  alle  Geraden,    die  durch  einen  Brenn- 
punkt gehen  und  in  der  zugehörigen  Focalebene  liegen,  als  Brennlinien  des 
Bündels  aufgefasst  werden.     Die  Frage  ist  nun,  welcher  von  diesen  unend- 
lich vielen  Brennlinien   der  Name  Brennlinie   im  physikalischen  Sinne  am 
meisten  zukommt.     Man  darf  wohl  behaupten,  dass  es  diejenige  sein  wird, 
welcher  der  relativ  kleinste  Querschnitt  als  Flttchenelement  dritter  Ordnung 
entspricht;  mit  anderen  Worten:  es   wird   dies  der  geometrische  Ort  der 
Brennpunkte   der  in   derselben  Focalebene    unendlich  nahe  gelegenen  auf- 
einander folgenden  Strahlenfitoher  sein,  also  im  Allgemeinen  schief  gegen 
die  Strahlen  liegen.    Bezeichnet  man  das  in  der  Focalebene  liegende  Bogen- 
element  der  WellenflKche  mit  ds^  den  Zuwachs  des  Krümmungsradius  im 
Normalschnitte  mit  dg  und  die  Brennlinie   mit  da,   so  ist  die  Neigung  ö 

derselben  bestimmt  durch  ^ 

dg 


cosi 


_dQ_  da 
'^da^  da 

ds 


In  diesem  Sinne  hat  Matthiessen^)  die  Neu  mann 'sehe  Theorie  aus- 
gebaut   Die  Lagen  der  Brennpunkte  und  Brennebenen  werden  durch  die 


1)  Compt  rend.  1846;  übersetzt  in  Poggend.  Ann.  Bd.  65  (1845). 

2)  Poggend.  Ann.  Bd.  117  (1862). 
8)  Poggend.  Ann.  Bd.  ISO  (1867). 

4)  Acta  mathematica,  Bd.  4,  2  (1884).  Sitzungsberichte  der  E.  bayerischen 
Akademie,  mathem.  Cl.  1888,  Heft  1.  Zeitschrift  f.  vergleichende  Augenheilkunde, 
VI,  1889. 

5)  Journal  f.  reine  u.  angewandte  Mathem.,  Bd.  98  (1885). 

6)  Schlömilch's  Zeitschrift,  Bd.  83  (1888).  ^.^^^^^  byGoOgle 
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neuen  Betrachtungen  nicht  modiflcirt,  ein  umstand,  auf  den  bereits  Zech^) 
hinwies.    Matthiessen  bezeichnet  die  Inclinationen  der  Brennlinien 

^i>    ^81   ^ly    ^ 

gegen  die  Hauptstrahlen  mit    ^     ^     x'*    * 

und  findet  folgende  DifiEerentialbeziehungen : 

So 
d^=  —  sine^.dx  +  cotS'  '^'^^^^{eose^.cos^i.dx  +  sin^^.dy], 

Der  Einfallspunkt  und  der  benachbarte  Punkt  (dx^  dy)  bestimmen  einen 
windschiefen  Strahlenfiteher ;  nach  der  Brechung  hat  eine  Drehung  des 
Strahlenf&chers  stattgefunden,  so  dass  nunmehr  {dx\  dy)  der  Grenzpunkt 
ist.  Legt  man  durch  die  Strahlenftcher  im  Einfallspunkte  die  Querschnitte 
dq  und  dq^y  und  sind  %  ^^^  Xi  ^^^  entsprechenden  Azimuthe,  so  gelten 
die  Belationen 
VIII)      co8x.dy=:8inx.co8e^.dx^   cosx^.dy'^smxy.ease^.dx'. 

In  der  nachstehenden  Arbeit  wird  nun  versucht,  für  bestimmte  bre- 
chende Flftchen  aus  den  angeführten  Formeln  geometrische  Beziehungen  her- 
zuleiten, die  die  Abhängigkeit  des  gebrochenen  Bündels  vom  einfallenden 
zu  zeigen  geeignet  erscheinen.  Besonders  wird  auch  Rücksicht  genommen 
auf  die  Veränderungen,  die  im  gebrochenen  Bündel  vor  sich  gehen,  falls 
im  einfallenden  Verschiebung  der  Brennpunkte,  Drehung  der  Brennebenen, 
sowie  Drehung  der  Brennlinien  eintritt;  bei  diesen  Untersuchungen  kGnnen 
die  Besultate  der  elementaren  synthetischen  Geometrie  mit  Erfolg  angewendet 
werden.  Es  wird  der  Reihe  nach  die  Brechung  in  einer  ebenen,  abwickel- 
baren und  beliebigen  Fläche  untersucht.  Die  Brechung  in  Kngelflfichen  hat 
keine  besondere  Berücksichtigung  gefunden,  da  dieselbe  von  Lippich') 
und  Anderen^  in  schöner  und  erschöpfender  Weise  behandelt  ist. 


§1. 
Vntersnohnng  des  Fallei  ^^st^^bsod. 

Wir  nehmen  an,  dass  im  Einfallspunkte  beide  Hauptkrümmungen  der 
brechenden  Flfiche  den  Werth  Null  haben,  eine  Annahme,  die  beispieleweise 

1)  Schlömiich*8  Zeitschrift,  Bd.  24  (1879). 

2)  Denkschriften  der  k.  k.  Akad.  zu  Wien,  math.  Glasse,  Bd.  38  (1877). 
S)  Vergl.  die  angeführten  Arbeiten  von  Neumann  und  Matthiessen. 
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in 

aUen  Pankten 

einer  Ebene 

erfQUt   ist. 

Das  Charakteristisohe 

solcher 

Emfiükpvnkte  ist, 
ist.    Mithin  ist: 

dass 

0 
«1 

_B.co8e^ 

Betrachten   wir  znnSchst 

den   Fall   der 

senkrechten 

Incidenz 

«^  =  «1  =  0®,  so  wird 

F^^Pin,    Q.^Qin,    B^^Bin, 

und  die  quadratische  Gleichung  V)  lantet 

?! 

daraus  folgt: 

Weiter  ergiebt  sich  nach  VI): 

2)  ^2  =  ^1- 

Aus  1)  und  2)  folgt: 

Die  neuen  Brennweiten  sind  den  alten  proportional,  und  eine 
Drehung  der  Brennebenen  findet  nicht  statt.     Bei  einer  Drehung 
des  einflEÜlenden  Bündels  um  Z  findet  eine  Drehung  des  gebroche- 
nen Bttndels  um  2^  statt,  dagegen  keine  Aenderung  der  Constitu- 
tion.    Das  gebrochene  Bündel  ist  nur  dann  homocentrisch,  falls  es 
das  einfallende  ist« 
Wir  betrachten  jetzt  die  Neigung  der  Beusch*schen  Brennlinien  gegen 
die  Haaptstrahlen   für   den  Strahlenttcher   in   der  Ebene  Zh^.     Dann  ist 
2  =  ^^s=90^  und  es  ist  nach  VIII): 

mithin  nach  VII):  ^^J«^'=0,    Sy^By^     ^ 

^0  So 

durch  Division  der  beiden  Oleichungen  ergiebt  sich  bei  Beachtung  von  1): 

3a)  cciö'^^n.cotö'. 

Analog  ergiebt  sich  für  die  Brennlinien  in  der  zweiten  Brennebene: 
3b)  cotd^  =  n,coi6^. 

Aus  1),  2)  und  3)  folgt: 

Dreht  man  im  einfallenden  Bündel  eine  Brennlinie  um  ihren 
Brennpunkt  derart,  dass  sie  immer  in  der  Brennebene  bleibt,  so 
beschreibt  im  gebrochenen  Bündel  die  entsprechende  Brennlinie  ein 
perspectiTisches  Strahlenbüschel  um  ihren  Brennpunkt,  während  alle 
anderen  Elemente  unge&ndert  bleiben.  Die  perspectiyische  Axe  der 
beiden  Strahlenbttndel  ist  die  Schnittlinie  der  zugehörigen  Brenn- 
ebene mit  der  brechenden  Flftche. 
Es  ist  hiernach  leicht,  die  Beusch'sche  Brennlinie  im  gebrochenen 
Bündel  zu  construiren,  falls  die  im  einfallenden  Bündel  gegeben  ist.        ina](> 

'  "  "Uigitized  by  VjOV^VIC 
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Wir   gehen   zur  Betrachtung   der   schiefen  Inoideni  über  and 
untersuchen  zunächst  die  Drehung  der  Brennebenen  bei  der  Brechung,   Es  ist 

Im  Allgemeinen  findet  somit  eine  Drehung  der  Brennebenen  statt;  auch  ist 
es  möglich ,  das  neue  Azimuth  ^^  geometrisch  nach  4)  zu  construiren.  Eine 
Drehung  findet  nicht  statt  für  ^^=0^  oder  ^^  =  90*^,  und  femer  ist 
^jt=^i  für 

^      So  — «0    cosei  +  cose^ 

Dreht  man  das  einfallende  Bündel  um  seinen  Hauptstrahl,  so  dreht  sieh 
auch  das  gebrochene  um  seinen  Hauptstrahl ;  die  Schnittlinie  entsprechender 
Brennebenen  beschreibt  dabei  einen  Kegel  dritten  Orades,  dessen  Spitze  im 
Einfallspunkte  liegt.  Jedoch  sind  die  Eigenschaften  dieses  Kegels  keine 
einfachen  mehr. 

Die  Brennweiten  des  gebrochenen  Bündels  sind  die  Wurzeln  der  Oleichang 

1       1  Pcos'e^  +  Qcos^e,      PQ-B^^^ 
'  7?     X  ncos^e^  n*co8^e^ 

Im  Allgemeinen  ist  das  gebrochene  Bündel  astigmatisch.  Es  ist  homocen- 
trisch,  falls  nur  reelle  Elemente  in  Betracht  gezogen  werden,  für 

man  kann  diese  Bedingungen  auch  so  schreiben: 

hiemach  ist  das  gebrochene  Bündel  homocentrisch  für 

2,    ^j  =  90^   ^cos^ei  =  XQCos^e^i 

3*     ^0  =  So9         C08*e^  =  cos^e^  (senkr.  Inoidenz). 

In  allen  übrigen  Fttllen  ist  das  gebrochene  Bündel  astigmatisch.    Die 
Gleichung  5}  lehrt  dann,  dass  der  Quotient 

x^liT"      ^^^ 
unabhängig  ist  von  ^j.    Hieraus  folgt,  und  dies  gilt  für  die  Brechung  in 
jedem  Nabelpunkte: 

Legt  man  durch  die  vier  Brennpunkte  der  beiden  Strahlen- 
bündel eine  Parabel  und  dreht  man  das  einfallende  Bündel  um  den 
Hauptstrahl,  so  bewegen  sich  im  gebrochenen  Bündel  die  Brenn- 
punkte so,  dass  die  genannte  Parabel  stets  durch  denselben  unend- 
lich fernen  Punkt  geht.  ^  t 
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Aas  GleichtiDg  S)  folgt  weiter 

=  r+p.eos2^^. 

Es  ändert  sich  also  bei  der  Drehung  der  Sirahienbandel  um  ihre  Haupt- 
strahlen die  Summe  der  neuen  Brennweiten,  wie  der  Radius  vector  der 
Fusspunktcurre  eines  Kreises  Tom  Radius  r,  falls  p  der  Abstand  des  Poles  P 
vom  Kreiscentrum  0  ist  und  2^|  den  Polarwinkel  gegen  die  Axe  FC  be- 
deutet. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Yerftnderungen,  die  im  gebrochenen  Bündel 
Yor  sich  gehen,  falls  im  einfallenden  die  Lage  der  Brennpunkte  sich  ändert, 
während  die  Brennebenen  dieselben  bleiben;  so  folgt  aus  5): 


Da  im  vorliegenden  Falle  P^,  Q^^  B^  homogene  Functionen  von  x^  und  i^ 
sind,  so  folgt,  dass,  wenn  Xq  und  £q  sich  so  ändern,  dass  ihr  Verhältniss 
immer  dasselbe  bleibt,  dann  sich  auch  x^  und  x^  so  ändern,  dass  ihr  Ver- 
hältniss constant  bleibt  Wir  erhalten  somit  zwei  perspectivisch  ähnliche 
Ponktreihen«  Auch  die  Lage  der  neuen  Brennebenen  wird  wegen  der  Re- 
lation 4)  bei  der  angenommenen  Verschiebung  nicht  geändert 

Es  mGge  nun  die  eine  Brennlinie ,  etwa  h^ ,  senkrecht  zur  Einfallsebene 
liegen,  also  h^  in  der  Einfollsebene,  dann  ist  ^|=s90^  und  die  erste  Brenn- 
ebene £h^  steht  senkrecht  zur  Einfallsebene.  In  diesem  Falle  findet  keine 
Drehung  der  Brennebenen  statt,  und  es  ist 

6)  a?,  =  So»^^'    a;,  =  a?on. 

Die  zu  «0  und  Xf  gehörigen  Brennpunkte  B^  und  A^  liegen  also  auf  einer 
Geraden»  die  parallel  ist  zum  Einfollsloth.  Für  den  Strahlenfächer  in  der 
Brennebene  £h^  ist  nun  ^  ="  ^i  =  90^.    Demnach  ist  nach  VIII) : 

und  nach  VII): 

Daraus  folgt  bei  Beachtung  von  6): 

7a)  cotif'^cati'.n-     '^'^J^^\^\    . 

«0  cortf  —  lo  «»»*e, 

Wir  bemerken,  dass  diese  Formel  f&r  e,  =  «i  in  3a)  übergeht.  —  Für 
den  Strahlenftcher  in  der  zweiten  Brennebene  £\  finden  wir  analog  fttr 

df/"<r,dy'"=o,   dx"=dx"=dx', 

fflithin  ist  naeh  VH):  ,,g.,.^^,  byGoOQlc 
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a  0?,  =3  —  «me,  .dx  +  cot6^»  — ^  case^.dx^ 

und  mit  Beachtung  Ton  6)  folgt: 

7b)  coti.^ ^^^     o     Isine.'-nBme.  +  ncose^^^^^^txasX 

Für  den  Fall  ej  =  c^  =  0®  geht  diese  Formel  in  3b)  über. 

Die  Formeln  7)  geben  die  Neigungen  der  Beu  seh 'sehen  Brennlinien  ftr 
das  gebrochene  Bündel.  Aus  7a)  folgt,  dass  für  £"=90^  oder  im  Falle  des 
homocentrisch  einfallenden  Bündels  j"»  90<>  ist;  für  a'«  0<^  ist  auch  ^=0^ 
Ebenso  ist  nach  7b)  für  J^esO^  auch  S^^O^.  Die  Neigung  der  Brenn- 
linien  im  gebrochenen  Bündel  bleibt  dieselbe,  falls  im  einfallenden  die 
Brennlinien  parallel  sich  selbst  derart  verschoben  werden,  dass  das  VerhSlt- 
niss  Xq  :  ^  einen  constanten  Werth  behftlt. 

Eine  andere  Frage  ist  die,  welche  Ver&nderungen  im  gebrochenen 
Bündel  Tor  sich  gehen,  falls  im  einfallenden  nur  eine  Brennlinie  parallel 
sich  selbst  verschoben  wird.  Aus  den  Formeln  6)  und  7)  folgt,  dass,  falls 
lo  sich  ändert,  dann  o^,  j",  8^  sich  auch  ftndem,  wtthrend  x^  constantist. 
Bei  der  Aenderung  von  x^  ftndern  sich  x^,  S"^  d";  dagegen  bleibt  x^^  con- 
staut.  Aus  der  Form  der  citirten  Gleichungen  erkennen  wir  unmittelbar 
folgende  Stttze: 

Verschiebt  man  in  einem  a  priori  astigmatischen  Strahlen- 
bündel» dessen  eine  Brennebene  mit  der  Einfallsebene  coincidirt, 
die  in  der  Einfallsebene  liegende  Beusch'sche  Brennlinie  parallel 
sich  selbst I  während  alle  anderen  Elemente  unge&ndert  bleiben,  so 
dreht  sich  in  dem  in  einer  Ebene  gebrochenen  Bündel  die  eine 
Brennlinie  um  einen  festen  Punkt  und  beschreibt  ein  projectivisches 
Strahlenbüschel  in  der  Ebene  senkrecht  zur  Einfallsebene;  die  in 
der  Einfallsebene  liegende  Brennlinie  des  gebrochenen  Bündels  um- 
hüllt einen  festen  Kegelschnitt.  Verschiebt  man  aber  im  ein&l- 
lenden  Bündel  die  andere  Brennlinie  parallel  sich  selbst,  so  tritt 
im  gebrochenen  Bündel  das  umgekehrte  ein :  die  vorhin  sich  drehende 
Brennlinie  umhüllt  einen  Kegelschnitt  und  die  vorher  umhüllende 
dreht  sich  jetzt  um  den  festen  Brennpunkt. 

Aus  Gleichung  7)  folgt  ferner,  dass,  falls  man  im  einüallenden 
Bündel  eine  Brennlinie  um  ihren  Brennpunkt  dreht,  dann  die  ent- 
sprechende Brennlinie  im  gebrochenen  Bündel  um  ihren  Brennponkt 
ein  projectivisches  Strahlenbüschel  beschreibt. 
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§2. 
VnterBnohnng  des  Valles  ^1  =  00. 

Dieser  Fall  umfasst  alle  diejenigen  Flächen,  deren  0 ans s'sches  Erüm- 
mnogsmaasB  den  Werih  Noll  bat,  also  vomehmlich  die  abwickelbaren  Fl&chen; 
specielle  FftUe  bilden  die  Gjlinder-  nnd  Eegelflftchen. 

Wir  ontersnchen  zun&chst  den  Fall  der  senkrechien  Incidenz  nnd 

bezeichnen  das  mittlere  Erttmmungsmaass  im  Einfallspnnkte  mit  k=:—' 

Wegen  der   senkrechten  Incidenz   sind   wir  berechtigt,    e  =  0   za  setzen; 

dann  ist 

3f=0,     Jf=Ä,     0  =  0; 

hieraus  folgt,  da  für  e,  =  e^  =  0® 

— V LL  ssnco9e,'^co8eo  =  n^l 

stne^  *  ' 

ist: 

P^=»Pin,    0,  =  tß  +  Ä(n— 1)}:»,    R^  —  R:n. 

I^i  Qy  R  sind   die  in  Formel  III)  definirten  OrCssen.    Jedoch  ist  zn  be- 
merken, dass  ^1  der  Neigungswinkel  von  Zh^  gegen  die  Ebene  des  ersten 
Haaptnormalsohnittes  ist,  da  wir  gemäss  obiger  Annahme  6  =  0  diese  Ebene     ^ 
als  Einfallsebene  angesehen  haben. 

Fttr  die  Neigung   der  Brennebene   ZiO^   gegen  die  Ebene  des  ersten 
Haoptnonnalschnittes  gilt  die  Beziehung 
Q^  .^o^  ^  (Io-a?o)gm20^ 

Im  Allgemeinen  findet  also  auch  schon  bei  senkrechter  Incidenz  eine  Drehung 
der  Brennebenen  bei  der  Brechung  statt.    Da  die  Formel  8)  auch  in  der  Form 

«n2^2 :  ««2(^2  —  O,)  =  g^  —  a?o  •  *^o^ 
geschrieben  werden  kann^  so  folgt,  dass  bei  der  Drehung  der  Strahlen- 
bflndel  um  die  Hauptstrahlen  die  Winkel  2^2  tiiid2(^,  — ^i)  sich  verhalten 
wie  zwei  Winkel  eines  Dreiecks,  deren  Gegenseiten  von  constanter  Länge 
sind,  während  die  Länge  der  dritten  Seite  variirt.  —  Nach  8)  coincidiren 
enteprechende  Brennebenen  fllr  ^j  =  0®  oder  -^1  =  90^  sowie  für  «  =  0 
oder  J  =  0. 

Das  gebrochene  Bündel  ist  im  Allgemeinen  astigmatisch;  nur  in  den 
Fällen  Pj  =  0j,  i?js=0  ist  es  homocentrisch,  also  für 

(5o-a^)«tw20i  =  0,    (So-iPo)co«2^i  =  Ä;(n-l)a?ofio- 
Diesen  beiden  Bedingungen  wird  genügt  in  den  Fällen 

1.  Xq==^,    hssO^    homocentr.  Brechung  in  der  Ebene; 

2.  d,  =  0,     *=(|o-a:o)--{*-l)«ofe; 

3.  ^,  =  90,  Ä  =  (^o-lo):(^-l)a^&.  DigitizedbyGoode 
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Bei  einer  eigentlichen  abwickelbaren  Flllche  kann  eine  homocentriBche 
Brechong  also  nnr  dann  stattfinden,  wenn  die  Brennebenen  des  einfiEkllenden 
Bündels  mit  den  Hanptebenen  coincidiren. 

Die  Brennpunkte  des  gebrochenen  Bündels  wandern  aof  Z^^  falls  das 
einfallende  Bündel  um  £  gedreht  wird.  Sie  bewegen  sich  so,  dass  sie 
stets  zum  Einfallspankte  und  einem  zweiten  festen  Punkte  harmonisch  liegen. 
In  der  That  liegt  der  genannte  vierte  harmonische  Punkt  in  einem  Abstände 

h  =  — ^-^  vom  Einfallspunkte.    Nach  Früherem  ist  aber 
ap|  +  a^ 

i  +  i  =  P,  +  öi  =  ^(:i  +  |  +  *(n-l)} 

unabhängig  von  '9'j;  somit  ist  auch  h  unabhängig  von  ^j. 

Dieser  feste  Punkt  ist  der  Brennpunkt  des  homocentrisch  gebrochenen 
Bündels,  falls  überhaupt  eine  homocentrische  Brechung  möglich  ist.  Geo- 
metrisch ist  dieser  Satz  evident,  da  zwei  Punkte,  die  sich  so  bewegen,  dass 
sie  zu  zwei  festen  Punkten  stets  harmonisch  liegen,  zusammenfallen,  falls 
einer  von  ihnen  mit  einem  der  festen  Punkte  zusammenfallt.  Analytisch 
lässt  sich  der  Satz  so  beweisen :  Es  sei  eine  homocentrische  Brechung  mög- 
lich, es  sei  etwa  nach  9)  .  . 

**'"-l       ^oSo 
der  neue  Brennpunkt  hat  dann  die  Abscisse 

X  =  nxo . 
Andererseits  liegt  der  vierte  harmonische  Punkt  im  Abstände 


»='•'■  U+i+""-'>l 


vom  Einfallspunkte,  und  für  den  citirten  Werth  von  k  folgt  h^nxQ^  was 
zu  beweisen  war. 

Nehmen  wir  das  einfallende  Bündel  wieder  von  beliebiger  Consiitation 
an,  setzen  aber  voraus,  dass  die  zweite  Brennebene  mit  der  Einfallsebene 
coincidire,  also  O^sQO^,  so  liefert  die  quadratische  Oleichung  der  Brenn- 
weiten die  Wurzeln 


10)  «i  =  n&,    a^: 


»goP» 


Da  x^  unabhängig  ist  von  pji   ^^^  Punktreihe  x^  aber  projectivisch  ist  sor 

Punktreihe  ^j»  so  folgt: 

Wird  ein  astigmatisches  Bündel  in  einer  Ebene  gebrochen ,  so 
ist  es  wieder  astigmatisch.  Biegt  man  nun,  senkrechte  Incidenz 
vorausgesetzt,  die  brechende  Fläche  so,  dass  eine  abwickelbare 
Flftche  entsteht  y  deren  Erzeugende  in  einer  Brennebene  liegt ,  so 
bleibt  bei  dieser  Biegung  die  Lage  des  einen  Brennpunktes  ins 
gebrochenen  Bündel  ungeftndert;  der  andere  Brennpunkt  beschreibt 
auf  der  Flttchennormalen  eine  Punktreihe,  die  projectivisch  ist  zur 
Beihe  der  Erümmungscentra.    Die  zum  erstgenannten  Brennpunkte 

uigitized  by  '^^:mvj\^wi\^ 


Von  Dr.  A,  Ahremdt.  109 

gehörige   Brennebene    steht    senkrecht   znm    ersten   Hauptschnitte 

(pssoo);   die   zum   zweiten  gehörige  Brennebene  liegt  im   ersten 

Haaptschnitte. 

Wir   gehen    nnnmehr   dazn  über,    das  Verhalten  der  Bensch'schen 

Brennlinien  bei  der  Biegung  der  brechenden  Fläche  zu  untersuchen.     Wir 

betrachten  znnSchst  den  Strahlenföcher  in  der  Ebene  l^  nnd  haben: 

Xq                                           x^ 
woraus  folgt:                                                 ,         j. . 
IIa)  eati-'^cati^'     ,      yo"go 

NShert  sich  die  Flftche  einer  Ebene,  so  wird 

Wird  die  FlSche  immer  mehr  gekrümmt,  so  ntthert  sich  a^  der  senkrechten 
Stellnng  gegen  den  Hauptstrahl  £^,     Aus  IIa)  folgt: 

Die  Brennlinie  a^  dreht  sich  bei  der  Biegung  der  Fl&che  um 
den  Punkt  x^^^n^  und  beschreibt  ein  Strahlenbüschel,  das  pro- 
jectivisch  ist  der  Beihe  der  Erümmungscentra. 
Für  den  Strahlenfftcher  im  ersten  Hauptschnitte  folgt  in  analoger  Weise 

IIb)       C0ti,r.n.C<4S,j^^^^^^—^^^^-^^ 

Für  Qi  =  CD  wird  cotöfSsn.cot8i\  für  ^^«=0  wird  j,  ss90^  Je  mehr  also 
die  brechende  Fl&che  gekrümmt  wird,  desto  mehr  sucht  die  Brennlinie  o, 
eine  senkrechte  Stellung  gegen  I^  einzunehmen. 

Einfache  Gesetze  für  die  Aenderung  der  Beusoh^schen  Brennlinien 
ergeben  sich  auch,  falls  wir  im  einfallenden  Bündel  die  Brennlinien  parallel 
sich  selbst  verschieben.     Aus  10)  und  11)  folgt: 

Verschieben  wir  h^  parallel  sich  selbst,  so  umhüllt  Oi  einen 
Kegelschnitt  und  a^  beschreibt  um  den  festen  Brennpunkt  A^  ein 
projectiyisches  Strahlenbüschel.  Bei  der  Parallelverschiebung  von 
5,  beschreibt  a|  um  einen  festen  Brennpunkt  ein  projectivisches 
Strahlenbüschel,  d^egen  ist  die  Bewegung  von  a,  keine  ein- 
fache mehr. 
Wir  verlassen  den  Fall  der  senkrechten  Incidenz  und  gehen  zur  schiefen 
Incidenz  über.     Dann  ist  nach  II): 

12)  M^k.sin^ij    N—Jccos^i^    O^k.sins.eose^ 

und  nach  IV): 

Kl       1  \   .   «.        ex  .  T    .  sin(ea''e,)l 
r-)5in^,.co«'^,.co5ß8  +  Ä«tnf.(»5f — V= — -im.cose^. 

^0       k^  *»»«1    uiizedby^OOgle 
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Die  Bedingungen  der  homocentrischen  Brechung  sind  wieder  Pi^Qt 
und  R^sssO.  Ist  das  einfallende  Bündel  homocentrisch,  so  ist  mithin  das 
gebrochene  homocentrisch  in  den  F&llen: 

1.  «  =  0®,  iro.si»(«j  — ei)  =  9.«in'ö|.(n'— 1), 

2.  «==90®,    afo.(»5*öi.sm(«2— ^1)  =  ^. «»•«!•  (1—n*). 

Es  muss  also  das  einfallende  Bündel  in  einem  der  Hauptschnitte  yerlaufen. 
Es  sei  das  einfallende  Bündel  jetzt  astigmatisch ,  verlaufe  aber  in  einem 
der  Hauptschnitte,  dann  ist  das  gebrochene  Bündel  homocentrisch  in  fol- 
genden vier  Fällen:  «  ,  .  /  x 

1.  ,^00,      ^,  =  00,      ^^h^^^  +  kcos^e,?!!^^^^ 

^  «0  So  ^^ 

2.  «  =  00,      O,  =  900.     ^:=^^  +  kcos'e,^^^^^^ 

*  €0  «0  ^^l 

4.      .  =  900,    ^^„900,    f2^«f?^+j?!?KäZ^^ 

«^0  So  «w»«i 

Aus  diesen  Gleichungen  ersehen  wir,  dass,  falls  ein  Hauptnormalschnitt 
Einfallsebene  ist  und  eine  Brennebene  mit  der  Einfallsebene  coineidirt,  di« 
Brennweiten  des  einfallenden  Bündels  stets  so  gefunden  werden  kCnnen, 
dass  das  gebrochene  Bündel  homocentrisch  ist.  Die  in  der  dritten  Colomne 
stehenden  Gleichungen  stellen  vier  Hyperbeln  dar,  die  paarweise  identisch  sioi 
Wir  untersuchen  zunächst  den  Fall  «  =  0®  näher,  auch  f&r  den  Fall 
der  astigmatischen  Brechung.  Im  Allgemeinen  haben  die  neuen  Brennebenen 
andere  Inclinationen  gegen  die  EinflEÜlsebene ,  als  die  alten;  nur  itlr  d|  ==  0^ 
und  ^j  es  90®  bleiben  die  Inclinationen  dieselben.  Im  Folgenden  soll  der 
Fall  6  =  0°,  ^j  =  0»  untersucht  werden;  der  Fall  «  =  0*,  dj  =  90«  bringt 
dann  nichts  Neues.    Nach  13)  ist 

mithin  j  .       _^*'  **^*>      ^ 

14)         «,=n:|-T-  +  Ä — ^ -U    x^^nxQCos^e^icos^e^. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  ersieht  man ,  dass ,  falls  der  Brennpunkt  B^  aaf 
£  Terschoben  wird,  der  Brennpunkt  A^  auf  2*^  eine  perspectivisch  ähnliche 
Punktreihe  beschreibt.  Demnach  ist  die  geometrische  Construction  von  Af 
für  eine  gegebene  Lage  von  B^  einfach. 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  geometrische  Construction  von^i  als 
entsprechenden  Punkt  von  Bi .  Denn  nach  der  ersten  Gleichung  14)  ist 
die  Reihe  der  Punkte  Ai  perspectivisch  ähnlich  der  Reihe  der  Punkte  Bi- 
Das  Perspectivitätscentrum  ist  aber  das  Erümmungscentrum  der  brechenden 
Fläche.  Denn  nehmen  wir  die  Flächennormale  zur  Aze  der  y,  die  Gerade, 
in  der  die  Einfallsebene  die  brechende  Fläche  schneidet,  zur  Aze  der  x,  so 
sind  die  Coordinaten  von  B,  und  Ä,  f^r\r\n 
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x'^^QÜOse^, 


y 
y" 


60  «wie,; 


and  die  Gleichtuig  der  Geraden  ^1^1  ist 

^«•»(e^  — ei).(ötwrcjflp  — m«iy  +  n^wnej)  +  »9mei(ö05e^— f»(»5C|)s=0. 
Diese  Gerade  geht  ftlr  jeden  Werth  von  ^  durch  den  Punkt 

»  =  0,    X  eo$e^  —  y sine^  +  n^  «inei  =  0, 
oder  durch  den  Punkt  «.  — n      «i  — ^ 

d.  h.  durch  das  Erfimmungscentrum  C.    Ist  Bj  gegeben,  so  ist  demnach  A^ 
der  Schnittpunkt  Ton  CB^  mit  £^. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  in  welchem  die  Einfallsebene  mit  dem 
iweiten  Hanptnormalschnitie  zusammenfUlt,  wo  also  8  =  90^  ist.  Im  All- 
gemeinen findet  auch  hier  bei  der  Brechung  eine  Drehung  der  Brennebenen 
statt,  nur  nicht  in  den  FttUen  ^i^sO^  und  d^esSO^.  Wir  betrachten  wieder 
nur  den  Fall  d,  =  0^,  da  der  andere  dann  nichts  Neues  bringt.  FOr  diese 
BeschrSnknngen  ist 

und  mithin  sind  die  Brennweiten  des  gebrochenen  Bündels 


15) 


a?i  =  «Sof     ^■ 


Aus  der  ersten  Gleichung  folgt,  wie 
bei  Formel  6),  dass  die  Brennpunkte 
jBi  und  ^1  gleichen  Abstand  von  der 
FlSchennormale  haben ;  die  Construc- 
tion  Ton  A^  ist  somit  einfach.  Die 
SQgehOrigen  Brennebenen  liegen  im 
zweiten  Hanptnormalschnitte.  -~  Die 
zweite  Gleichung  lehrt,  dass  die  Punkt- 
reihe A^  perspecÜTisch  liegt  zur  Punkt- 
reihe B^.  Die  Construction  des  Cen- 
trums C  der  Perspectiyitftt  ergiebt 
sich  aus  der  Correspondenz  der 
Werthepaare  , 


-H>  =  oo,    «,  =  9 


«i  =  <»i    «b^*? 


L^  man  also  durch  das  gesuc^^ 
Centrum  (7 Parallelen  in  £  und  2^, 
so  schneiden  diese  auf  der  Fl&chen- 
normale  Strecken  Ton  den  Lftngen 


01f=  Q.cos^e^ 
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ab.  Die  Constraction  von  C  ist  daher  die  folgende:  Man  projioire  das 
Erttmmnngscentnim  K  nach  K^  anf  Z^^  und  K^  nach  L  auf  OIT;  anderer- 
seits projicire  man  K  nach  K^  auf  2,  und  K^  nach  M  auf  OK.  Zieht  man 
dann  LC/I Z  und  MC/lZ^^  so  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden 
der  gesuchte  Fixpunkt  C.  Hat  man  C  construirt,  so  findet  man  zu  jedem 
Brennpunkte  B^  leicht  den  entsprechenden  Brennpunkt  A^^  da  beide  Brenn- 
punkte mit  C  in  einer  Oeraden  liegen.     (S.  umst.  Figur.) 

Sehr  einfach  gestalten  sich  nun  im  gebrochenen  Bündel  die  Verände- 
rungen, die  ihren  Ursprung  in  der  Biegung  der  brechenden  Fl&ohe  haben. 
Wir  denken  uns  ^en  Vorgang  so,  dass  die  Constitution  des  einfallenden 
Bündels  ungeändert  bleibt,  dass  aber  die  Einfallsebene  eine  Hauptebene  sei 
und  dass  eine  Brennebene  mit  der  Einfallsebene  coincidire.  Dann  denken 
wir  uns  die  brechende  Flttche  gebogen,  und  zwar  so,  dass  die  Normale  die- 
selbe bleibt,  und  ebenso  die  Lage  der  Hauptschnitte.  Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen ändern  sich  die  Brennweiten  im  gebrochenen  Bündel,  dagegen 
nicht  die  Lagen  der  Brennebenen. 

Wir  untersuchen  zunächst  den  zuletzt  betrachteten  Fall  cs=90^  und 
d^BsO^    Es  war  nach  15): 

Wir  sehen  hieraus,  dass  bei  der  Biegung  der  brechenden  Fläche  sich  %^ 
nicht  Sndert,  dass  also  der  Brennpunkt  A^  an  seiner  Stelle  bleibt  Dagegen 
ändert  sich  o^;  A^  bewegt  sich  auf  2^  und  zwar  so,  dass  A^K^  d.  h.  die 
Verbindungslinie  des  Brennpunktes  mit  dem  Ejrümmungscentrum  sich  um 
einen  Fizpunkt  C^  dreht. 

In  der  ersten  Hauptebene  sind  die  Verhältnisse  ganz  analog.  Für  c  =  0, 
lO^jSsO  war  nämlich  gefunden 

Bei  der  Biegung  der  brechenden  Fläche  ändert  sich  also  a;^,  dagegen  x^ 
nicht.  Wie  ersichtlich,  ändert  sich  x^  so,  dass  ^iZ" stets  durch  einen  festen 
Punkt  geht.  Aus  früheren  Untersuchungen  folgt,  dass  dies  der  Punkt  B^ 
sein  muss ,  der  ja  bei  der  Biegung  fest  bleibt  Wir  sind  somit  im  Stande, 
für  jede  Krümmung  der  Fläche  den  Brennpunkt  A^  zu  construiren. 

§3. 
Untersuchung  der  Brechung  in  einer  beliebigen  Fläche. 

Bei  der  folgenden  Betrachtung ,  die  also  die  firüheren  ab  SpeoialMe 
umfasst,  soll  die  senkrechte  Incidenz  näher  untersucht  werden;  von  der 
schiefen  Incidenz  werden  nur  einige  specielle  Fälle  betrachtet;  insbesondere 
wird  gezeigt,  dass  sich  auch  hier  geometrische  Constructionen ,  ähnlich  den 
früheren,  ausführen  lassen.  f^  i 
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Da    bei   der   senkrechten  Incidenz   der  Hanptstrahl  Z  mit   der 

Fischennormale  identisch  ist,  so  kann  man,  ohne  dass  dies  eine  weitere 

Specialisirang   des  Problems  ist,  die  EinfaUsebene  als  im  ersten  Haupt- 

schnitte  gelegen  annehmen;  dann  ist 

und  daher  wird 

_.      co^^i  ,  m*^i  ,  n— 1 
nP,«— — i  +  --^  +  — — » 

«0  So  Qi 

16)  «o^=!<?^.+£2^+IL::l, 

^0  So  Qi 


Nach  der  allgemeinen  Formel  fdr  die  Neigung  &^  der  ersten  Brenn- 
ebene des  gebrochenen  Bündels  gegen  die  Einfallsebene  ist 

Diese  für  die  Brennebenen  charakteristische  Orösse  d  hat  eine  interessante 
Eigenschaft.  Betrachtet  man  nämlich  das  einfallende  Bündel  in  seihen  beiden 
Hauptlagen  ^^  =  0  und  O^  =  90^,  so  gehören  zu  diesen  beiden  Haaptlagen 
zwei  Paar  Brennpunkte  im  gebrochenen  Bündel.  Es  Ifisst  sich  nun  zeigen, 
dass  das  Doppelverhältniss  dieser  yier  Brennpunkte  gleich  J^  ist.  Für 
^1=0^  ergiebt  sich  nttmlich  nach  16)  und  V): 

^^^  '^^"■p,  +  (n-l)&'    '^«-p.  +  (n-l)a;o' 

und  für  ^,  =  90«: 

'^^  '^^"•^,  +  (n-l)Jo'     "^»^^.  +  (^1-1^ 

Bilden  wir  aus  17)  und  18): 

X  1  — Xj    aj|  —  x^ 

7?  7"  •      //  0    f 

X  2"~*1     «^  S  —  *8 

80  folgt  für  dieses  DoppelverhÜiniss  der  Werth  /fi^  und  dies  war  zu  be- 
weisen. 

Im  Allgemeinen  findet  bei  der  Brechung  eine  Drehung  der  Brennebenen 
statt;  ausgenommen  sind  die  Fälle  J  =  Oj  sowie  '^j  =0'^  und  '&i=>90°. 
Der  Gleichung  ^  =  0  wird  genügt  durch 

1.  n=l,  keine  Brechung; 

2.  pjspy,  Brechung  in  einem  Nabelpunkte; 

3.  a?o  =  0  oder  lo  =  0. 

Die  Brennweiten  des  gebrochenen  Bündels  sind  im  Allgemeinen  nicht 
rational  darstellbar;  sie  sind  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  V). 
Jedoch  gilt  der  Satz,  dass,  wenn  wir  uns  das  einfallende  Bündel  um  2 
gedreht  denken,  dann  die  Brennpunkte  um  Z^  sich  so  yerschieben,  dass  sie 
stets  zum  EinfietUspunkte  und  einem  andern  festen  Punkte  harmonisch  liegen.  T^ 

UigitLzed  i)\/  "^^JVJVJW IV^ 
Z«itMhrlft  f.  Mathematik  n.  Physik  XXXYI,  2.  SO 
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Denn  der  vierte  harmonische  Punkt  zum  Einfallspunkte  und  zu  den  Breiin- 
Punkten  liegt  im  Abstände 

Yom  Einfallspunkte.     Nun  ist 

unabhängig  yon  •^p  also  auch  h. 

Wir  untersuchen  die  Bedingungen  für  die  Homocentricit&t  des  ge- 
brochenen Bündels.     Dieselben  sind  P^=sQ^^   /?r=0,  also 

Diesen  Bedingungen  wird  genügt  durch 

1.  ^1  =  0^      (&-aJo)p,c^  =  (n-l)(^i-p,)«oSo; 

2.  ^,=900,     (iro-So)(»i^i=(w-l)(^i-P8)«blo; 

3.  a?o  =  £o»  Pi  =  P8» 

Eine  homocentrische  Brechung  kann  also  stattfinden  in  einem  Nabelpunkte, 
falls  das  ■einfallende  Bündel  auch  homocentrisch  ist;  bei  einer  beliebigen 
Fläche  aber  nur  dann,  falls  die  Brennebenen  mit  den  Hauptebenen  coinci- 
diren  und  die  ursprünglichen  Brennweiten  sich  wie  die  Ordinaten  und  Ab- 
scissen  gewisser  Hyperbeln  yerhalten. 

Zum  Schlüsse  untersuchen  wir  noch  kurz  das  astigmatische  Bündel, 
das  durch  Brechung  eines  homocentrischen  entsteht.  Die  Brennebenen  des- 
selben coincidiren  mit  den  Hauptebenen;  denn  es  ist  für  Xq  =  ^  nach  16): 

n/>,  =  --+ »     nOi=--  + »     nÄi  =  0, 

und  daher  wird 

Die  Brechung  ist  homocentrisch  für  x^ssQ  oder  ^j«=p^.  Wird  der  Objeci- 
punkt  des  einfallenden  Bündels  verschoben,  so  verschieben  sich  die  Brenn- 
punkte auf  ^1  derart,  dass  sie  projectivische  Punktreihen  beschreiben;  rückt 
das  Object  in  unendliche  Ferne,  so  ist 

n  n 

Bei  der  schiefen  Incidenz  beschränken  wir  uns  auf  die  üntersach- 
ung  des  Falles,  wo  eine  der  Hauptebenen  Einfallsebene  ist  und  wo  eine 
der  Brennebenen  mit  der  Einfallsebene  coincidirt.  Unter  diesen  Voraas- 
Setzungen  findet  eine  Drehung  der  Brennebenen  nicht  statt 

Es  sei  zunächst  €  =  0^  und  •d^^sO^;  die  erste  Hauptebene  sei  also  die 
Einfallsebene  und  die  erste  Brennebene  möge  mit  ihr  coincidiren.   Dann  bt 

M=\:q,,     N=1:q^,     0  =  0, 
also :  1^^  T 
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1         l^fe,-.,)^ 

Die  Brennweiten  im  gebrochenen  Bündel  werden  hiemach 
jm  *^  — , loP^^ngg ^   j.  _  agoP|ft)3*gimgg 

Wir  ersehen  aus  den  Gleichungen  19) ,  dass  sich  in  diesem  Falle  die  früheren 
Constmetionen  wieder  anwenden  lassen.  Die  erste  Gleichung  ist  dieselbe; 
wie  14),  die  zweite  dieselbe,  wie  16);  die  bei  den  genannten  Gleichungen 
gegebenen  Constmetionen  gelten  also  auch  hier,  —  Für  die  übrigen  Special- 
fXLle  lauten  die  Gleichungen: 

s=0\   ^1  =  90«: 
20)    X  = Ipgi  gQ^^i  ^^^%  *Äo  = x^Q^sine^ 

«  =  90«,  O,  =  00: 

^  =  900,    ^,  =  90«: 

^  *'       ^2  (»«'e2^**^i  +  &)**'*(^«~^i)  '      p,  «ine, +iro5ifi(e2  — gj) 

Die  aoht  Formeln  19)  bis  22)  lassen  sich  in  zwei  Gmppen  theilen;  den  mit 
einem  Sternchen  yersehenen  entspricht  eine  Constmction,  wie  sie  bei  Gleich- 
tm^  14)  angegeben  wurde;  der  Fixpunkt  ist  ein  Erümmungsoentrum  der 
brechenden  FlSche.  Den  übrigen  Gleichungen  entspricht  eine  Constmction, 
wie  sie  bei  Gleichung  15)  angegeben  wurde;  der  Fixpunkt  C  liegt  nicht 
mebr  im  Krümmungsmittelpunkte.  Es  finden  also  die  bei  ab?nckelbaren 
FlScben  gegebenen  Constmetionen  mutatis  mutandis  auch  bei  beliebigen 
Flftcben  Anwendung. 

Rostock,  im  Mai  1890. 


Digitiz^kby 


Googk 


Kleinere  Mittheilungen. 


yn.  Bemerkung  zur  Theorie  der  linearen  Düferentialgleiehnngi- 

Systeme. 

1.  Die  folgende  Bemerkung  erstreckt  sich  nur  auf  lineare  Systeme 
(nicht  homogene)  mit  constanten  Coefficienten.  Für  das  allgemeine  der- 
artige System  werde  die  Form  gewählt: 


Die  Aiß  sind  constant,  die  fi{x)  heliebige  Functionen  yon  x.     Setzt  man. 
wie  es  in  Forsyth's   ,A  Teatise  on  Differential  Equations^,   Chi^ter  III 

d  d^  d^Vi 

geschieht,  ^  =  A  ^  =  ^^  -^+P'yx'=i^+P)ny  so  nimmt  1)  die 

Form  an: 

2)                         ^«    yi+('^  +  ^a8)y«  +  ---+               ^2nyn  =  fi{x), 
•     •• » 

Werde  femer  gesetzt: 

■«gl»  ■^  +  -^M»    •••»  -^2« 


3) 


/*  =  «,  + «,D  +  «jD» +  ... +D", 


■^nl»  -"»2)    •••»   -Dt^«»« 

Dann  werden 

die  Unterdeterminanten  der  Glieder  -«iia,  ^2i,  ...,  -^«a  des  zf  sein  und  alle 
Coefficienten  der  D- Potenzen  m  J,  Jn,  ...,  zLi  sind  bel^nnte  Constanten. 
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Unterwirft  man  die  Gleichungen  2)  der  Beihe  nach  den  durch  z/jji, 
^21»  •••)  ^ni  angedeuteten  Operationen,  so  hat  man  durch  Addition  aller 
Gleichungen : 

+  {  As  ^li  +  i^+^n)  ^21  +  •  •  •  +  ^«2  ^nx\  y% 

+  {  A\x   Ax+  ^21  ^%X  +  "*+  ^nX  ^nX\yX 

+  \  Axn    dn+  ^2n^2l  +  ---+(2>+^n«)^«i|yn 

=  ^11  fM  +  -^2i^,(«) +•••+ ^«i/;.(«). 

Das  vor  y^  stehende  Symbol  ist  aber 

I(-Z>+-^ii),  ^12,    .-.1   ^li-I,    (■Z>  +  -^ii),    -^u+i?   •••>  ^In 

-^«l)»    (-Ö  +  ^m)!    •••»    ^2a-l,  ^81»     ^21  +  1,     ...,  ^2n 

setzt  sich  also  additiv  susammen  aus  Gliedern  von  der  Form  (v2>^— v2>^) 
und  da  (v2>  — vD^)^  =  0,  so  macht  es  die  Function  y^  zu  Null.  Das 
Gleiche  gilt  für  y%>.*yx-\^  ^i+i*  •••>  Vnf  so  dass  man  erhttlt: 

4)  ^iyx^AxU{x)  +  Axftip)  +  -'  +  ^nXfn{x). 

Wenn  nun  entwickelt  wird: 

BO  ist 

(^0 + c^i  -D + .  •  •)  («0^  +  «1  y + «2/+  •  • '  +y^"0 = y 

und 

d.  h.  z/  und  --  sind  inverse  Symbole  und  es  ist  ^("7^1  =*-7(^y)  =  y. 
Also  hat  man 

oder  anders  geschrieben: 

2)+y^,j,  ^18,  ...»  ^ia-i>/i(«),  ...»  -^i» 

^211  ^-^^n^  '"7  ^24-1 1  /i(a^)>  ...»  -'^2« 


1 


-^21»    x?+'«22>'"»  "^211 


^nl,  -^»2»...,  ^2-1  •   /nW,  •..,    B-^  A^n 


Man  kann  also  y^  ^^  Form  6)  aus  2)  ableiten,  wenn  man  die  Gleichungen 
2)  als  gewöhnliche  lineare  auflöst,  und  durch  Auswerthung  der  Determinanten 
in  6)  ergiebt  sich  dann  y^  in  Form  5). 

Seien  nun  in  5)  fUr  ^\x^  ...,  z/„i  deren  Entwickelungen  nach  D-Po- 
tenzen  eingesetet,  bo  hat  man:  u,g,„zea.yGoOQle 
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yi  ist  also  additiv  aus  Ausdrucken  von  der  Form  -—  f{x)  zasammengOBeixt 
Die  Auswerthung  von  -7  A^)  ist  in  obengenanntem  Werke  von  Forsyth, 

Chapter  III  angegeben  und  ist  immer  leicht  durchführbar,  wenn  f{x)  eine 
beliebige  aggregative  und  multiplicative  Zusammensetzung  von  ganzen  Func- 
tionen, von  Functionen  e^',  9innx^  cosnx  ist    y  =  -Tfi^)  ^^^  ^^^  P^' 

kuläres  Integral  der  Differentialgleichung  Ay=^f{x)^  so  dass  also  yi  in  7) 
auf  diesem  Wege  als  partikulftres  Integral  des  Systems  1)  gewonnen  wird. 

Es  Ittsst  sich  jetzt  aussprechen: 

Ein  partikuläres  Integralsjstem  eines  nicht  homogenen 
linearen  Differentialgleichungssjstems  mit  constanten  Coeffi* 
cienten  wird  gefunden,  wenn  man  das  System  symbolisch  anf 
die  Form  gewöhnlicher  linearer  Gleichungen  mit  n  Unbekann- 
ten bringt,  diese  auflöst  und  von  der  symbolischen  Form  be- 
freit. Diese  Methode  führt  immer  zum  Ziele,  wenn  im  gegebe- 
nen Systeme  die  von  den  Unbekannten  freien  Glieder  aggre* 
gativ  und  multiplicativ  zusammengesetzt  sind  ans  ganxes 
Functionen,  e**,  smnx^  cosnx, 

Beispiel.     Gegeben  sei 

^  =  -  y,  +2y,+  \y,  +  x^^x, 

^ 3y,-y2   +üys  +  ^^ 

Man  schreibt  dafür: 

(D  +  l)y,-         2^,-         fys  ==«*-«, 

2y,  —  4yj  +  (2)  — 1)^3  =  «^»  — ma?. 

Jetzt  hat  man  sofort:  f^ r^ry.^\r> 
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9i  = 


y«= 


1 


D  +  l,    -2,     -I 
3,      D  +  1,  -s| 
2,       -4,   D-1. 


1 


D+1,    -2,     -  + 
3,     D+1,    -li 
2,      -4,    D-1 


«*-*,        -2,     -f 
e»',         D  +  1,   -fl 
oos«  — «m«,    —4,    D  — 1 


D  +  1,      «»-«,        -4 

3.  e»',  -H 

2,     cosx  —  sinx,  D  — 1 


=  7^yi, 


=^^y„ 


%= 


D+1,    -2,       ««-« 
3,     D  +  1,  ««* 

2,      —4,    cosx  —  sinx 


T^ys- 


D+1,    -2,     -f 
3,     D  +  1,    -H 
2.      -4,    D-1 
Nun  rechnet  man  nach  gewöhnlicher  Regel  aus: 
D  +  1,    -2,   -4 
d=      3.     D+1, -H 
2,      -4,  D-1 

!>^-X,        -2,    -4 
^y,=         e»-  D  +  1, -H 

cosas- st«»,    —4,  D  — 1 
+  {iD  +  il){co8x-sinx)  =  S^(?'  +  lLeosx-?^smx  +  2  +  ^x 

_  57 -« 

D  +  1,      ««-*,         -4  -'^' 

^y,=       3,  e»*,  -II   =-{3D  +  ^){x*-x) 

2,     eos»  — sin«,  D  — 1 

+  (H-»+T^)(«»»«-«»««)  +  (^*++)«*' 

=  Me«' -  r» «js«  -  J^  sin»  +  3  -  M»  -  4-»», 

D+1,    -2,        «»-« 


=  1-D  +  D»  +  D», 

(D»-lJL)(a5«-«)  +  (2D+|)e«- 


^y,= 


3.     D  +  1, 


,«* 


=  -(2D  +  U){a^-x)  +  4De«^ 
2,      —4,    cosx  —  tinx 
+  (D»  +  2D  +  7)  (fos«  -  st««)  =  8e«*  +  4  «w«  -  8  s»««  +  2  +  10« 

-14«». 
yi>  y*»  ys  sind  nnn  ermittelt,  sobald  die  Symbole  berechnet  sind: 

—  «**    —eosx,  —sinx  nnd  -jla  +  lJx+y«*}, 

wo  K,  ^,  y  bekannte  Constanten  sind.     Sei  J  =  F(D)  gesetzt,  so  gilt  nach 
Forsyth  der  Satz: 


—  e"= -1— c»*  =  ««*  — ?— — 

^  F{D)  F(D  +  2) 


F{D  +  a) 


l  =  e«' 


l-(D+2)  +  (D+2)''+(D+2)» 


1 


''•ii+..i)+^i>>H^-'-'''w+*.^+'.^t;,;;i'.m-ogie 
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Ferner: 


Endlich  ist: 

=  (l  +  D  +  2D»  +  ...)(«+i?«  +  yaJ«)  =  («+/5)  +  (/5  +  2y)a?  +  yx«. 
Es  ist  also: 

^{«  +  /Ja?  +  ya^}=(«  +  «  +  (/?  +  2y)fl?  +  ya?^ 
Mit  Benützung  dieser  Gleichnngen  erh&lt  man: 

yj  =  l-l^e«'- ^5ina?  -  Ifco^a?  +  IJ.  -  A^jr  -  ^Ä«, 

y,  =  ^e«*  -  2  ^a;  -  4  cos%  +  12  -  18«-  14««. 

Durch  Einsetzen  ins  gegebene  Sjstem  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  ein 
richtiges  partikuläres  Integralsjstem  gefunden  und  damit  auch  das  allgemeine 
Integralsjstem  leicht  herstellbar  ist. 

2«  Die  im  vorigen  Abschnitte  allgemein  entwickelte  Methode  erlaubt 
nun,  auf  einfache  Art  die  Form  des  allgemeinen  Integralsjstems  eines  nicht 
homogenen  linearen  DifEerentialgleiohungssjstems  mit  constanten  Coefficienten 
fttr  den  Fall  zu  untersuchen,  dass  die  yon  den  abhängig  Veränderlichen 
freien  Glieder  lauter  ganze  Functionen  yon  x  sind» 

In  ^ 

■^  =  -^11^1-^1«*« -^i«y«  +  /iW, 

seien  also  die  f|(a;),  ...,  fnis'^)  &II08  ganze  Functionen  und  9^  sei  die  höchste 
vorkommende  os- Potenz,  dann  ist 

9)  yi  =  j  l^u  /i(a?)  +  ^2z/i(a?)  +  .--  +  ^„z/;(a?)j 

(wo  A  =  1,  2,  3,  .. .,  n)  ein  partikuläres  Integralsystem.   Wenn  geaetst  wird 

-^W    ""12     •••     -"1« 
^21     -^22      •'•     -^211 


-«nl    >*n2    •••     ^nn 
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so  wird  äii,22,...,^M  aus  d  entstehen,  wenn  in  d  Reihe  und  Colonne  der 
Gliederen,  ^28  9  ••*>  '^^m  unterdrückt  wird  und  27dii,2?,..,,^^  wird  die  Summe 
aller  dn,...,^^  sein,  wenn  unter  11,  22,  ...,  nn  alle  Combinationen  11, 
^1  •••»  ^f*  gebildet  werden.  Zur  Determinante  dsX,n^n,.,.,uß  wird  man 
durch  Unterdrückung  der  Beihen  und  Colonnen  der  Glieder  ^«il,  ^n, 
A^,  .,.^AfM,f^  gdangen,  wobei  aber  ^ea  und^ix  auszulassen  ist.  Die  Be- 
deutung von  27del,ii,...,^^  ist  dann  ersichtlich.     Es  ist  z.B. 

Nnn  ist  offenbar: 
und 

•     •••...•••••••••.•• •••) 

^ii^dn+Zdix,nD  +  Zdxx,xunI)^+^-+£dxx^i\,.,,,n^in.iI^''-'''\'I>^-\ 


—2 


Nun  ist  —  nach  D- Potenzen  zu  entwickeln,  so  dass  man  hat: 

wo  die  Grössen  a^,  a^,  ...,  Op  sich  aus  den  Gleichungen  bestimmen: 

d.ao  =  l, 
jQx  d.ai  +  2:(lii. 00=0, 

'  d.a8  +  2:da-öi  + -2^*1.22. ao  =  0, 


Jetzt  ergiebt  sich  aus  9)  mit  Einsetzung  der  für  --r«  /fu,  z/ai,  ...,  ^^nji ge- 
fundenen Werthe: 

Das  System  8)  hat,  wenn  aus  10)  die  Werthe  ag,  aj,  ...,  üp 
berechnet  werden,  ein  partikuläres  Integralsjstem: 

f(aa^du,n,22  +  ai2;(f,;i,,i +  0,  du)  f;(aj)+...4.(ao2;(l„  2.11,22  + 
f(ao^*2,ii,...,PP  +  --  +  flpdu)/i^P)(a;)+...+  (ao-Sd„;i.ii,..,pp  +  ...^ 

wo  X=  1,  2,  3,  ...,  n  ist. 

Da  sich  das  allgemeine  Integralsjstem  des  zu  8)  gehörigen  reducirten 
Systems  in  allgemeiner  Darstellung  angeben  lässt,  so  ist  hiermit  auch  eine 
Darstellung  des  allgemeinen  Integralsystems  des  Differentialgleichungssystems 
8)  in  allgemeiner  Form  gewonnen.  r^^/-.r^T/> 
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Sei  insbesondere  das  System  vorgelegt: 


11) 


Anyn-¥f{x), 


dx 


=yi. 


dx  -^»' 


wo  f{x)  eine  ganze  Function  p^^  Grades, 
Es  ist  far  diesen  Fall: 

-1,    0 0,       0 

d=     0,    -1,  ....    0,       0 


also: 
femer: 


0,      0, 


-1,    0 


^= 


-l,    D+0, 
0,        -1, 


0. 
0, 


0 

0    ; 


0,  0, 


endlich: 


n' 


..,     -1,  D+O' 

:0,      ... 


12) 


f,{x)==f{x),  f,{x)  =  f,ix)  =  ...  =  /•„(«)  =0. 
Die  Gleichungen  10)  nehmen  die  Form  an: 

^«.00=3  1, 


und  es  ergiebt  sich  als  partikuläres  Integralelement  yon  11): 

13)  yn^aof{x)  +  a,r{x)  +  a^rix)  +  .^.  +  apf(p){x). 

Für  das  System  11)  lässt  sich  aber  die  Differentialgleichung  setzen: 

14)  ^+At^^+"'+^yn^m. 


da;"         "  dxn-^i 

Es   hat  sich   also   aus  dem  oben  entwickelten  allgemeinen  Satze  als  guu 
specieller  Fall  der  bekannte  Hermite'sche  Satz  ergeben: 

Wenn  die  Grössen  Oq,  a^,  ...,  üp  aus  12)  bestimmt  werden, 
so  ist  13)  partikulares  Integral  der  Differentialgleichung  14), 
wenn  f{x)  eine  ganze  Function  p^^^  Grades  ist 

Offenbar  ist  die  Darstellung  eines  partikulären  Integralsystems  zu  8^ 
in  der  oben  gegebenen  Form  nur  giltig,  wenn  d=|=0. 
Sei  nun  d  =  0.    Dann  ist 

j.^ 1 ^J_  1 

J       i:d^iD+Zdu^rtD^  +  ..'       D'-5:d,i  +  2:dn,2,D  +  ... 
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jjT  =  D~^  ist  aber  das  inverse  Symbol  zu  />,  bedeutet  also  eine  Quadratur. 

Es   treten   also  in  das,   auch  fttr  diesen  Fall  leicht  herstellbare  Integral- 
sjstem  zu  8)  Quadraturen  der  Functionen  fi{x) ..,  fn{x)  ein. 

Sei  endlich  d=:0,   Zd^^^O^  ^<Iii.m  =  0,  ...,  2?(fij,...,^^  =0,  so  ist: 
J_^ ^__ 

Es    treten   also   hier  ins   Integralsystem   die  Quadraturen   der   Functionen 
fi{x)^  ••.,  fn(x)  bis  zur  (/A  +  l)-fach  iterirten  ein. 

Nennt  man  nun  eine  aus  d  entstehende  Determinante,  wenn  die  {n  —  v) 
ersten  Diagonalglieder  mit  ihren  Reihen  und  Colonnen  unterdrückt  werden, 
der  Earze  halber  Determinante  v^*^  Grades,  so  sieht  man  leicht,  dass 

(1  =  0,   Zdij  =  0,  2;dn,33s=0,  ...,  £dti^n,..,,nß  =  0 
dann  und  nur  dann  erfüllt  sind,  wenn  im  Schema  der  constanten  CoefQ- 
cienten  in  8)  alle  Determinanten  vom  n^^'^  bis  zum  (n  — ^)*^  Grade  ein- 
schliesslich verschwinden. 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  lassen  sich  nun.  so  zusammenfassen: 

Für  ein  nicht  homogenes,  lineares  Differentialgleichungs- 
System  mit  constanten  Coefficienten,  dessen  yon  den  abhängig 
Yerftnderlichen  freien  Glieder  lauter  ganze  Functionen  von  x 
sind,  setzt  sich  das  allgemeine  Integralsystem,  das  ste^s  in 
allgemeiner  Form  herstellbar  ist,  additiv  zusammen  aus  dem 
allgemeinen  Integralsysteme  des  reducirten  Systems,  jenen 
Functionen  von  x  und  lediglich  deren  Ableitungen,  wofern 
nicht  die  Determinante  der  constanten  Coefficienten  ver* 
schwindet.  Zu  diesen  Functionen  veno;  und  ihren  Ableitungen 
treten  aber  noch  die  Quadraturen  derselben  hinzu  bis  zur 
(fi  +  l)-fach  iterirten,  wenn  im  Schema  der  constanten  Coeffi- 
cienten die  Determinanten  bis  zum  {n  —  fiY^^  Grade  sämmtlich 
verschwinden. 

Heidelberg,  18.  November  1890.        Gbobg  Habusbb,  Stud.  math. 


VnL  lieber  elliptisohe  Integrale  dritter  Gattung. 

Obgleich  schon  Legendre  Methoden  angegeben  hat,  ein  elliptisches 
Integral  mit  einem  complezen  Parameter  und  reellem  Modul  durch  andere 
mit  reellen  Parametern  auszudrücken,  und  obschon  man  in  der  Lehre  von 
der  Integration  der  Functionen  des  Geschlechtes  Null  mit  gewissenhafter 
Ausfllhrlichkeit  die  Fälle  auseinander  zu  halten  pflegt,  in  denen  entweder^ 
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nur  reelle,  oder  aber  auch  conjugirt  imaginäre  Pole  vorkommen ,  so  ist  doch 
meines  Wissens  in  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  die  Zarfick- 
führang  der  Integration  eines  Ausdruckes  von  der  Form 

Const. 


auf  Integrale  dritter  Gattung  mit  reellen  Parametern  noch  nirgend  ge- 
geben. Diese  Lücke  soll  unter  Voraussetzung  eines  reellen  x  in  den  fol- 
genden Zeilen  ausgefüllt  werden. 

Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel 


a=  j/^(l— J)(l-xö=:e%'i'*+%'^(^-^>+^'i'(*-*Ö 

wird  dadurch  bestimmt,  dass  für  kleine  positive  §  die  Logarithmen  ihren 
Hauptwerth,  dessen  imaginärer  Theil  zwischen  +in  und  ^in  liegt,  an- 
nehmen sollen.  Geht  tf  für  ^  =  ^^  in  tf^t  über,  so  nehmen  wir  hier  das 
Normalintegral  dritter  Gattung  in  der  Form  an: 


/« 


0 

Ist  der  Integrationsweg  gegeben,  so  ist  das  Integral  TollstSndig  bestimmt, 
ohne  diesen  nnr  bis  auf  ein  ganzzahliges  System  der  drei  Periodicit&ts- 
modnin,  von  denen  einer  in  ist. 

Die  Snmme  oder  Differenz  zweier  solcher  Normalintegrale  ISsst  sich 
mittels  des  sogenannten  Additionstheorems  in  ein  einziges,  vermehrt  um  ein 
Integral  erster  Gattung  und  einen  Logarithmus,  zusanunenziehen ,  wozu  die 
Formeln  dienen: 

g,d|  «tdi  »gdl         *(gili  +  g»Si)  jt 

^«'i,S,(l»-Si)  + «11,1(^-1) +  <',lli(l-fi,)' 
'  lx&U«-li)  *•       (l-»I.S8)(l.-6,)       ' 


2) 


ffidl  ffgdl  a'sd^        *rgi^-g,li)d| 

(i-i,)ff  (i-i,)«   (i-r,)«     (1-xSii,)» 
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Diese  Formeln  bedttrfen  der  Modification,  wenn  £^$|  =  1:k,  etwa 

ist.  Die  Formel  2)  allerdings  kann  nnmiüelbar  angewandt  werden,  nur 
mnss  für  l',  die  zweite  der  obigen  Darstellnngen  genommen  werden,  weil 
die  erste  in  xmbestimmter  Form  erscheint.  Hingegen  wird  $3  unendlich 
gross,  nnd  es  werden  in  1)  zwei  Posten  unendlich  gross,  sie  müssen  zu- 
aammengezogen  werden.     Zu  dem  Ende  schreiben  wir  zunftchst 

I-I3"*"        1-X|,J,  ^     ■*"        1-xg,^,       ■*"&(|-|8)' 

und  beachten ,  dass  für  wachsende  £3  das  letzte  Glied  gegen  Null  convergirt 
und  mithin  hier  fortgelassen  werden  kann.  Die  beiden  ersten  Glieder 
ergeben 

Für  den  Fall  ^^^  =  »  geht  deshalb  Formel  1)  über  in 

Die  Aufgabe  des  sphärischen  Pendels  führt  auf  zwei  Integrale  dritter 
Gattung,  die  zuerst  von  Herrn  Schleiermacher  in  seiner  Inauguraldis- 
sertation in  eins  zusammengezogen  worden  sind.  Die  Möglichkeit  dieser 
Vereinigung  beruht  hier  auf  dem  eigenthümlichen  umstände,  dass  a  die- 
selben Werthe  annimmt,  wenn  für  |  der  Parameter  des  einen  oder  des 
andern  Integrales  gesetzt  wird.     Ist  nämlich 

s^  +  U*  +  (ß  —  cos  «)*  =  1 
die  Gleichung  der  Kugel,  auf  der  sich  der  Punkt  bewegt,  und  findet  die 
Bewegung  zwischen  den  horizontalen  Ebenen 

statt,  und  ist  t  die  Zeit, 

fii=  (1^- 2 cosa C08a  +  cos^a)  : {cosa  +  eosa) , 
tp  die  geographische  Länge  des  bewegten  Punktes,   bezogen  auf  die  Kugel, 
so    wird   die  Erhebung  0  des  bewegten  Punktes  über  der  horizontalen  xy- 
Ebene  durch  die  Gleichungen 


d0 


d^  =  — = —  =1     0^n^=^n8a^(y^mgf) 

y2gy0{ji^n){0-m) 

bestimmt,  wennn  der  Modul  der  elliptischen  Functionen 

C08^a~-C08*a  ^_    ,_  1  +  2  cosa  cosa  +  cos^a' 

*  ""  1  +  2  cosa  C08a  +  co^a  '  ""  *  ^  1  +  2  cosa  cosa  +  cos'cc 

ist.     Wird  noch  gesetzt  u,g,t,zedbyGoOQle 
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|j  =  (öa5«-l):n,    |,  =  (co^a  +  l):n,     ö  =  /S(l-ö(l-»6), 
80  ist  die  Differentialgleichung  der  Tr^jectorie 

sinasina  dz 


dq>^=^ 


j/cosa  +  cosa     (1— (iP— öosc)*)^j5(£f— n)(£f— m) 
sinasina  d^ 


j/ml/cosa  +  cosa     {l- [n^-cosa)^)a 
sinasina'  d^ 


n*yi+  2  cosa  cosa  +  cos^a    U-Ii)(l  — S«)<J 
Für  £==  Si  nnd  £  =  $2  nimmt  a  denselben  Werth,  nSmlich  den  Werth 

a^s=a2  =  i sina sina: nj/\+2  cosa cosa  +  cos^a  =  ix 
an.    Mit  Einführung  dieser  Bezeichnung  kann  man  schreiben 

'^~n(|-|,){|-yo       V(|-|,)«     {S-|,)J 
und  wenn  man  hierauf  die  Formel  2)  anwendet, 


setzend,  so  findet  man 


Hierin  ist 

,  __     ^^i^d«  —  Si)*     __  ^  +  2  vosa  cosd'\'  cos^a  _  co^a^-cos^a' 

1      t*  —  _(^"'"^^^*' ^^*"')*      i_    >/  _  gtn'g  C05* tt^  _  f^cf 


,  _itga{i  +  cosa  cosa')  j/l  +  2  cosa  cosa'+cos*a 

'""  iga'cos^asin^a' 

worin  das  Wurzelzeichen  wie  oben  in  0|  zu  nehmen  ist.  —  Ist  a  gegeben, 
80  lässt  sich  a' auf  unendlich  viele  Arten  so  bestimmen,  dass  die  Gleich ang 
^\  =  sa^v  durch  einen  Werth  von  v  gelöst  wird,  der  in  der  Form  XE'\-  X'ilC' 
darstellbar  ist,  während  k  und  k'  rationale  Zahlen  sind,  und  es  l&sst  sich 
in  diesen  Fällen  das  Integral  dritter  (Gattung  vollständig  durch  ein  Inte^rral 
erster  Gattung  und  einen  Logarithmus  einer  rationalen  Function  von  c  nnd  g 
darstellen.  Dies  tritt,  wenn  as=^7t  ist,  wie  Herr  Schleiermacher  be- 
merkt hat,  für  jedes  a  ein;  es  ist  dann  nämlich 

.,       l  +  co^a       1  , 

^' ^Ta 7  =  ^(^+*^)'      ''»  =  ^- 

um  nun  zur  Darstellung  einer  Summe  von  Integralen  dritter  Gattung 
mit  coigugirt  imaginären  Parametern  durch  solche  mit  reellen  Parametern 
zu  gelangen,  betrachten  wir  das  Differential 
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^  =  fL  +  fi,    B  =  ^_^, 

ff,         ff}  ff,         «2 

und  gdangen  dnrcb  Anwendung  der  Formeln  1)  and  2)  zu  der  neuen  Dar- 
steUnng  derselben 

*     ^<'J.I,(l,-§t}  +  ff.lJ,(S,-l)  +  ff,§,l(l.-|) 

+  "  (l-x|.l,)ff  ''*^  +  '^(T^"^^(i=i>' 

In  dem  8i)eciellen  Falle,*  in  welchem  das  Differential  vorliegt 
.y^__^| äl_(_}: J_\ 

ist  r,  =  -  Ci  =  1 :  (li -S,).     Wird 
gesetzt,  so  ergiebt  sich 

^^  1  f  1 L^U=x,  5 2^, 

<^i&  +  <^2Si  =  2(ay +  «'/),     <Ji^8-<y2Si  =  2i(a/-a'y), 
<',«a*+^2«l'  =  4«ay+2y««-2ya'^    a^l,»- a,S,«  =  2 f>V -«-«)- 4ia«V, 

und  man  gewinnt  nun  aus  3)  die  Formel,  die  zu  liefern  die  Absicht  war: 


*  Besitzt  die  Function  f{e)  an  der  Stelle  a  einen  Pol  nnd  ist  in  dessen  üm- 
gehuug  regulär,  ist  sie  also  in  der  Form  darstellbar 

BO  ist  es  üblich,  die  Grösse  A^i  das  Residuum  der  Function  f(e)  im  Pole  a  zu 
nennen.  In  der  dritten  Aaflage  meiner  Theorie  der  Thetafunctionen  einer  Ver- 
änderlichen  habe  ich  diese  Grösse  das  erste,  A^2  das  zweite,  ...  A.i.dasn^ 
Residaum  genannt,  nnd  man  wird  hierzu  analog  die  obigen  Grössen  ^A^  ^B  die 
logarithmischen  Residuen  des  Integrales  im  Punkte  a  nennen  können.  Soll  dieser 
erweiterte  Begriff  des  ersten,  zweiten,  dritten,  ...  Residuums  auch  auf  einen  un- 
endlich fernen  Pol  ausgedehnt  werden,  wie  dies  in  S  9  meiner  Thetafunctionen 
geschehen  ist,  so  werden  die  Residuen,  wenn  man  die  absteigende  Entwicklung 

AUn(^'  a)-  +  .4-«+i(Ä-a)«-«+.-  +  ul-i(if-a)  +  Jo  +  ^i(j»-«)~*  +  - 
ZQ  Grande  legt,  abgesehen  vom  letzten  A.«,  von  der  Wahl  des  Werthes  a  ab- 
hingiß     Zar  ToUslAndigen  Bestimmung  dieses  Begriffes  im  Falle  eines  unendlich 
fernen  Poleß   nia»B  man  daher  auf  einen  bestimmten  Werth  von  a,  etwa  auf  den 
Weitb  a=0,  abereinkommen.  ^^ ^^^^  ^^ GoOqIc 
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d$  _  -y_  ,.  |»(«/-«V)  +  (2««'y  +  yV«-«'))|-«y<t 

'  (|»-2a|  +  /3«)«~2a'«»"'^S»(oy-«V)  +  (2a«>+/(a'*-«*))|  +  «'/P« 

-«'i«'*'"^«^|«(«y  +  «y)_|(2««V+y(«»-«'»)) 
2x     id| /_  jggdS  ^      y     i«,(i| 


l-x|J«     a        «d»  S-|,^»«'6»  l-r, 


s 


_  4(ay  +  «y)«  -4  («/-«»« 

Um  ein  einfaches  Beispiel  zu  haben,  nehmen  wir 
x  =  -l,     «  =  0,     «'=/J,     tf,  =  e%<«d  =  (l+i)>4d,     y  =  y'=j/|« 
an,  so  ist 

(1*+^*)«         2^2^d    'a|(^-|)  +  /2/J»tf     j/2/Ja         *«!«»+ 1) 
_2_  id|_  _1_  ig,d§  1       \c\il 

2/?     /2(l-p«)3_/2a(l-i3«)       .  _ij/2Sil-ß*) 
"'^l  +  ß*  2ß(l+ß»)-     (l+jS«)»    '    "»-      {l  +  ß*)* 

Für  den  noch  specielleren  Fall  ß^^l,  S  =  j/2  sind  «,  und  o*,  gleich 
Null,  und  es  ergiebt  sich 

d|  .,,1(1-1)-«      ,,      ,         a       ,id| 

was  leicht  direct  zu  yerificiren  ist. 

Zur  Darstellung  der  Differentiale  dritter  Gattung  mit  coigngirt  imagi- 
nären Parametern 

durch  solche  mit  reellen  Parametern  gebe  man  denselben  die  Form 

ff    VS-Si     S-y"*'(l»-2a|+/J«)« 
Hierin  ist  der  zweite  Theil  eben  erledigt;  die  Darstellung  des  ersten  Theiles 
aber  ergiebt  sich  aus  3),  wenn  dort 

gesetzt  wird.  ''i  =  ^«=^     ^=r-S\     B=-iy':S» 

Nachträglich  habe  ich  bemerkt,  dass  sich  Herr  Scheibner  im  XIL Bande 

der  Abhandlungen  der  mathem.-physikal.  Classe  der  Eönigl.  sftchs.  Oesellsch. 

d.  Wissensch.  Nr.  11 ,  Art.  58  mit  demselben  Gegenstände  beschäftigt  hat 
Jena.  J.  Thomae. 
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IX. 

üeber  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahnourven 
in  ebenen  ähnlich -veränderlichen  Systemen. 

Von 

Prof.  Dr.  R.  Müller 

In  Br«Qittohw«ij. 


Herr  Geisenheimer  hat  gezeigt,  wie  sn  jedem  Sjstempunkte  eines 
ebenen  ähnlich  -  veränderlichen  Systems  der  Erttmmnngsmittelpunkt  der  zu- 
gehörigen Bahncarve  cotistniirt  werden  kann,  wenn  diese  Krümmungs- 
mittelpunkte ftlr  drei  beliebige  Systempunkte  in  der  betrachteten  Phase 
bekannt  sind.*  In  dem  vorliegenden  Aufsatze  sollen  die  Beziehungen  zwi- 
schen den  Systempunkten  der  bewegten  Ebene  und  den  entsprechenden 
KrOmmungsmittelpunkten  in  der  festen  Ebene  näher  untersucht  werden.  Zu 
dem  Zwecke  wird  zunächst  eine  neue  Bestimmung  des  Erttmmungsmittel- 
punktes  der  Bahncurve  abgeleitet  und  zugleich  die  umgekehrte  Aufgabe 
gelöst,  zu  einem  gegebenen  Krfimmungsmittelpunkte  die  zugehörigen  System- 
pnnkte  zu  ermitteln. 

1,  Seien  i9j,  5^,  ^3  drei  beliebige  Phasen  eines  ähnlich  -  veränderlichen 
Systems  S;  A^,  Ä^,  A^  die  zageordneten  Lagen  eines  Systempunktes  A, 
A  der  Mittelpunkt  des  durch  A^A^A^  gehenden  Kreises,  P^'  der  reelle 
selbstentsprechende  Punkt  von  Sk  und  5^,  Pk*  der  in  Sk  entsprechende 
Pnnkt;  das  System  der  Kreismittelpunkte  A  werde  mit  Z  bezeichnet. 

Jedem  Punkte  B  von  Z  entsprechen 
in  Si  im  Allgemeinen  zwei  reelle  oder 
imaginäre  Punkte  B^^  B^*.  Bestimmt  man 
nämlich  (Fig.  1)  die  Punkte  B,*  und  B^*,  die  in  S^ 
dem  Punkte  B  entsprechen,  wenn  dieser  bez.  den 
Systemen  S^  und  ^3  zugewiesen  wird,  und  be- 
schreibt durch  P^^  und  P**  die  Kreise  f|^  und  f™, 
welche  die  Strecken  BB^*  und  BB^'  rechtwinklig 
harmonisch  theilen,  so  schneiden  sich  dieselben 
in  Bj,  B^,     Denn  es  ist 

*  Geisenheimer,  Untersuchung  der  Bewegung  ähnlich-yeränderlicher  Systeme, 
diese  Zeitechrift  Bd.  XXIV  8.  129.  .^. 

Zeitscbrifl  f.  M«them«tik  u.  Phyrik  XXXVI,  3.  ^W         ^  C 
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B,B 


/>»B 


-B,B,«      />"B,» 
und  da  B^B,  -BiB,^  entsprechende  Strecken  von 

■g,B  _  P"B 

also  ^16  =  ^2^  u-  8*  w. 


^2  and  5|  sind,  so  folgt 


^iBi'* 


/>«B,» 


Die  Mittelpunkte  Bu»  Bm  der  Kreise  f^,  fl"^  bilden  zwei  zu  Z  &hD- 
liche  Systeme  Zn,  Zuit  ^i«  nii*  ^  ^©2.  die  Punkte  P",  P*^  entsprechend 
gemein  haben.  Dem  Punkte  P^  des  Systems  Z  sind  in  Zu,  Zni  zwei 
Punkte  der  Geraden  P^P^^  zugeordnet;  beschreibt  man  daher  in  Z  durch 
p\%^  piB^  p8i  ^ßjjj  Kreis  ^,  so  schneiden  sich  die  Kreise  1^,  t^n»  ^m  "» 
einem  Punkte  der  Geraden  P^^p^^  und  werden  aus  demselben  perspectiv 
aufeinander  bezogen.  Dann  ist  aber  der  zweite  Schnittpunkt  Zu  ni  vod  fu 
und  tf'ni  der  selbstentsprechende  Punkt  von  Zn  und  Ziu;  clem  in  Z  zu- 
geordneten Punkte  Z  entsprechen  in  S^  die  imaginären  Kreispunkte  Z^ ,  Z* 
als  die  Schnittpunkte  der  concentrischen  Kreise  f/ ,  t'  .  Derjenige 
Punkt  Z  von  Z,  dem  in  5|  die  imaginftren  Kreispunkte  ent- 
sprecheu;  liegt  also  auf  dem  durch  P^^^P^y  P^^  gehendes 
Kreise  tf;.  Werden  unter  5^,  S^^  S^  drei  unendlich  benachbarte  Phasen 
Torstanden,  so  ist  tf;  der  zur  Phase  S^  gehörende  Bückkehrkreis. 

2.   Sind  jetzt  S^,  S^^  S^  drei  unendlich  benachbarte  Systemphasen,  so 
ist  A  der  Krümmungsmittelpunkt  der  vom  Punkte  Ä  beschriebenen  Bahn- 
p.    2  curve  an  der  Stelle  Äi .  die  Gerade 

P**Pj^*  die  Bahntangente  tp  desjeni- 
gen Systempunktes  P,  der  in  den 
Phasen  S^  und  S,  mit  dem  Pole  P" 
zusammenfällt,  die  Gerade  P^*  P^  die 
Polbahntangente ^  LP^^A^A^==Uip 
der  augenblickliche  Geschwindig- 
keitswinkel <p  (Fig.  2).  Wir  nehmen 
an,  das  System  S  gelange  aus  der 
Phase  S^  in  S^  durch  eine  Drehung 
um  P^^  um  den  unendlich  kleinen 
Winkel  dd'  und  durch  eine  unendlich 
kleine  Lttngenänderung  im  Verhält- 
niss  1:1  +  dl]  dann  kann  der 
Uebergang  aus  S^  in  A3  bewirkt  werden  durch  eine  abermalige  Drehung 
um  P^^  um  den  Winkel  d^,  durch  eine  Längenänderung  im  Verhältniss 
1:1  +  ^^  +  ^^  und  durch  eine  Parallel  Verschiebung  um  die  Strecke 
P"/>j>*  =  (Pp.  Hierbei  sind  cPi  und  <Pp  unendlich  kleine  Grössen  zweiter 
Ordnung,  und  es  ergiebt  sich 
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Seien   ferner  a:^y, ,  x^tf^,  x^y^,  |»y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der 
Punkte  -4,,  ^g,  ilj,  A  für  />"  als  Anfangspunkt,  tp  als  «Axe;  dann  ist 
jv  f  «2  =  (1  +  dX)(x^  cosd^  +  yj  3ind9)\ 

\y9  =  i^  +  dl)(^XiSind^  +  y^C08de),    . 

2)     lXi==i^  +  dX){l  +  dX  +  €Pk)lx,cos2df>  +  y^sin2d»)  +  d^p, 
\ys='(^  +  dX){l  +  dk  +  d'X){^x,Hn2dif  +  y,cos2d9). 
Bildet  man  nun  mit  den  unbestimmten  Factoren  m  und  n  die  Gleichung 

oder  '  • 

3x       2{(in  +  n)a;i  -  wa:,  -  no^j} S  +  2 t(fn  +  n)yi  -  my^  -  ny,}!? 

+  m(V+y,*)  +  n(V+y,*)  -  (m+n)  (V+yi*)  =  0, 
so  wird  durch  dieselbe  bei  veränderlichem  |,  ri  jede  durch  A  gehende  Ge- 
rade dargestellt.     Dabei  ist  nach  1)  und  2) 

=  {m(l  +  dA)«  +  »(l  +  (iA)«(l  +  (iA  +  (PA)«-(m  +  n)|{V+y,*)  +  --M 
folglich  verschwindet  in  3)  das  Glied  mit  x^^+y^^  für 

m=(l  +  dA)*(l  +  («.A  +  (PA)»-.l,    n  =  l-(l+dA)«. 
Schreibt  man  noch  xy  statt  x^y^^  also  auch  S^  Ä^  P  statt  ^,,  il, ,  P^^ 
and  vemachlSssigt  unendlich   kleine  Grössen  dritter  Ordnung,   so  geht  3) 

^^7)  ^^  \dl{d^^  +  dl^x  +  dad^Xy-dXd^p\^ 

Durch  Gleichung  4)  wird  jedem  Systempunkte  Ä{xy)  der 
augenblicklich  betrachteten  Phase  S  eine  bestimmte  durch  den 
entsprechenden  Krümmungsmittelpunkt  A  gehende  Gerade  g^ 
zugeordnet,  und  umgekehrt  jedem  Punkte  6(^17)  eine  Gerade  91, 
nämlich  die  Verbindungslinie  der  beiden  Systempunkte  B,  B*, 
deren  Bahncurven  den  Punkt  B  zum  Krttmmungsmittelpunkt 
haben.  Diese  reciproke  Beziehung  zwischen  den  Ebenen  S  und  Z  soll 
zunächst  weiter  untersucht  werden. 

Setzt  nian  in  4)  o? » | ,  y  =  17 ,  so  ergiebt  sich  als  Ort  der  Punkte ,  die 
auf  ihren  entsprechenden  Geraden  liegen,  das  Geradenpaar 

rc«  +  y«  =  0. 
Dem  Pole  P  entspricht,  gleichgiltig  ob  er  dem  System  S  oder  Z  zugewiesen 
wird,   die  Gerade  ^  =  0,   d.  h.  die  Normale  np  der  vom  Systempunkte  P 
durchlanfenen  Bahncurve. 

Seien  ferner  U  und  Z  bez.  diejenigen  Punkte  von  S  und  Z,  die  der 
unendlich  fernen  Geraden  zugeordnet  sind,  so  gehört  zn  U  ein  unendlich 
femer  Krümmungsmittelpunkt,  während  dem  Krümmungsmittelpunkte  Z 
nach  §  1  in  5  die  imaginären  Kreispunkte  Z,  Z*  entsprechen.  Dann  liegt 
U  auf  dem  Wendekreise  w,  Z  auf  dem  Rttckkehrkreise  t/;,  und  für 
die  Coordinaten  von  ü  und  Z  folgt  aus  4)  f^r\i^n]t> 
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-dOiPAa;i7  +  dX(cJ^«  +  dÄ»)yi;  =  0; 
dA(dd«  +  dA»)fc, -d^cP;ii?i+dA(Pjp  =  0, 
d^  d»A  li  + dil  (d^  +  dX«)  f7«  =  0; 

die  Punkte  TJ  und  Z 
liegen  also  symme- 
trisch in  Bezng  auf 
die  Bahnnormale  ni> 
des  Punktes  P(Pig.3). 
Jedem  anendlich  fer- 
nen Punkte  A^  entspricht 
^      eine    durch   Z   gehende 
A     --*     Gerade  g^,  und  da  jedem 
der    imaginären    Kreis- 
punkte     seine     Verbin- 
dungslinie mil^  Z  zuge- 
ordnet ist,  so  bildet  die 
Richtung  nach  A^  mit 
der  entsprechenden  Ge- 
raden ^A  einen  constan- 
ten  Winkel  t.    Nun  ent- 
spricht   dem    unendlich 
fernen  Punkte   von  n/» 
die  Gerade  PZ,  folglich 
ist  t  =  Lni>PZ.  —  Das 
Analoge  gilt  von  den  unendlich  fernen  Punkten  des  Systems  Z. 

Auf  Grund  dieser  Beziehungen  kann  zu  jedem  Punkte  von  S  oder  I 
die  entsprechende  Gerade  ^  leicht  construirt  werden. 

3.  Construction  des  Krümmungsmittelpunktes  zu  einem 
gegebenen  Systempunkte,  und  umgekehrt.  In  Fig.  3  sind  der  Fol 
P,  die  Normale  np  der  von  P  beschriebenen  Bahncurve,  der  Wendekreis  tr 
und  auf  demselben  der  Punkt  TJ  willkürlich  gegeben  und  hierdurch  drei 
unendlich  nahe  Systemphasen  definirt.*  Der  Wendekreis  schneide  np  in  W, 
eine  durch  (7  zu  n/>  gezogene  Parallele  in  U.  um  dann  zum  Systempunkte  A 
den  entsprechenden  KrUmmungsmittelpunkt  A  zu  ermitteln,  ziehe  man  die 
Geraden  TJA  und  PA^   welche  w  bez.  in  Ä^  A"  schneiden,   und  durch  A 


fw 


*  Sind  die  drei  unendlich  nahen  Phasen  ganz  allgemein  durch  Angabe  dreier 
Systempunkte  and  der  zugehörigen  Krümmangsmittelpunkte  festgelegt,  so  kann 
nach  Geisenheimer  (a.  a.  0.  S.  146)  der  Pol  P,  der  Punkt  ü  und  der  Wende- 
kreis %o  in  einfacher  Weiee  bestimmt  werden.  Der  von  uns  mit  £7  bezeichnete 
Punkt  ist  nämlich,  wie  man  leicht  erkennt,  identisch  mit  dem  Punkte  R  dea 
Geisenheimer'schen  Aufsatzes.  ^  t 
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zu  TF^^die  Pteallele  n^,  so  ist  LPÄ''W=^LtPW=<p'-'90^,  also  nj  die 
Babnnornntle  von  Ä.  Man  bestimme  ferner  zu  Ä  die  reciprok  zugeordnete 
Gerade  9^:  Dem  unendlich  fernen  Punkte  von  PA  entspricht  als  reciproke 
Gerade  g  die  Parallele  ZA'"  zu  ViA'\  weil  L  PA" Vi  =  «,  mithin  der  Geraden 
PA  der  Schnittpunkt  A"'  von  ZA"'  und  np.  Der  Geraden  UA  ist  der 
unendlich  ferne  Punkt  von  WA'  reciprok  zugeordnet,  weil  LUA'W=^%^ 
folglich  geht  g^  durch  A"'  parallel  zu  WÄ,  Durch  n^  und  g^  ist  A  be- 
stimmt. 

Liegt  A  auf  10,  z.  B.  in  A"^  so  ist  A  der  unendlich  ferne  Punkt  von 
WÄ\ 

Dem  unendlich  fernen  Punkte  von  PA  entspricht  ein  unendlich  femer 
Krfimmungsmittelpunkt  in  der  Richtung  MA'\ 

Sollen  umgekehrt  zum  gegebenen  Erümmungsmittelpunkte  B  die  ent- 
sprechenden Sjstempunkte  B^  B*  construirt  werden  (Fig.  4),  so  bestimme 
man  zunttehst  den  Fig.  4. 

Bflckkehrkreis    ^ 
und  seine  Schnitt* 
punkte  y,  X  und 
3  mit  Ui»,  Xp  und 
der  durch  Z  zu  xip 
gezogenen    Paral- 
lelen.    Zieht  man 
dann  die  Geraden 
ZB  und  PB,  die 
den  Rttckkehrkreis 
bez.  in  B',  B"  tref- 
fen, und  durch  ü  ^r' 
zu  3B"  die  Paral-     "" 
lelel7B"'  bis  n^,   ^  . 
60  geht  die  zu  B  g^ 
reciprok   conju- 
girte    Gerade     gi 
durch  B"'  und  ist 

parallel  zu  YB'.  In  der  That,  es  ist  L3B"P=i,  also  entspricht  bei  der 
reciproken  Beziehung  zwischen  den  Ebenen  Z  und  S  dem  unendlich  fernen 
Punkte  von  PB  die  Gerade  UQ"\  und  da  dem  Punkte  P  die  Gerade  n/» 
zugeordnet  ist,  so  sind  B'^'  und  PB  einander  conjugirt.  Der  Geraden  ZB 
entspricht  aber  der  unendlich  ferne  Punkt  von  YB',  da  LyB'Z  =  i. 

Man  ziehe  ferner  BBq  parallel  zu  XB";  dann  ist  L  BqBP^  180^  — q) 
also  BBq  die  Bahntangente  von  B,  wenn  B  als  Systempunkt  aufgefasst 
wird.  Beschreibt  man  noch  durch  P  und  B  den  Kreis  fi,  dessen  Mittel- 
punkt Bo  auf  BBo  liegt,  so  geht  derselbe  nach  §  1  durch  die  gesuchten 
Punkte  JB,  B\  Conalp 
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Einem  unendlich  fernen  KrUmmongsmittelpunkte  B  entspricht  in  S 
einerseits  der  unendlich  ferne  Punkt  von  ^B",  andererseits  der  Schnittpunkt 
des  Wendekreises  mit  der  Geraden  WB^. 

Liegt  B  auf  dem  Bückkehrkreise,  z.  B.  in  B'',  so  ist  gi  parallel  za 
^B'\  d.  h.  senkrecht  zu  BBo,  folglich  B£=B^.  Jedem  Punkte  B 
des  Rückkehrkreises  entsprechen  also  zwei  Sjstempunkte, 
deren  Bahncurven  gleichen  Krümmungsradius  besitzen. 

Zum  Punkte  Z,  dem  in  8  die  imaginKren  Kreispunkte  zugeordnet  sind, 
ergiebt  sich  ein  Kreis  ft ,  dessen  Mittelpunkt  Z^  auf  Z  X  liegt.  Nun  ist 
LZPZ^^LZ^ZP^LXPt,  also  LZPY.=-LZ^Pt  Da  femer  Z.n/»/'Z  =  ^ 
=  i</*U,  sofolgtLZPX  +  /.upPZ  =  i.ZoP^+Z.^/>U  oderLZoPU  =  90^ 
d.  h.  der  Kreis  fx  berührt  die  Gerade  PU. 


4,   Verwandtschaft  zwischen  den  Systemen  8  und  Z.     Con- 
struirt  man  zu  den  Punkten  A^  By  ...  einer  beliebigen  Sjstemgeraden  m 


Vig.h. 


die  Krttmmungsmittelpunkte  A,  B,  ...,  so  gehen  die  Geraden  g^,  gsi  ••• 
durch  denjenigen  Punkt  fDl,  welcher  bei  der  reciproken  Beziehung  der 
Ebenen  8  und  Z  der  Geraden  m  zugeordnet  ist.    Die  Normalen  n^,  n«,  ••• 
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umhfillen  eine  Parabel;  der  Geraden  m  entspricht  also  in  Z  im  All- 
gemeinen eine  Cnrve  dritter  Ordnung  fn  mit  2St  als  Doppel- 
punkt Allen  Strahlen  ans  dem  Punkte  Ä  sind  in  £  Curven  dritter  Ord- 
nung conjugirt,  die  sich  in  einen  Punkte  A  schneiden  und  deren  Doppel- 
punkte auf  der  durch  A  gehenden  Geraden  9^  liegen. 

Geht  aber  die  Gerade  m  durch  P  (Fig.  5),  so  sind  die  Normalen  n^, 
n^f  •-•  parallel  zu  WM^  wobei  M  den  zweiten  Schnittpunkt  von  m  mit 
dem  Wendekreise  bezeichnet,  und  dann  ergiebt  sich  als  entsprechende  Curve 
H  eine  Hyperbel,  die  m  in  P  berührt  und  die  Gerade  WM  zur  Asymptote 
hat  Die  zweite  Asymptote  wird  gefunden,  indem  man  auf  m  yiP=PM 
macht  und  9iiB  parallel  zu  MM  zieht;  dieselbe  schneidet  PH  in  dem  festen 
Punkte  S,  wobei  ^P:=P\l  ist  Der  Asymptotenwinkel  ist  fdr  alle  durch 
/>  gehenden  Geraden  m  gleich  LWPVi.  Daraus  folgt:  Die  Mittelpunkte 
aller  Hyperbeln,  die  in  Z  den  Strahlen  des  Büschels  P  ent- 
sprechen, liegen  auf  dem  durch  P,  Wund  SS  gehenden  Kreise  q* 

Berührt  endlich  die  Gerade  m  in  P  den  Wendekreis»  so  fallen  die 
Asymptoten  der  Hyperbel  ju  mit  P^P  und  P^  zusammen.  Der  Polbahn- 
tangente t  entspricht  also  in  Z  die  Gerade  PU. 

Sei  femer  AE  ...  eine  Punktreihe  auf  der  Geraden  v  tou  Z;  dann 
bilden  die  zugehörigen  Kreise  !^,  !i,  ...  ein  Büschel,  dessen  einer  Grund- 
punkt der  Pol  P  ist,  und  dieses  erzeugt  mit  dem  zu  ihm  projectiven 
Strahlenbüschel  9^,  91,  ...  eine  durch  P  gehende  circulare  Curve  dritter 
Ordnung  n.  Dem  unendlich  fernen  Punkte  von  v  entspricht  in  S  einerseits 
ein  Punkt  auf  10,  und  da  der  Wendekreis  mit  der  Gurre  n  überdies  nur 
noch  die  imaginftren  Kreispunkte  und  den  Pol  /'gemein  hat,  so  zfthlt  /'für 
drei  zusammenfallende  Schnittpunkte. 

Der  Geraden  v=iAZ  ist  in  S  eine  Cunre  dritter  Ordnung  n  zu- 
geordnet, die  vom  Kreise  fi  in  den  imaginftren  Kreispunkten  Z,  Z*  berührt 
wird.  Nun  haben  die  Gurren  n  und  n  ausser  den  Punkten  P,  Z,  Z*,  D,  D* 
keinen  Punkt  miteinander  gemein ,  sie  berühren  sich  also  in  Z  und  Z*,  Daraus 
folgt:  Den  Geraden  von  Z  entsprechen  im  Allgemeinen  circulare 
Curven  dritter  Ordnung,  die  vom  Wendekreise  in  P  osculirt 
werden  und  den  Punkt  Z  zum  gemeinsamen  Centrum  haben. 

Geht  die  Gerade  v  durch  P,  so  fallen  die  Grundpunkte  des  Kreis- 
büschels Ia!i  ...  in  P  zusammen  und  dann  hat  die  entsprechende  Curve  n 
in  P  einen  Doppelpunkt.  Wird  die  Gerade  v  dem  System  S  zugewiesen, 
so  entspricht  ihr  in  Z  eine  Hyperbel,  welche  v  in  P  berührt;  folglich  ist  v 
die  eine  Tangente  der  Curve  n  im  Doppelpunkte  P.  Als  zweite  Tangente 
ergiebt  sich  die  Gerade  t^  da  der  Wendekreis  in  P  drei  zusammenfallende 
Punkte  mit  n  gemein  hat. 

Der  Geraden  PU  ist  nach  dem  Vorigen  in  S  einerseits  die  Polbahn- 
tangente t  zugeordnet,  also  andererseits  der  Kreis  f|,  von  dem  bereits  be- 
wiesen wurde,  dass  er  PU  in  P  berührt  ^  j 
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5«  Ana  den  bisherigen  Darlegungen  folgt  der  Satz:  In  jeder  Phase 
eines  ähnlich-Terftnderlichen  Systems  stehen  die  Systempunkte 
und  die  Erttmmungsmittelpunkte  ihrer  Bahncurven  in  einer 
ein-zweideutigen  Verwandtschaft  dritten  Grades. 

Versteht  man,  wie  in  §  1,  unter  S^,  S^^  S^  drei  discrete  Sjstemlagen, 
so  entspricht  dem  Punkte  P^^  in  Z  jeder  Punkt  der  Mittelsenkrechten  der 
Strecke  P"  P,",  und  das  Analoge  gilt  von  den  Punkten  P'*  und  P^^.  Beim 
Grenzabergang  verwandelt  sich  jene  Mittelsenkrechte  in  die  Gerade  np, 
während  p^^p^^p^^  drei  unendlich  benachbarte  Punkte  des  Wendekreises 
darstellen.  Geht  demnach  im  System  S  eine  Curve  m**'  Ordnung  durch 
den  Pol  P,  so  zerftllt  die  in  £  entsprechende  Curve  3in^  Ordnung  in  np 
und  eine  durch  P  gehende  Curve  3  m  — P^  Ordnung.  Jeder  Systemcurve 
m**'  Ordnung,  die  in  P  die  Polbahntangente  bertthrt,  entspricht  in  £  eine 
Curve  von  der  Ordnung  3fn  — 2,  und  wird  die  Systemcurve  in  P  vom 
Wendekreise  osculirt,  so  ist  die  Ordnung  der  entsprechenden  Curve  gleich 
3m-3. 

Dem  Ereispunkte  Z  ist  als  ^z  <lie  Gerade  ZZ  reciprok  zugeordnet,  und 
da  die  zugehörige  Normale  nz  unbestimmt  wird,  so  entspricht  dem  Punkte  Z 
in  £  jeder  Punkt  der  Geraden  ZZ.  Daraus  ergiebt  sich ,  dass  jeder  Durch- 
gang der  Systemcurve  durch  die  imaginären  Kreispunkte  die  Ordnung  der 
entsprechenden  Curve  um  zwei  vermindert. 

Jedem  Kreise  c,  der  in  P  die  Polbahntangente  bertthrt, 
entspricht  demnach  in  £  ein  durch  Pgebender  Kreis  y*  (Fig.5). 
Die  Bahunormalen  aller  Punkte  von  c  gehen  durch  den  Schnittpunkt  C 
von  c  mit  np,  folglich  geht  y  selbst  durch  C  und  beide  Kreise  sind  aus  C 
perspectiv  aufeinander  bezogen,  um  zu  C  den  entsprechenden  Punkt  f  zu 
bestimmen,  zieht  man  nach  §  3  UC  bis  C'  auf  w,  PV  parallel  zu  WC  und 
er  als  Tangente  an  c.  Dann  ist  LCTP^LWPC\  d.  h.  PC  die  Tangente 
in  P  an  y.  Sind  also  O«,  Oy  die  Mittelpunkte  von  c  und  y,  so  erh&lt  man 
Oy,  indem  man  POyJ^PC  und  OcOy-Lnp  zieht,  und  wiederholt  man 
diese  Construction  für  alle  anderen  Kreise  d,  e,  ...,  welche  tinP  berühren, 
so  ergiebt  sich 

P(OyO^...)AP(C?'P'...)AZ7(C'D'...)A(C2>...); 
A  (OcOd  ...)  A  (OcOy,  OdOs  ...). 
Die  Krei-smittelpunkte  Oy,  D^,  ...  liegen  also  auf  einer  Hyper- 
bel 1^.  Dem  durch  P  gehenden  Strahle  des  Parallelstrahlenbüschels  OeOy, 
OdDi,  ...  entspricht  im  Büschel  P(DyOj...)  die  Normale  zu  t-,  die 
Hyperbel  1^  bertthrt  also  in  P  die  Normale  der  Polbahn.  P&llt  De  mit  dem 
Mittelpunkte  Z)„  des  Wendekreises  zusammen,  so  ist  Oy  unendlich  fem, 
mithin  ist  die  Normale  aus  Ow  &nf  np  die  eine  Asymptote  von  1^.  Die 
zweite  Asymptote  geht  durch  den  Punkt  O'm^  der  zu  Ow  in  Bezug  auf  i 

*  Geisenheimer  a.  a.  0.  ^-^  , 
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symmetrisch  liegt,  und  ist  senkrecht  zu  Ptt;  denn  wird  der  Radius  von  c 
unendlich  gross,  so  fttllt  C  mit  U  zusammen  und  dann  ist  POyJ-PU. 
Die  Asymptoten  von  1^  sind  demnach  die  Mittelsenkrecbten  der  Strecken 
FW  und  Pä3,  d.  h.  die  Hyperbel  ^  ist  concentrisch  mit  dem 
Kreise  q  (§4). 

iZ  6.  Durch  jeden  Punkt  B  der  Ebene  gehen  im  Allgemeinen  zwei  der 
eben  erhaltenen  Kreise  y,  J,  ...;  die  Mittelpunkte  derselben  sind  die  Schnitt- 
punkte der  Mittelsenkrechten  von  PB  mit  der  Hyperbel  1^.  Berührt  aber 
die  Mittelsenkrechte  die  Hyyperbel,  so  fallen  jene  Kreise  zusammen,  also 
auch  die  entsprechenden  Kreise  im  BOschel  c,  d,  ...,  und  dann  entspre- 
chen dem  KrUmmungsmittelpunkte  B  in  6>  zwei  zusammenfallende  System- 
pnnkte  BB*,  Man  erhftlt  demnach  alle  Punkte  von  £ ,  denen  in  8  zwei  ver- 
einigte Systempunkte  zugeordnet  sind,  indem  man  zu  P  in  Bezug  auf  die 
Tangenten  von  (  die  symmetrischen  Punkte  construirt.  Bezeichnet  man  die 
80  entstehende  Cnrve  0  als  die  Uebergangscurve  der  Ebene  Z,  so  folgt 
der  Satz:  Die  KrUmmungsmittelpunkte  aller  Bahncurven  eines 
ähnlich-veränderlichen  Systems  erfüllen  in  jeder  Phase  den- 
jenigen Theil  der  Ebene  Z,  der  von  der  Uebergangscurve  0 
ausgeschlossen  wird.  Die  Uebergangscurve  ist  homothetisch 
ähnlich  im  Verhältniss  2: 1  zur  Fusspunktcurve  der  Hyperbel  1^ 
für  P  als  Lothpunkt  und  Aehnlichkeitspunkt  Sie  ist  also  eine 
bicirculare  Gurve  vierter  Ordnung,  hat  in  P  eine  Spitze  mit  der  Tangente  t 
und  berührt  die  Geraden  np  und  PIX  bez.  in  W  und  It 

Mit  BOcksicht  auf  die  letzten  Ergebnisse  kann  der  erste  S^tz  in  §  4 
auch  folgendermassen  ausgesprochen  werden:  Den  Geraden  von  5  ent- 
spricht in  Z  die  Gesammtheit  der  Unicursalcurven  dritter 
Ordnung,  welche  die  Uebergangscurve  sechsmal  berühren.* 

Die  Curve  dritter  Ordnung,  die  der  unendlich  fernen  Geraden  von  S 
zugeordnet  ist,  zerfttllt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  beiden  Ge- 
raden, welche  den  Punkt  Z  mit  den  imagin&ren  Kreispunkten  Z,  Z*  ver- 
binden. Die  Geraden  ZZ  und  ZZ*  sind  also  Tangenten  von  a,  oder  der 
Punkt  Z  ist  der  Brennpunkt  der  Uebergangscurve. 

Der  Curve  c  entspricht  in  S  eine  tricirculare  Curve  sechster  Ordnung  5; 
dieselbe  hat  in  P  einen  dreifachen  Punkt,  dessen  drei  Tangenten  mit  der 
Geraden  t  zusammenfallen,  und  wird  in  P  vom  Wendekreise  sechspunktig 
berührt 
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Ueber  eine  einfache  planare  Darstellungsweise  der 
Gestalten  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Maetin  Disteli 

in  Zflriob. 

Hierzu  Taf.  VI  u.  Vn. 

ii. 

Die  folgenden  Zeilen  versuchen  mit  Hilfe  einiger  bekannter  Eigen- 
schaften der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  eine  einfache  und  umfassende 
Darstellungsweise  der  Gestalten  dieser  Curven  in  der  Ebene*  und  nach  ein- 
heitlichem Gesichtspunkt.  Die  graphische  Behandlung  dient  dabei  in  erster 
Linie  der  Klärung  und  üebersicht  der  zu  untersuchenden  Ge- 
bilde durch  ihre  zeichnerische  Darstellung.  Sie  tritt  damit  als 
wirksames  Unterstützungsmittel  der  reinen  Geometrie  in  ihre  Rechte ,  wenn- 
schon es  keinem  Zweifel  unterliegt,  dass  diese  und  die  construirende  Geo- 
metrie sich  nicht  überall  genau  in  denselben  Interessen  zu  begegnen  brauchen, 
weil  die  mathematisch  einfachste  Lösung  eines  Problems  nicht  immer  auch 
die  constructiT  bequemste  sein  wird. 

Wenn  durch  geeignete  Wahl  der  bestimmenden  Elemente  eine  Verein- 
fachung in  der  Lösung  herbeigeführt  werden  kann ,  wird  man  sich  dieselbe 
natürlich  nicht  versagen.  Insofern  also,  wie  üblich,  bei  der  Eintheilnng 
unserer  Curven  das  Verhalten  zur  unendlich  fernen  Geraden  in  Betracht 
gezogen  wird,  sind  für  den  Zeichner  strenge  Kriterien,  welche  dieses  Ver- 
halten erläutern ,  Erfordemiss.  Der  stets  reelle  Punkt  der  Curve  im  Unend- 
lichen ist  daher  überall  gegeben;  die  beiden  anderen  Richtungen  werden 
mit  dem  Zirkel  bestimmt;  im  Uebrigen  sind  alle  Constructionen  mit  dem' 
Lineal  durchführbar.  Nebst  den  Asymptoten  müssen  aber  von  der  Con- 
struction  auch  die  Tangenten  der  im  Endlichen  gefundenen  Punkte  verlangt 
werden,  da  sie  den  Verlauf  der  Curve  besonders  deutlich  veranschaulichen. 

Was  aber  auch  im  Weitem  die  leitenden  Gesichtspunkte  sein  mögen, 
vor  Allem  muss  im  Hinblick  auf  die  eleganten  und  einfachen  Constructionen 


*  Bekanntlich  können  alle  allgemeinen  und  specieilen  Formen  der  ebenen 
Curven  dritter  und  vierter  Ordnung  vom  Geechlecht  Null  und  Eins  als  Central- 
projectionen  der  ßaumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art  hergestellt  werden. 
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der  Kegelschnitte  mit  Hilfe  ihrer  Involationseigenschaften  eine  Darstellungs- 
methode der  Curven  dritter  Ordnung  wttnschbar  erscheinen,  welche  sich 
einem  ersten  Studium  dieser  geometrischen  Gebilde  als  Fortsetzung  der  con- 
stracÜTen  Lehre  von  den  Curven  zweiter  Ordnung  darbietet:  also  eine 
Darstellung  der  Curven  dritter  Ordnung  als  Involutions- 
gestalten. 

Die  dahin  gerichteten  Bestrebungen  und  Veröffentlichungen ,  die  man 
unter  Anderen  insbesondere  den  Herren  Schröter*  und  Duröge**  ver- 
dankt ,  haben  entweder  direct  diesen  Ausgang  oder  rechtfertigen  sonst  diesen 
Standpunkt:  denn  sie  fahren  sehr  bald  auf  den  Begriff  des  Quadru- 
pels, der  den  Kern  jeder  zeichnerischen  Darstellung  bildet, 
weil  man  in  der  Oesammtheit  der  Quadrupel  nicht  nur  die  einfachste  St  ei- 
ne r'sche  Involution  auf  der  Curve  dritter  Ordnung  hat,  welche  sich  un- 
gemein einfach  aber  dieselbe  weiterbilden  Ittsst,  sondern  damit  zugleich  die 
denkbar  einfachste  Tangentenconstruction  far  die  gefundenen  Punkte  ver- 
bunden ist. 

Wenn  eine  zeichnerische  Darlegung  der  fraglichen  Curvenformen  trotz- 
dem selten  versucht  zu  sein  scheint,  so  liegt  dieses  vielleicht  an  dem  um- 
stände, dass  man  durch  schematisches  Auflösen  der  Doppelpunkte  einer 
in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  degenerirten  Curve  nfthernngsweise 
zum  Ziele  gelangt.  Die  folgenden  Constructionen  können  als  Versuch  gelten, 
unter  Beibehaltung  dieses  Gedankens  strenge  Formen  der  Curven  dritter 
Ordnung  zu  geben,  die  man  ebenfalls  beliebig  nahe  an  die  vorgedachte 
Gestalt  eines  degenerirten  Vorbildes  bringen  kann. 

Ausgehend  von  der  bekannten  Stein  er 'sehen  Verwandtschaft***  zwi- 
schen den  Punktepaaren  einer  Ebene,  findet  man  die  Darstellung  aller 
Curven  dritter  Ordnung  durch  Verallgemeinerung  der  Constructionen,  welche 
ftir  die  Kegelschnitte  aus  dieser  Verwandtschaft  fliessen.  Der  Zusammen- 
hang mit  anderen  bekannten  Erzeugungen  ist  unmittelbar  und  namentlich 
f^  die  Gruppe  der  eintheiligen  Curven  von  Nutzen,  wo  infolge  des  Auf- 
tretens imaginärer  Elemente  die  vorhergehende  Construction  etwas  schwer- 
föUiger  wird ,  und  doch  der  Einfachheit  in  erster  Linie  Rechnung  getragen 
werden  soll. 

L  Die  Steiner'sche  Verwandtschaft. 

1.  Ist  in  der  Ebene  der  Zeichnung  ein  vollständiges  Viereck  gegeben, 
80  begegnen  seine  drei  Gegenseitenpaare  GiO^y  ^^4^  ^6^«  jeder  Geraden 
der  Ebene  in  drei  Punktepaaren   einer  Involution,    deren  Doppelelemente 

*  Schröter,  Math.  Annalen  Bd.  V  S.  422flgg.  und  Teubner,  Leipzig,  1888: 
„Die  Theorie  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung." 

«•  Daräge,  Borchardt's  Journal  f.  Math.  Bd.  75  S.  153flgg. 
•♦*  Steiner,  „Systematische  Entwickelungeii",  Berlin  18S2,  S.  2ö4flgg.,  und 
Schröter,  „Steiner'.  Vorlesunjjen«,  Leipzig  1867,  S.  816  flgg.     ^  ^     ^  ^  GoOOle 
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jedes  Mal  ein  Paar  entsprechender  Punkte  PqOq  bilden  in  der  von  Steiner 
aufgestellten  quadratischen  und  invölutorischen  Verwandtschaft  der  Ebene. 
Bezeichnet  man  jeden  der  Punkte  des  gegebenen  Vierecks  mit  A^  ihre  6e- 
sammtheit  als  Quadrupel  A,  die  drei  Diagonalpunkte  des  Vierecks  als 
Punkte  B,  so  ist  nach  der  Definition  jeder  Punkt  Po  ^^^  seinem  ent- 
sprechenden Qq  durch  jedes  Oegenseitenpaar  atuu  harmonisch  getrennt;  oder 
die  Strahlenpaare  aus  den  Punkten  B  nach  den  Paaren  entsprechender 
Punkte  werden  durch  die  Seiten  des  Vierecks  harmonisch  getrennt.  Diese 
Eigenschaft  drückt  zugleich  die  Construction  entsprechender  Punkte  aus. 

Die  drei  Punkte  B  bilden  das  Ausnahme-  oder  Fundamental- 
dreieck der  Zuordnung;  einer  Ecke  desselben  entpricht  jeder  Punkt  der 
Gegenseite.  Ebenso  entspricht  jeder  Punkt  des  Quadrupels  A,  somit  auch 
eine  Linie  a  sich  selbst,  zwar  nicht  Punkt  für  Punkt,  aber  in  Paaren  einer 
Involution  mit  dem  Punktepaare  Ä  als  Doppelelementenpaar.  Jeder  andern 
Geraden  g  entspricht  ein  Kegelschnitt  Kg  durch  die  Fundamentalpnnkte,  der 
unendlich  fernen  Geraden  speciell  ein  Kegelschnitt  i^u  durch  die  Mitten  der 
sechs  begrenzten  Seiten  des  Quadrupels  A.  Er  ist  eine  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel,  je  nachdem  das  Viereck  der  Punkte  Ä  ein  concaves  ist 
(d.  h.  mit  einer  Ecke  im  Innern  des  Dreiecks  der  drei  andern),  oder  eine 
unendlich  ferne  Ecke  besitzt ,  oder  endlich  ein  convezes  ist  Man  kann  die 
Zuordnung  auch  erklttren  als  diejenige  doppelt  conjugirter  Punkte 
bezüglich  des  Kegelschnittbüschels  mit  den  Grundpunkten  Ä  und  das  Fun- 
damentaldreieck als  gemeinsames  Tripel  harmonischer  Pole  und  Polaren. 
Der  Kegelschnitt  K^  ist  zudem  der  Ort  der  Pole  von  g  bezüglich  der  Kegel- 
schnitte und  das  sich  entsprechende  Pnnktepaar  auf  g  das  Paar  der  Be- 
rührungspunkte von  g  mit  zwei  Individuen  des  Büschels.  Der  Uebergang 
von  der  Geraden  g  zum  entsprechenden  Kegelschnitte  und  umgekehrt  wird 
am  einfochsten  mittels  der  Tangenten  des  Kegelschnittes  in  den  Fundamen- 
talpunkten vollzogen. 

W&hlen  wir  jetzt  in  der  Ebene  irgend  einen  Punkt  B^y  der  mit  den 
drei  Punkten  B  das  Quadrupel  B  bilden  soll,  so  wird  auf  jedem  Strahl 
durch  Bq  ein  Punkt-epaar  der  Zuordnung  liegen,  deren  Gesammtheit  bei 
einer  vollen  Umdrehung  des  Strahles  einen  gewissen  Ort  erfüllen.  Kommt 
der  Strahl  in  die  Lage  nach  dem  entsprechenden  Punkte  Cq  zu  J^q,  so  wird 
der  Scheitel  B^  selbst  ein  Punkt  des  Ortes  und  der  Strahl  B^Cq  seine 
Tangente.  Es  giebt  also  zunächst  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  von  Geraden, 
welche  dem  Orte  in  drei  Punkten  begegnen;  wir  erkennen  diesen  also  als 
eine  Curve  dritter  Ordnung  und  werden  es  später  auch  bestätigt  finden, 
dass  jede  Gerade  der  Ebene  drei  Punkte  mit  ihr  gemein  hat. 

Ofifenbar  sind  die  durch  die  vier  Punkte  A  gehenden  Strahlen  die 
Tangenten  des  Gebildes  in  jenen  Punkten.  Desgleichen  gehören  die  drei 
Punkte  B  zur  Curve ,  und  da  ihre  entsprechenden  Punkte  C  auf  der  Gegen- 
seite  des  Fundamentaldreiecks  und  dem  Strahl  B^^B  liegen,  so  kann  man 
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kurz  Bogen:  Die  Ecken  and  Diagonalpnnkte  des  Quadrupels  B  gehören  eben- 
falls zum  Ort,  so  dass  wir  von  diesem  bereits  zwölf  Punkte  und  die  Tan- 
genten in  fdnfen  kennen. 

Weil  die  Cunre  durch  die  Fundamentalpunkte  B  geht,  entspricht  ihr 
als  Originalcurve  nach  der  St  einer 'sehen  Verwandtschaft  eine  aus  den 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks  und  einer  Curve  dritter  Ordnung  bestehende 
Bildcurve,  welche  alle  entsprechenden  zu  den  Elementen  der  Original- 
curve,  d.  h.  eben  diese  Elemente  selbst  enthSlt.  Bild-  und  Originalcurve 
sind  also  identisch,  oder  die  Curve  dritter  Ordnung  ist  eine  in  der 
Verwandtschaft  sich  selbst  entsprechende  Curve. 

Da  jeder  Punkt  Bq  eine  solche  Curve  eindeutig  bestimmt,  so  bildet  die 
Gesammtheit  derselben  ein  specielles  Curve nnetz  mit  sieben  gemein- 
schaftlichen Basispunkten.  Es  ist  uns  aber  in  erster  Linie  oim  die  gestalt- 
liche Form  der  betrachteten  Gebilde  zu  thun,  also  um  Eenntniss  ihrer 
unendlich  fernen  Elemente.  Zur  Umgehung  des  darin  liegenden  Problems 
dritten  Grades  verlegen  wir  in  der  Folge  den  Punkt  Bq  stets  auf  die  un- 
endlich ferne  Gerade,  wodurch  auch  die  stets  reelle  Asymptote  gegeben  ist. 
Die  beiden  anderen  Richtungen  sind  die  Doppelelemente  der  Involution  der 
drei  Gegenseitenpaare  des  Quadrupels  A  auf  der  unendlich  fernen  Geraden: 
wir  haben  daher  in  der  Lägenbeziehung  der  vier  Punkte  Jl  ein 
Mittel,  über  die  Natur  der  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve 
im  Voraus  entscheiden  zu  können. 

2.  Durch  die  specielle  Lage  von  B^  treten  zu  den  vorhandenen  sieben 
noch  zwei  weitere  gemeinschaftliche  Basispunkte  hinzu,  und  die  Gesammt- 
heit der  jetzt  noch  in  Betracht  kommenden  Curven  dritter  Ordnung  bildet 
daher  ein  Büschel.  Den  Lagen  von  Bq  auf  den  Seiten  a  entsprechen  die 
sechs  degenerirten  Curven  des  Büschels,  bestehend  aus  einer  Linie  a  und 
einem  Kegelschnitt  durch  die  sechs  weiteren  Basispunkte.  Die  Methode 
znr  Erzeugung  der  allgemeinen,  wie  degenerirten  Curve  ist 
also  dieselbe  und  man  kann  somit  durch  die  allgemeinere  Lage  von  J^^ 
die  Doppelpunkte  des  degenerirten  Gebildes  geometrisch  auf- 
lösen, ohne  dass  die  Construction  für  beide  FftUe  wesentlich  verschie- 
den wird. 

Nebst  der  gegenseitigen  Lage  der  vier  zunächst  reellen  Punkte 
des  Quadrupels  A  ist  aber  auch  die  Realität  desselben  auf  die  gestalt- 
liche Form  der  Curve  von  wesentlichem  Einfluss.  Wir  werden  demnach  zu 
unterscheiden  haben ,  ob  alle  Punkte  Ä  reell ,  oder  zwei  reell  und  zwei  con- 
jngirt  imaginär,  oder  ob  endlich  alle  vier  imaginär  sind.  Da  jedoch  im 
letzteren  Falle  das  Quadrupel  B  dann  vollständig  reell  sein  muss^  so  wird 
dieses  an  Stelle  des  Quadrupels  A  gesetzt  werden  können ,  so  dass  wir  also 
eigentlich  blos  zwei  Fälle  zu  unterscheiden  haben.  An  diese  beiden  Haupt- 
gruppen schliesat  sich  die  Gruppe  der  Curven  dritter  Ordnung  mit  Singu-     t 
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laritftien,  oder  der  rationalen  Curven,  welche  ans  den  Fällen  hervor- 
gehen ,  wo  das  Quadrupel  A  selbst  singulSr  wird  durch  Zusammenfallen  von 
zwei  oder  drei  seiner  Ecken  in  eine  einzige. 

IL  Darttallnng  der  Cnrren  dritter  Ordnung. 

Die  auf  den  Figurentafeln  VI  und  VII  durchgeführten  Constructionen 
zeigen  die  Haupttypen  der  Gestalten  der  Curven  dritter  Ordnung.  Die 
noch  fehlenden  Formen  sind  durch  leichte  UebergSnge  aus  den  vorhandenen 
Dispositionen  herzuleiten;  auf  das  specielle  Verhalten  der  Wendepunkte  und 
singulftren  Elemente  zum  Unendlichen  wurde  dabei  nicht  eingegangen. 

A.  nie  sweitheiligen  €arven. 
3.  Wir  setzen  zunächst  ein  ganz  reelles,  nachher  ein  ganz  ima- 
ginäres Quadrupel  A  voraus  und  werden  bald  erkennen,  dass  alle  Curven 
dieser  Oruppe  aus  zwei  vollständig  getrennten  Theilen  bestehen  oder  so- 
genannte zwei the  il ige  Curven  sind.  Es  entfällt  somit  eine  weitere  Unter- 
scheidung nur  noch  auf  die  Realität  der  unendlich  fernen  Elemente,  welche 
sofort  durch  die  gegenseitige  Lage  der  vier  Punkte  Ä  entschieden  wird. 
Um  diese  Lagenverschiedenheit  zu  Obersehen  und  in  gegenseitigen  Zusam- 
menhang  zu  bringen,  wollen  wir  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  der 
Untersuchung  die  Linie  a,  als  horizontal  und  die  Gerade  o^  als  normal 
dazu  denken.  Dann  sind  offenbar  folgende  vier  Configurationen  der  Punkte  A 
möglich : 

1.  die  Gerade  a^  verläuft  zwischen  dem  Punktepaare  A  auf  a^  und 
zwar  liegen  ihre  beiden  Punkte  A  auf  derselben  Seite  von  a,  oder 

2.  auf  entgegengesetzten  Seiten; 

3.  die  Gerade  a^  verläuft  ausserhalb  des  Paares  A  auf  a^  und  wieder 
liegen  ihre  beiden  Punkte  A  auf  derselben  oder 

4.  auf  den  entgegengesetzten  Seiten  von  Oj. 

In  den  Fällen  (1)  und  (4)  ist  das  Viereck  A  ein  concaves,  alle  Curven 
des  Büschels  haben  nur  einen  reellen  unendlich  fernen  Punkt;  in  den  Fällen 
(2)  und  (3)  ist  es  ein  convezes,  alle  Curven  des  Büschels  haben  drei  reelle 
unendlich  ferne  Punkte. 

a)  EUiptiiohe  Serpentine  mit  elliptieohem  Oval.  (Cireulare  Curve.) 
4.  Enthält  die  Curve  als  imaginäres  Punktepaar  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden  das  Ereispunktepaar,  so  giebt  ein  sanfter  Wechsel  in 
der  Krümmung  der  Gestalt  der  Curve  besondere  Schönheit  Das  Viereck 
der  Punkte  A  ist  in  diesem  Falle  ein  orthogonales;  jede  Ecke  ist  Höhen- 
punkt des  Dreiecks  der  drei  anderen.  Ist  also  in  Taf.  VI  Fig.  1  das  Qua- 
drupel A  gegeben,  so  sind  damit  auch  die  neun  Basispunkte  des  Curven- 
büschels  bekannte  Mit  dem  Punkte  Bq  sind  auch  die  Tangenten  einer  be- 
stimmten Curve  in  den  Punkten  A  gegeben ,  sowie  der  entsprechende  Punkt 
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C^  tu  B^  und  damit  die  reelle  Asymptote  angebbar.  Im  Ponkte  Cq  begegnen 
sich  aber  auch  die  Tangenten  der  Punkte  B ;  denn  da  Original  -  und  Bild- 
cnrre  identisch  sind,  so  entspricht  jedem  der  drei  Punkte  C  der  Cnnre 
anf  einer  Seite  des  Fundamentaldreiecks  ein  der  Gegenecke  B  unendlich 
benaehbarter  Punkt.  Die  Verbindungslinie  dieser  Nachbarn,  d.  h.  die  Tan- 
gente der  Gurre  in  jB,  ist  aber  gerade  die  Linie  B^C^.  Somit  hat  auch 
das  Quadrupel  B  die  Eigenschaft,  dass  die  Curventangenten  seiner 
Ecken  sich  in  einem  Punkte  der  Curve  begegnen. 

Setzten  wir  das  Quadrupel  B  jetzt  an  Stelle  des  Quadrupels  A,  den 
Punkt  Cq  an  Stelle  von  B^^  so  haben  wir  dadurch  eine  neue  Steiner^sche 
Verwandtschaft  mit  dem  Fundamentaldreieck  C  definirt ,  und  aus  dem  Punkte 
Cq  entspringt  eine  sich  selbst  entsprechende  Curre  dritter  Ordnung ,  welche 
mit  der  bis  jetzt  betrachteten  die  vier  Punkte  B  nebst  Tangenten ,  sowie 
die  vier  Punkte  C  gemein  hat,  also  mit  ihr  identisch  ist.  Die  vier  Punkte 
C  bilden  demnach  ebenfolls  ein  Quadrupel  C;  es  gehören  also  auch  die  drei 
Diagonalpunkte  2)  dieses  Quadrupels  unserer  Curve  an  und  der  entsprechende 
Punkt  Dq  zum  Punkte  Cq  bezttglich  des  Fundamentaldreiecks  C  ist  wieder 
gemeinsamer  Schnittpunkt  der  Tangenten  des  Quadrupels  C, 

Auf  diese  Weise  eröffnet  sich  die  Möglichkeit,  beliebig  viele  sol- 
cher Quadrupel  A,  B,  C,  ...  von  Punkten  und  Tangenten  der 
Curve  mit  dem  Lineal  anzugeben.  Man  bemerkt,  dass  die  gemein- 
schaftlichen Schnittpunkte  der  Tangenten  dieser  Quadrupel  eine  Folge  von 
Punkten  B^^  Cq,  D^,  ...  auf  der  Curve  bilden,  von  denen  jeder  Tangen- 
tialpnnkt  des  vorhergehenden  ist 

um  die  Gestalt  des  dargestellten  Gebildes  zu  übersehen,  denken  wir 
ans  einen  Strahl  parallel  zur  Richtung  Bq  verschoben.  Dann  bestimmen 
die  drei  Gegenseitenpaare  04  ak  fttr  jede  seiner  Lagen  die  Involution  seines 
Schnitipnnktepaares  mit  der  Curve*  Beim  Durchgang  durch  einen  Punkt  A 
wird  die  Involution  parabolisch,  wechselt  also  noth wendig  ihren  Charakter. 
Es  scheiden  demnach  die  vier  parallelen  Tangenten  der  Curve  die  ganze 
Ebene  in  vier  Streifen,  von  denen  zwei  noth  wendig  getrennte  die  ganze 
Curve  enthalten  müssen.  Diese  besteht  also  aus  zwei  vollständig  getrennten 
Theilen:  aus  einem  sich  mit  einem  reellen  Punkte  B^  ins  Unendliche  er* 
streekenden und  in  sich  geschlossenen  Aste,  oder  einer  Serpentine,  und  aus 
einem  ganz  im  Endlichen  liegenden ,  in  sich  geschlossenen  Oval.  Jede  reelle 
Gerade  der  Ebene  begegnet  dem  Aste  in  wenigstens  einem  reellen  Punkte, 
dem  Oval  in  zwei  reellen  getrennten  oder  zusammenfttllenden  oder  coiyugirt 
imaginftren  Punkten.  Nach  Fig.  1  liegen  alle  Tangentialpunkte  2?q,  Cq, 
2>Q,  ...  auf  dem  Aste,  so  dass  aus  jedem  Punkte  desselben  vier  reelle  und 
aus  jedem  Punkte  des  Ovals  vier  imaginSre  Tangenten  an  die  Curve  gehen. 

5.  Wir  wollen  dieses  zunächst  aus  der  Anschauung  fliessende  Resultat 
noch  airenger  begründen.  Die  vier  Tangenten  aus  dem  Punkte  Bq  können 
dreimal  als  Paare  je  einer  quadratischen  Strahleninvolution  aufgefasst  werden  it 
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die  Verbindangslinien  ihrer  Berühmngspankte  als  Doppelelemente  je  einer 
solchen  an  einem  der  drei  anderen  Pankte  B.  Bringt  man  eine  dieser  drei 
letzteren  mit  der  entsprechenden  der  drei  Involutionen  am  Pankte  B^  in 
projectivische  Verbindung,  indem  man  als  entsprechendes  drittes  Paar  das- 
jenige hinzufügt,  welches  aus  der  Verbindungslinie  BB^  beider  Scheitel 
hervorgeht,  so  entsteht  als  Erzeugniss  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
mit  der  vorliegenden  die  Scheitel  B^  und  B^  sowie  das  Quadrupel  A  nebst 
Tangenten  gemein  hat,  also  diese  Curve  selbst  ist.  Daraus  folgt  auf's 
Neue,  dass  die  Tangenten  in  den  Punkten  eines  Quadrupels  sich  im  näm- 
lichen Punkte  der  Curve  begegnen ,  und  dass  diese  Punkte  selbst  sich  dreimal 
in  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  zerlegen»  von  denen  je  zwei  zu 
Scheiteln  projectivischer  Involutionen  in  halbperspectivischer  Lage  gewfthlt 
werden  können  oder  Fundamentalpunkte  für  eine  unendliche  Folge  Steiner- 
scher Vierseite  sind. 

Da  die  Doppelelemente  der  erzeugenden  Strahleninvolutionen  gegenseitig 
zu  den  Berührungspunkten  der  Tangenten  ans  den  Scheiteln  führen,  so  folgt, 
dass  aus  dem  Punkte  B  des  Ovals  vier  in  Paaren  conjugirt  imaginäre  Tan- 
genten an  die  Curve  gehen,  weil  die  Doppelelemente  der  Involution  am 
Punkte  J^o  nothwendig  in  denjenigen  Schichten  der  Ebene  verlaufen  müssen, 
in  denen  keine  reellen  Punkte  der  Curve  liegen.  Weil  es  also  keine  Grenz- 
lagen  giebt ,  muss  jeder  Strahl  durch  den  Punkt  B  auf  dem  Oval ,  der  Curve 
in  zwei  stets  reellen  und  getrennten  Punkten  begegnen,  von  denen  der  eine 
dem  Oval,  der  andere  dem  Aste  angehört,  da  sie  am  Punkte  B^  ein  Paar 
der  Involution  bestimmen.  Daher  begegnet  auch  das  reelle  Doppelstrahlen- 
paar  des  Scheitels  B  der  Curve  in  vier  reellen  Punkten  Ä,  deren  Tangenten 
in  Bq  convergiren,  wie  wir  umgekehrt  festgesetzt  haben. 

Damit  steht  zunächst  fest,  dass  aus  einem  Punkte  des  Ovals  vier 
nicht  reelle,  aus  einem  Punkte  des  Astes  vier  reelle  Tangenten  an  die 
Curve  möglich  sind.  Würde  aber  auf  dem  Oval  ein  Punkt  existiren  mit 
reellen  Tangenten,  so  müsste  bei  continuirlichem  üebergang  von  B  nach 
jenem  Punkte  eine  Stelle  auftreten,  wo  der  Durchgang  vom  Imaginären  zum 
Beeilen  sich  mit  einer  reellen  Doppeltangente  vollziehen  müsste,  was  bei 
Curven  dritter  Ordnung  nicht  eintreten  kann.  Aus  analogen  Gründen  kann 
bei  Durchlaufen  des  Astes  kein  Wechsel  in  der  Realität  der  vier  Tangenten 
eintreten,  so  dass  wir  schliessen  dürfen,  dass  aus  jedem  Punkte  des 
Ovals  vier  imaginäre  und  aus  jedem  Punkte  der  Serpentine 
vier  reelle  Tangenten  an  die  Curve  gelegt  werden  können. 

6.  Um  ferner  über  das  Wesen  der  erzeugenden  Involutionen  mehr  Klar- 
heit zu  erhalten,  betrachten  wir,  ausgehend  von  einem  bekannten  Curven- 
punkte,  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  an  den  Scheiteln  B^ 
und  B^  wobei  wir  als  Punkt  B  zunächst  den  Schnittpunkt  von  Oj  und  a^ 
wählen.  Die  beiden  Strahlenpaare  begegnen  sich  dann  in  einem  Ftore  X 
und  einem  Paare  F  von  Curvenpunkten.    Verbindet  man  jetzt  das  auf  dem 
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Oval  liegende,  Punktepaar  XT  mit  dem  Schnittpunkte  B  von  o,  und  04, 
80  schneiden  diese  Geraden  die  Curye  in  einem  zweiten  Paare  von  Punkten 
X^  r,  auf  dem  entsprechenden  Strahl  zu  Z  Y  in  der  zweiten  Involution 
an  Bq.  Desgleichen  treffen  die  Geraden  aus  dem  dritten  Punkte  B  nach 
dem  Punktepaare  XT  des  Astes  die  Curye  noch  in  einem  Paare  X\T\ 
auf  dem  entsprechenden  Strahl  zu  Y  in  der  dritten  Involution  des  Punktes  Bq, 
Die  drei  Involutionen  am  Punkte  B^  sind  aber  aus  denselben  vier 
Tangenten  in  den  Ecken  des  Quadrupels  A  durch  ihre  Zusammenfassung  in 
Paare  entstanden,  also  nicht  unabhängig  von  einander.  Nach  einem 
bekannten  Satze  der  projectivischen  Geometrie  sind  daher  die  Strahlen  Xj  Y^ 
und  X\  Y\ ,  also  auch  die  gleichnamigen  Punktepaare  identisch.  Daraus 
geht  hervor,  dass  das  Punktepaar  X,  sowie  das  Paar  T  Fundamentalpunkte- 
paar  ist  für  drei,  also  auch  für  unendlich  viele  geschlossene  Steiner 'sehe 
Vierseite.  Entsprechende  Strahlenpaare  der  erzeugenden  Invo- 
lutionen begegnen  sich  somit  in  conjugirten  Punktepaaren 
der  Curve. 

Aus  der  Betrachtung  der  drei  hervorgehobenen  geschlossenen  Vierseite 
folgt  aber,  dass  die  beiden  Geraden  Z,  Tj  ein  Paar  der  ersten  Involution 
des  Punktes  B^  bilden  und  somit  auch  für  den  ersten  Scheitel  B  perspec* 
tivisch  liegen.  Die  beiden  Punkte  X^,  sowie  Tj  bilden  somit  ebenfalls  je 
ein  Paar  coujugirter  Punkte.     Es  folgt  daraus: 

Jeder  Punkt  der  Curve  läset  sich  mit  den  drei  anderen  Punkten  seines 
Quadrupels  als  Fundamentalpunkt  projectivischer  Involutionen  combiniren. 
Diese  entstehen  durch  Verbindung  der  Fundamentalpunkte  mit  allen  Qua- 
drupeln der  CurvQ,  oder  mit  anderen  Worten:  Durch  Verbindung  eines 
festen  Quadrupels  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Curve  ent- 
steht ein  neues  Quadrupel;  durchläuft  jener  Punkt  die  ganze 
Curve,  so  erhält  man  sämmtliche  Quadrupel  oder  die  ganze 
Punktinvolution. 

Nun  entstehen  aber  die  Paare  X  und  X^  durch  Projection  des  Qua- 
drupels B  aus  einem  Punkte  T,  und  die  Paare  Y  und  Y^  durch  Projection 
desselben  Quadrupels  aus  einem  Punkte  X,  bilden  also  selbst  ein  Quadrupel 
X  resp.  T.  Der  vorige  Satz  ergiebt  sich  somit  als  Specialfall  des  folgenden: 
Die  16  Verbindungslinien  der  Ecken  zweier  willkürlicher 
Quadrupel  begegnen  sich  zu  vieren  in  den  Ecken  eines  dritten 
Quadrupels  der  Curve.  Und  speciell:  Die  Verbindungsgeraden 
der  Punkte  eines  Quadrupels  unter  sich  treffen  die  Curve 
wieder  in  Punkten  eines  Quadrupels,  wodurch  die  charakteristische 
Lage  von  vier  solchen  Punkten  besonders  deutlich  ausgedrückt  wird. 

7.  Aus  dem  Obigen  fliesst  nun  ein  neues  Hilfsmittel  zur  Construction 
weiterer  Punkte  und  Tangenten  der  Curve,  welches  man  namentlich  dann 
in  Anwendung  bringen  wird,  wenn  einer  der  Punkte  mit  dem  Index  Null 
einem  Wendepunkte  zu  nahe  kommt.     Die  drei  anderen  ^JfJ|yi^yS?¥ÖDQlc 
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Quadrupels  liegen  dann  zu  nahe  an  einer  Geraden,  um  noch  sichere  Gon- 
strnctionen  an  sie  zu  knüpfen.  Man  gehe  dann  durch  Verbindung  zweier 
construirten  Quadrupel  zu  einem  dritten  über,  aus  welchem  nach  dem  be- 
kannten Verfahren  eine  neue  Folge  von  Punkten  und  Tangenten  zu  vier 
abgeleitet  werden  kann.  Ferner  ist  zu  beachten,  dass  die  Tangente  anch 
als  entsprechender  Strahl  zur  Verbindungsgeraden  der  Scheitel  in  der  qua- 
dratischen erzeugenden  Involution  jenes  Punktes  erhalten  werden  kann. 

Eine  rasche  und  umfassende  Construction  wftre  also  auch  die  folgende: 

Man  gehe  aus  von  einem  gegebenen  Quadrupel  A,  bestimme,  wie  in 
Fig.  1,  die  Involutionen  an  zwei  Punkten  A^  etwa  demjenigen  auf  der 
Geraden  a|,  durch  Festsetzung  von  B^^  und  führe  ihre  projectivische  Ab- 
hängigkeit auf  zwei  perspectivische  Strahlbttschel  zurück  vermittelst  eines 
geeigneten  Hilfskegelschnittes.  (In  Fig.  1  eignet  sich  dazu  der  Über  dem 
genannten  Punktepaare  Ä  als  Durchmesser  stehende  Kreis  durch  die  beiden 
Punkte  B.)  Jedes  Paar  entsprechender  Strahlen  führt  dann  auf  zwei  Punkte 
eines  Quadrupels  B  und  eines  Quadrupels  C.  Man  ergänze  diese  Quadrupel 
durch  die  Verbindung  dieser  Paare  mit  dem  Quadrupel  A.  Die  Diagonal- 
punkte  dieser  neuen  Quadrupel  gehören  zu  zwei  weiteren  Quadrupeln  D 
und  E,  welche  man  mit  Hilfe  der  Involutionen  am  Punktepaare  A  durch 
je  einen  Punkt  Dq  und  Eq  vervollständigt.  Diese  Punkte  sind  die  Tangen- 
tialpunkte  der  Quadrupel  B  und  C  u.  s.  f. 

Zwei  weitere  Epeugungsarten  von  allerdings  weniger  praktischem 
Werthe  lassen  sich  aus  dem  Vorhergehenden  anschliessen :  Jeder  Geraden  g 
durch  ^0  entspricht  in  der  Stein  er 'sehen  Verwandtschaft  des  Quadrupels  A 
ein  Kegelschnitt  Kg  eines  Büschels  mit  den  Punkten  B  und  Cq  als  Grund- 
punkten. Die  Curve  ist  somit  auch  unendlich  oft  das  Erzeug- 
niss  aus  einem  Kegelschnittbüschel  und  einem  dazu  projec- 
tivischen  Strahlbttschel.  Es  ereignet  sich  viermal,  dass  die  Gerade  ^ 
den  Kegelschnitt  K^  berührt,  nämlich  jedesmal ,  wenn  sie  eine  Ecke  A  passirt 

Die  Curve  dritter  Ordnung  ist  aber  auch  der  Ort  der  Berührungs- 
punkte der  Tangentenpaare  aus  dem  Punkte  Bq  an  alle  Kegel* 
schnitte  des  Büschels  mit  den  Grundpunkten  A.  Die  Gesammt- 
heit  aller  Berührungssehnen  ist  das  Strahlbüschel  am  Punkte  (7^,  wodurch 
wir  wieder  auf  die  vorige  Erzeugung  kommen.  Der  durch  B^  gehende 
Kegelschnitt  ist  der  Polarkegelschnitt  der  Curve  dritter  Ordnung  be- 
züglich des  Punktes  Bq.  Auch  diese  Erzeugung  wiederholt  sich  für  jedes 
Quadrupel  der  Curve,  also  unendlich  oft. 

8.  Wählt  man  des  Weiteren  in  Fig.  1  den  Punkt  Bq  auf  der  Seite  o,, 
so  degenerirt  die  Curve  dritter  Ordnung  in  einen  Kreis  K^  und  die 
Gerade  a^,  oder  die  Curve  besitzt  zwei  Doppelpunkte  D^  und  D^.  Von 
jedem  Quadrupel  liegen  zwei  Punkte  auf  dem  Kreise  in  Strahlen  eines  Bü- 
schels durch  den  Pol  A^  der  Geraden  a^  bezüglich  des  Kreises,  und  zwei 
Punkte  auf  der  Geraden  cl,  wo  sie  die  Polinvolution  des  S[rei8e8  formiren. 
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Die  Erzeugung  einer  Folge  von  Quadrupeln  geht  über  in  die  Darstellung 
des  Kreises  aus  Pol,  Polare,  Involution  und  einem  Paare  entsprechender 
Pankte.  Sie  erfolgt  aber  auch  alis  jedem  Punktepaare  des  Kreises  durch 
Verbindung  zweier  projectiyischer  Strahleninvolutionen,  in  welchen  sich  die 
Doppelelemente  entsprechen  und  für  welche  die  Gerade  o,  als  Per- 
spectivaxe  figurirt,  oder  aus  der  Verbindung  zweier  projectivischer  In- 
Yolutionen  aus  jedem  Paare  der  Polinvolution  auf  der  Geraden  a^,  in  wel- 
chen diese  Gerade  gemeinsames  und  entsprechendes  Doppelelement 
ist.    Die  Fig.  1  a  illustrirt  den  besprochenen  Fall. 

Die  allgemeine  Curve  in  Fig.  1  kann  aber  auch  entstanden  gedacht 
werden  durch  Drehung  des  Strahles  nach  Bq  im  entgegengesetzten  Sinne 
wie  vorhin,  von  der  Lage  der  Geraden  a,  aus.  Für  Bq  auf  a^  besteht  die 
Cnrve  nebst  dieser  Geraden  aus  einem  sie  nicht  reell  schneidenden  Kreise  K^ , 
entsprechend  der  Configuration  der  vier  Punkte  Ä  nach  Lage  (4).  Während 
im  ei*sten  Falle  ein  Stück  der  Geraden  mit  einem  Stück  des  Kreises  zu- 
sammenschmolz, geht  hier  der  Kreis  für  sich  in  das  Oval  und  die  Gerade 
für  sich  in  die  Serpentine  über,  so  dass  also  die  Realität  der  Doppelpunkte 
der  degenerirten  Curve  nach  dem  Process  der  Auflösung  ftlr  den  allgemeinen 
Fall  ohne  sichtbare  Wirkung  bleibt. 

9.  Wir  schliessen  an  das  ganz  reelle  sogleich  den  Fall  des  ganz 
imaginftren  Quadrupels.  Es  ist  sofort  evident,  dass  als  Bild  der  Curve 
ein  vom  vorigen  verschiedenes  zum  Vorschein  kommen  wird;  denn  die 
beiden  conjugirt  imaginären  Strahlenpaare  üiü/t  haben  jetzt  ein  noth wendig 
reelles  gemeinsames  Paar,  d.  h.  die  Curve  geht  mit  drei  reellen  Richtungen 
ins  Unendliche,  von  denen  eine  der  Serpentine  und  zwei  dem  Oval  angehören 
müssen ,  weil  diesem  der  Punkt  Bq  mit  vier  imaginären  Tangenten  angehört. 

Wir  geben  also  in  Taf.  VI  Fig.  2  auf  den  reellen  Geraden  a^  und  o^  zwei 
elliptische  Involutionen  XiX', ,  T,  Y\  und  X^X\,  Y%Y\^  welche  für  einen 
im  Endlichen  und  einen  im  Unendlichen  gelegenen  Punkt  B  perspectivisch 
liegen,  je  durch  eine  harmonische  Gruppe.  Wird  jetzt  der  Punkt  ^o  ge- 
geben, 80  ist  das  Quadrupel  B  vollständig;  von  seinen  drei  Diagonal- 
punkten C  ist  wieder  einer  unendlich  fern ;  die  Richtungen  der  unendlichen 
Aeste  sind  also  bekannt. 

Der  Strahl  aus  B^  nach  dem  im  Endlichen  liegenden  Perspectivcen- 
tmm  B  begegnet  der  Geraden  a,  in  einem  Punkte  Z, ,  nach  dessen  ent- 
sprechendem Z\  die  Tangente  der  Curve  in  B  geht.  Die  symmetrische  Ge- 
rade zur  Richtung  Bq  bezüglich  der  Geraden  a,  durch  den  auf  ihr  gelegenen 
Punkt  B  ist  die  Tangente  der  Curve  in  diesem  Punkte;  sie  begegnet  der 
vorigen  im  Punkte  C^,  welcher  somit  Schnittpunkt  der  Asymptoten  in  den 
beiden  Punkten  B  und  Bq  ist.  Dadurch  ist  das  Quadrupel  C  vervollstän- 
digt; ausser  seinen  drei  Diagonalpunkten  D  construirt  man  analog  wie  bis 
anhin  den  vierten  Punkt  Dq  des  Quadrupels  D  und  damit  also  die  dritte 
reeUe  Asymptote  u.  s.  w.  ^,g,^,^^^  ^^  v^oOgk 
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Damit  ist  erwiesen,  dass  dieser  Fall  mit  dem  vorhergehenden  eine 
Cnrve  derselben  Orappe  nmfasst;  wir  kommen  übrigens  noch  von  anderer 
Seite  auf  die  Gestalt  der  Cnrve  zurück,  wo  die  Asymptotenconstniction 
gezeigt  werden  soll  auch  für  den  Fall,  wo  sich  keine  zwei  derselben  auf 
der  Cnrye  begegnen. 

b)  EUiptiBohe  Berpentiiie  mit  parabolisohem  OvaL 

10.  Der  üebergang  von  einer  der  Lagen  in  (1)  oder  (4)  zu  einer  der 
Lagen  (2)  oder  (3)  kann  dadurch  vollzogen  gedacht  werden,  dass  eine 
Ecke  Ä^  sagen  wir,  diejenige  auf  aj,  ins  unendliche  rückt.  Nach  Dispo- 
sition von  Taf.  VI  Fig.  3  haben  wir  daher  eine  zweitheilige  Curve  zu  erwarten, 
die  im  Punkte  Bq  den  einzigen  reellen  Punkt  des  unpaaren  -  Astes  besitzt 
und  deren  Oval  die  unendlich  ferne  Gerade  in  der  Richtung  von  a^  berührt. 
Die  Construction  der  Punkte  und  Tangenten  erleidet  keinerlei  Ausnahmen 
vor  dem  Falle  der  Fig.  1.  Alle  Curven  des  Büschels  sind  zweitheilig,  weil 
für  alle  ein  reelles  Quadrupel  A  besteht;  dagegen  ist  nicht  noth wendig  das 
Oval  stets  der  parabolische  Theil,  es  kann  auch  der  Ast  die  unendlich  ferne 
Gerade  berühren  und  das  Oval  ganz  im  Endlichen  liegen.  In  diesem  Falle 
besteht  die  Curve  also 

o)  aus  einer  paraboll0olien  Serpentine  mit  elliptisohem  OvaL 

11.  Lttsst  man  den  Punkt  Bq  die  unendlich  ferne  Gerade  durchlaufen, 
so  erhält  man  alle  Curven  dritter  Ordnung  des  Büschels;  ans  der  Lage  des 
Punktes  j&o  ist  aber  sofort  zu  entscheiden ^  welche  zwei  von  den  Punk- 
ten A  dem  Aste  und  welche  dem  Oval  angehören  werden.  Zu- 
nächst ist  klar,  dass,  so  lange  die  Curve  aus  zwei  getrennten  Theilen  be- 
steht, die  Tangenten  in  zwei  derartig  zusammengehörenden  Punkten  des 
Astes  durch  diejenigen  des  Ovals  nicht  getrennt  werden  können,  weil  man 
sonst  durch  continuirlichen  Üebergang  vom  Oval  zum  Ast  gelangen  könnte. 
Um  zu  unterscheiden,  ob  der  unendlich  ferne  Punkt  A^  zum  Aste  oder 
zum  Oval  gehöre,  combinire  man  ihn  mit  jedem  der  drei  Punkte  J  im 
Endlichen.  Ist  dann  für  eine  bestimmte  Lage  von  B^  eine  einzige  von 
diesen  drei  Involutionen  hyperbolisch,  so  gehört  die  Richtung  A  zum  Oval; 
sind  alle  drei  hyperbolisch,  so  gehört  sie  zum  Aste. 

Diese  Involutionen  sind  aber  jedesmal  bestimmt  durch  die  Verbindungs- 
linien mit  den  beiden  anderen  Punkten  A  im  Endlichen  als  dem  einen ,  und 
den  Geraden  nach  A^  und  Bq  ab  dem  andern  Paare.  Ein  Wechsel  kann 
nur  beim  Eintreten  von  B^  auf  eine  Gerade  a  stattfinden.  Die  sohematische 
Fig.  3  a  zeigt  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  zwei  mit  A  bezeichnete 
Zonen  für  den  Punkt  Bq  und  für  einen  parabolischen  Ast,  und  eine  mit 
0  bezeichnete  Zone,  in  welcher  der  Punkt  Bq  ein  parabolisches  Oval  eraeugt 

Zum  Büschel  gehören  im  Weiteren  drei  Parabeln  je  in  Verbindung  mit 
den  Seiten  der  drei  Punkte  A  im  Endlichen,  ferner  drei  Curven,  welche 
alle  durch  die  drei  parallelen  Seiten  des  Quadrup;9l|^^^|^^r^g^(8^nürtjfrerden. 


Von  Dr.  M.  Distbli.  149 


Die  Tafel  enthält  die  Figur  der  parabolischen  Serpentine  nicht  ;i  man  braucht 
jedoch  in  Fig.  3  den  Punkt  Bq  blos  symmetrisch  zur  Geraden  a^  festzu- 
setzen, um  sofort  die  gewünschte  Curvenform  zu  erhalten.  Die  Entstehung 
derselben  aus  der  Geraden  a,  und  einer  sie  reell  schneidenden  Parabel 
ist  evident:  Das  endliche  Stück  der  Geraden  vereinigt  sich  mit  dem  end- 
lichen Parabelsegment  zum  Oval,  das  unendliche  Geradenstück  mit  dem 
nach  dem  unendlichen  gehenden  Theile  der  Parabel  zum  parabolischen  Aste. 

d)  ElliptiBOlie  Serpentine  mit  hyperbolüiohem  Oval. 
12.  Die  Lagenbeziehung  der  vier  Punkte  A  nach  (3)  ist  in  Taf.  VI  Fig.  4 
zur  Anschaumig  gebracht.  Alle  Curven  des  Büschels  gehen  mit  drei  reellen 
Punkten  ins  unendliche.  Ist  der  Punkt  ^g  wie  in  der  Construction  fest- 
gesetzt, so  erkennt  man  aus  der  Bildung  der  Involutionen  an  den  Punkten 
^  sofort,  dass  die  beiden  auf  a^  gelegenen  Punkte  A  zum  Oval,  die  beiden 
auf  Og  liegenden  zum  Aste  gehören ,  und  dass  wir  daher  auf  den  schon  aus 
Fig.  2  bekannten  Fall  kommen.  Die  Quadrupel  A,  B,  C,  D  der  Curve 
Carve  nebst  Tangenten  sind  eingetragen,  die  Asymptote  der  Serpentine 
ebenfalls;  es  erübrigt  zun&chst  die  Construction  der  beiden  anderen  Asym- 
ptoten. 

Der  unendlich  fernen  Geraden  u  entspricht  nach  Abschnitt  I  ein  Kegel- 
schnitt i^uj  welcher  nebst  den  drei  Punkten  B  die  sechs  Mitten  der  be- 
grenzten Seiten  des  Quadrupels  A  oder  die  Mittelpunkte  der  sechs  Hyperbeln 
enthält,  die  als  Bestandtheile  der  degenerirten  Curven  dritter  Ordnung  auf- 
treten. Andererseits  werden  die  Asymptoten  sSmmtlicher  Curven  dritter 
Ordnung  in  den  beiden  fraglichen  Richtungen  durch  die  Curven  selbst  in 
projectivische  Verbindung  gebracht,  aus  welcher  ein  Kegelschnitt  resultirt, 
der  nebst  den  beiden  unendlich  fernen  Punkten  mit  K„  die  obigen  sechs 
Mitten  enthält,  also  mit  ihm  identisch  ist. 

Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  beider  Asymptoten  mit  CTg,  so  bilden 
offenbar  die  Punkte  Uq  mit  den  Punkten  C^  auf  A'u  eine  quadratische  In- 
volution, für  welche  der  Mittelpunkt  Mu  des  Kegelschnittes  A"»  der  Pol  ist. 
Sind  also  mit  Hilfe  des  Zirkels  aus  dem  Viereck  A  die  beiden  unendlich 
fernen  Punkte  der  Curve  bestimmt,  so  gehört  zu  jedem  Punkte  ^o  ^^° 
Punkt  Cg  und  ein  zu  diesem  symmetrischer  Punkt  Uq  bezüglich  des  Schnitt- 
punktes Mu  der  Verbindungslinien  der  Gegenseitenmitten.  Der  Punkt  U^ 
ist  der  Schnittpunkt  der  verlangten  Asymptoten.  In  Fig.  1  ist  er  also  der 
Diametralpunkt  von  Cq  bezüglich  des  dem  Dreieck  der  drei  Punkte  B  um- 
schriebenen Kreises.  '  Er  bleibt  also  reell  und  angebbar,  selbst  wenn  die 
Asymptoten  imaginär  werden  sollten. 

Das  Entstehen  der  vorliegenden  Curve  aus  der  Geraden  a^  und  einer 
zu  a^  orthogonal  symmetrischen  Hyperbel  von  den  nämlichen  Asymptoten- 
richtungen ist  augenscheinlich.  Alle  Curven  des  Büschels  sind  zweitheilig; 
doch   hat  man  es  durch  Wahl  des  Punktes  B^  in  der  Hand,  entweder  das       t 
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Oval,  oder  die  Serpentine  mit  drei  reellen  Punkten  nach  dem  unendlichen 
gehen  zu  lassen.  Das  Schema  Fig.  4a,  welches  auf  bekannte  Weise  er- 
mittelt ist,  seigt  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  zwei  Zonen  0  ftlr  den 
Punkt  ^0  und  zwei  unendlich  ferne  reelle  Punkte  des  Ovals,  ebenso  s^ei 
Zonen  A  für  Bq  mit  drei  unendlich  fernen  reellen  Punkten  der  Serpentine. 
Wir  behandeln  jedoch  diesen  Fall  getrennt,  um  die  Figur  nicht  zu 
überladen.  Man  erkennt  aber  auch  die  Möglichkeit,  die  unter  c)  behan- 
delte Form  hier  auf's  Neue  zu  wiederholen,  sobald  man  als  Richtung  von 
Bq  einen  der  beiden  unendlich  fernen  Grundpunkte  des  Bttschels  w&hlt. 

e)  HyperboliBohe  Serpentine  mit  elliptisohem  OvaL 

13.  Taf.  VI  Fig.  5  enthält  die  vier  Punkte  A  nach  der  Lagenbeziehung  (3) ; 
nur  sind,  um  die  Construction  noch  einfacher  zu  gestalten,  zwei  Seiten 
a^,  au  parallel  angenommen,  so  dass  nebst  Bq  noch  ein  zweiter  Punkt  B 
seines  Quadrupels  im  unendlichen  liegt.  Dies  hat  zur  Folge ,  dass  ein  Dia- 
gonalpunkt C  des  Quadrupels  B  die  dritte  Asjmptotenrichtung  ist.  Die 
Asymptoten  der  beiden  Punkte  B  begegnen  sich  im  Punkte  Cq  der  Gorve, 
welcher  so  gelegen  ist,  dass  die  Asymptote  in  B  in  der  Mitte  des  paral- 
lelen Seitenpaares  otük  verläuft.  Die  Mitte  dieser  Seite  ist  der  Punkt  Jf.; 
somit  ist  auch  der  Punkt  Uq  und  damit  die  dritte  Asymptote  gegeben. 
Der  Verlauf  der  Curve  ist  nebst  den  Quadrupeln  A,  B  und  C  durch  Ver- 
bindung dieser  unter  einander,  d.  h.  durch  die  Paare  D  und  E  ersichtlich 
gemacht.  Aus  der  Lage  des  Punktes  Bq  ist  sofort  erkennbar,  dass  die 
beiden  äusseren  Punkte  ^  zum  Aste  gehören,  dass  also  dieser  mit  reellen 
Punkten  sich  ins  Unendliche  erstrecken  muss. 

Die  Entstehung  der  Curve  aus  der  Geraden  a^  und  einer  diese  Ge- 
rade reell  schneidenden  Hyperbel  ist  ersichtlich.  Das  begrenzte  Segment 
der  Geraden  vereinigt  sich  mit  dem  endlichen  Bogen  der  Hyperbel  zum 
Oval;  das  unendlich  grosse  Stück  bildet  nach  seiner  Vereinigung  mit  dem 
geschnittenen  Zweige  der  Hyperbel  den  hyperbolischen  Ast  der  Curve. 

Auch  dieses  Büschel  enthält  die  Formen  der  Curve  in  Fig.  4.  Lässt 
man  also  in  der  Wahl  von  Bq  unbeschränkte  Freiheit,  so  können  alle 
fünf  Hauptformen  der  zweitheiligen  Curven  aus  zwei  einzigen 
Configurationen  der  vier  Punkte  Ay  dem  ttberschlagenen  und  dem 
convexen  Viereck  abgeleitet  werden. 

B.  Eintheillge  Curven« 

14.  Die  Curven  dieser  Gruppe  wollten  wir  nach  dem  gemeinsamen 
Gesichtspunkte  zusammenfassen,  dass  für  sie  das  Quadrupel  A  aus  zwei 
reellen  Punkten  auf  der  Geraden  a^  und  zwei  conjugirt  imaginären  Punkten 
auf  o^  besteht.  Diese  Curven  haben  alle  die  Eigenschaft,  dass  das  Oval 
der  zweitheiligen  Curven  keine  reellen  Punkte  mehr  enthält,  so  dass  diese 
Cnrven  aus  einem  einzigen  Zuge,  der  Serpentine  oder  dem  Aste  bestehen, 
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also  eintheilig  oder  einzügig  sind.  Die  Zahl  der  möglichen  Configura- 
tionen  in  der  Lage  der  Punkte  A  redacirt  sich  anf  zwei,  je  nachdem  näm- 
lich der  Punkt  B  auf  a^  innerhalb  oder  aasserhalb  des  Punktepaares  A  liegt; 
rechnet  man  dazu  noch  den  Zwischenfall ,  wo  der  eine  Punkt  A  ins  un- 
endliche rttckt,  so  werden  wir  im  Ganzen  drei  Fälle  zu  unterscheiden  haben, 
welche  sich  auch  nach  dem  Verhalten  zum  unendlichen  herleiten  lassen, 
nämlich  eine  reelle  und  zwei  ooi\jugirt  imaginäre,  eine  reelle  und  zwei 
zusammenfallende  reelle ,  endlich  drei  reelle  getrennte  Asjmptotenrichtungen. 

Denkt  man  sich  die  nicht  reellen  Seitenpaare  Oiak  oder  die  sie  ver- 
tretenden Involutionen  an  den  reellen  Punkten  A  nach  demselben  Punkte 
eines  Hilfskreises  verschoben,  so  begegnen  sie  diesem  in  nicht  reellen 
Punktepaaren  auf  reellen  Geraden  P|  und  p,.  Von  den  Perspectivcentren 
P,  und  P^  dieser  Involutionen  liegt  nothwendig  eines  im  Innern ,  das  andere 
aasserhalb  des  Hilfskreises,  je  nach  dem  entgegengesetzten  oder  gleichen 
Sinne  beider  Involutionen. 

Dieser  Sinn  hängt  aber  davon  ab ,  ob  o^  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Paares  A  verläuft.  Im  ersten  Falle  liegt  P^  im  Innern  und  die  Involution 
auf  dem  Hilfskreise  ist  elliptisch,  die  Curve  besitzt  i)ur  eine  reelle  Asym- 
ptote ;  im  zweiten  Falle  ist  P^  ausserhalb ;  die  Involution,  ist  hyperbolisch, 
die  Curve  geht  nach  drei  reellen  Richtungen  durch 's  unendliche. 

Da  die  Formen  der  Curve  im  Wesentlichen  schon  in  der  vorher- 
gehenden enthalten  sind,  so  betrachten  wir  nur  den  ersten  Fall  etwas 
näher. 

a)  Oiroulare  Serpentine« 

Wir  machen  in  Taf.  VII  Fig.  6  das  Rreispunktepaar  zum  unendlich 
fernen  Punktepaare  der  Curve,  wenn  wir  die  elliptische  Involution  auf  o^ 
so  wählen,  dass  ein  Kreis  im  Büschel  existirt,  der  in  Verbindung  mit  a^ 
als  Curve  dritter  Ordnung  aufgefasst  werden  kann.  Es  genügt  zu  diesem 
Zwecke,  die  Schnittpunkte  des  Kreises  über  dem  reellen  Punktepaare  A  als 
Durchmesser  mit  o^  als  Paar  XZ',  dazu  das  Paar  YY'  etwa  wie  in  der 
Figur  anzunehmen,  so  lässt  sich  sofort  die  Verbindungslinie  h  der  nicht 
reellen  Punkte  B  der  Curve  angeben. 

15.  Wir  haben  vorerst  noch  zu  zeigen,  wie  in  diesem  Falle  die  Con- 
struction  entsprechender  Punkte  nach  der  Stein  er 'sehen  Verwandtschaft 
praktisch  am  bequemsten  ausgeführt  wird.  Jedem  Punkte  einer  Geraden 
durch  den  reellen  Punkt  B  entspricht  ein  Punkt  auf  der  symmetrischen 
Geraden  zu  dieser  bezüglich  der  Geraden  o,.  Entsprechende  Punkte  be- 
schreiben anf  dieser  Geraden  projectivische  Punktreihen,  für  welche 
die  Gerade  h  die  Perspectivaxe  i*  ist.  Kennt  man  also  jedesmal  noch  ein 
Paar  entsprechender  Punkte,  so  ist  die  Projectivität  bestimmt.  In  unserem 
Falle  nun  entspricht  der  unendlich  fernen  Geraden  TJ  der  durch  die  drei 
Punkte  B  gehende  reelle  Kreis  K^^  der  sofort  angegeben  werden  kann« 
Dem  unendlich  fernen  Punkte  der  einen  Geraden  entspricht  somit  der  zweite 
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Schnittpunkt  der  andern  mit  diesem  Kreise;  dieses  Paar  venrollstftndigt 
jeweilen  die  Projeciiyit'kt. 

Ist  also  der  Punkt  Bq  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  festgesetzt, 
so  erhält  man  sofort  den  Punkt  C/q,  somit  die  reelle  Asymptote.  Ausser 
diesem  Punkte  existirt  noch  ein  weiterer  reeller  Diagonalpunkt  0  des  Qua- 
drupels B,  sowie  zwei  nicht  reelle  Punkte  C  auf  der  reellen  Geraden  e, 
welche  durch  die  Paare  XX\  TY'  der  Involution  auf  dieser  Geraden  ver- 
treten sind;  aus  diesen  Punkten  ergiebt  sich  das  Quadrupel  D  u.  s.  f.  Die 
Construction  verl&nft  wie  bei  Taf.  VI  Fig.  1,  sie  erleidet  blos  eine  einfache 
Erweiterung  durch  die  Bestimmung  der  reellen  Verbindungslinie  der  nicht 
reellen  Punkte  jedes  Quadrupels. 

Durch  die  beiden  parallelen  Tangenten  wird  die  Ebene  jetzt  in  zwei 
Schichten  getheilt;  jeder  Strahl  durch  B^  in  der  einen  Schicht  begegnet 
der  Curve  in  zwei  reellen,  in  der  andern  Schicht  in  zwei  nicht  reellen 
Punkten,  so  dass  die  Curve  aus  einem  einzigen  zusiunmenhSngenden ,  in 
sich  geschlossenen  Zuge  besteht.  Jedes  Quadrupel  A,  B,  C,  ...  besteht  ans 
zwei  reellen  und  zwei  conjugirt  imaginftren  Punkten  auf  einer  reellen  Geraden, 
'  was  sowohl  aus  der  Bildung  der  Involutionen  an  den  Punkten  B  und  J^g,  als 
auch  aus  dem  Satze  über  die  Verbindung  irgend  zweier  Quadrupel  hervor- 
geht. Aus  jedem  Punkte  der  Curve  gehen  demnach  auch  zwei 
reelle  und  zwei  conjugirt  imaginäre  Tangenten  an  diese. 

Mit  Hilfe  des  erwähnten  Satzes  sind  auch  rasch  beliebig  viele  weitere 
Punktepaare  der  Curve  zu  finden.  Wir  wollen  anmerken,  dass  bei  der 
Construction  der  Tangente  in  den  Punkten  mit  dem  Index  Null  {Cq  in  Fig.  6) 
diese  als  entsprechender  Strahl  zur  Verbindungsgeraden  mit  dem  zweiten 
reellen  Punkte  seines  Quadrupels  bequem  erhalten  wird. 

Fällt  Bq  mit  der  Richtung  von  o,  zusammen,  so  besteht  die  Curve  aas 
dieser  Geraden  und  einem  sie  reell  schneidenden  Kreise;  fällt  Bq  dagegen 
mit  der  Richtung  von  a,  zusammen,  so  wird  der  ergänzende  Kreis  rein 
imaginär.  In  diesem  Falle  kann  also  die  Curve  aus  der  Verschmelzung 
einer  reellen  Geraden  mit  Partien  eines  reellen,  wie  eines  imaginären  Kreises 
entstanden  gedacht  werden. 

b)  Faraboliaohe  Serpentine. 
Diese  entsteht  aus  der  vorhergehenden  Disposition  dadurch,  dass  der 
eine  Punkt  J.  ins  unendliche  rückt;  die  Construction  zeigt  keinerlei  wesent- 
liche Aenderung. 

o)  Hyperbolische  Serpentine. 
Die  Disposition  fttr  diese  Curve  entspricht  der  Lagenbeziehung  (2)  der 
vier  Punkte    Ä\   die  Verbindungslinie  a^   verläuft   ausserhalb   des   reellen 
Paares  Ä  auf  o^ .     Die  Curve  kann  auch  dadurch  entstanden  gedacht  werden, 
dass  man  das  Oval  in  Taf.  VI  Fig.  5  verschwinden  lässt 
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BeYor  jedoch  das  Oval  von  endlicher  und  reeller  Ausdehnung  imaginttr 
wird,  zieht  es  sich  auf  einen  Punkt  zusammen,  den  wir  als  singulären 
Punkt  der  Curve  zu  bezeichnen  haben.  Die  Curve  wird  in  diesem  Falle 
eine  rationale  Curve,  welche  als  üebergangsformen  der  zwei*  und  ein- 
theiligen  Gurven  aufgefasst  werden  können  und  aus  den  Degenerationsformen 
des  Quadrupels  A  hervorgehen. 

C.  Bationale  Ourven. 

16.  Die  Formen  dieser  Gurven  unterscheiden  sich  erstens  nach  der  Art 
ihrer  Singularitftt  in  Formen  mit  isolirtem  Doppelpunkte,  Spitze  und 
Knoten,  je  nach  der  Realität  der  Tangenten  im  singulttren  Punkte;  zweitens 
nach  der  Natur  der  unendlich  fernen  Punkte  und  drittens  nach  der  Be- 
ziehung des  singu]ären  Punktes  zum  ünendlichfemen ,  falls  dieser  selbst 
dorthin  verlegt  wird.  Die  Zahl  der  möglichen  Fälle  wird  dadurch  erheblich 
gesteigert,  ohne  dasd  dabei  eine  bestimmte  Anzahl  von  solchen  Modifica- 
tionen  als  massgebend  angesehen  wird.  Wir  construiren  blos  die  drei 
Haupttypen  dieser  Gurven;  in  Verbindung  mit  dem  Vorausgegangenen  hat 
es  keine  Schwierigkeit,  weitere  Gestalten  abzuleiten,  so  lange  die  Wende- 
punkte nicht  ausgezeichnet  werden  sollen,  auf  welche  wir  hier  im  All- 
gemeinen keine  Bttcksicht  nehmen. 

a)  Der  isolirte  Doppelpunkt. 

Wir  schliessen  die  Gonstruction  an  den  Fall  von  Taf.  VI  Fig.  5  mit  drei 
reellen  unendlich  fernen  Punkten.  Seien  also  in  Taf.  VII  Fig.  7  die  beiden 
getrennten  Punkte  A  und  zwei  in  einen  Punkt  /  zusammengefallene  Punkte  A 
gegeben,  so  enthält  dieser  Punkt  auch  zugleich  zwei  Punkte  JB,  indessen 
der  dritte  Punkt  B  auf  der  Geraden  a^  willkürlich,  wir  wollen  sagen,  im 
Unendlichen  festgelegt  wird.  Wenn  auch  die  beiden  Punkte  JB  in  J  zu- 
sanunenfallen,  so  ist  doch  ihre  Verbindungslinie  eine  wohlbestimmte  Gerade, 
welche  in  Fig.  7  nach  der  Mitte  des  Punktepaares  A  gehen  muss,  da  sie 
durch  das  Paar  A  harmonisch  von  B  getrennt  wird.  Setzen  wir  jetzt,  analog 
wie  in  Fig.  5,  den  Punkt  B^  fest,  so  ist  BB^  die  unendlich  ferne  Gerade 
and  begegnet  der  vorhin  genannten  Verbindungsgeraden  des  zusammenfal- 
lenden Paares  B  im  dritten  reellen  unendlich  fernen  Punkte  C  der  Gurve. 
Man  bemerkt,  dass  von  den  vier  Tangenten  aus  ^o  ^^^^  durch  den  singu- 
lären Punkt  gehen,  so  dass  nur  noch  zwei  eigentliche  Tangenten  an  die 
Curve  ttbrig  bleiben. 

Verbindet  man  im  Weitem  den  Punkt  B^  mit  J,  so  enthält  der  vierte 
harmonische  zu  diesem  Strahl  bezüglich  der  beiden  Linien  a  den  Punkt  C^\ 
ebenso  ist  die  vierte  harmonische  Gerade  zur  unendlich  fernen  bezüglich  der 
beiden  parallelen  Seiten  a  durch  den  Punkt  B  im  unendlichen  eine  Gerade 
durch  C^  und  zugleich  Tangente  in  B^  oder  die  eine  Asymptote.  Die  an- 
dere ist  die  Linie  J^o^o  ^^  ^^^^  ^^  ^vx^  den  Punkt  V^  nach  0^  Die 
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beiden  anderen  Punkte  C  des  Quadrupels  sind  als  Diagonalpunkte  des  Qua- 
drupels B  wieder  in  /  vereinigt,  aber  mit  einer  ganz  bestimmten  Verbin- 
dungslinie, der  vierten  harmonischen  Geraden  zur  Richtung  G  bezüglich  der 
beiden  Seiten  des  Quadrupels  B  am  Punkte  J.  Durch  Fortsetzung  des  Ver- 
fahrens ist  das  Paar  B^D  der  Figur  und  durch  Verbindung  der  Quadrupel 
das  Paar  E  angegeben. 

17.  Demnach  bleibt  die  Constrnction  im  Wesentlichen  bestehen.  Der 
singulare  Punkt  absorbirt  von  jedem  Quadrupel  zwei  Punkte 
und  zwei  Tangenten,  so  dass  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  der  Curve 
ihm  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  begegnet.  Er  ist  also  ein  von  der 
Curve  losgelöster  oder  isolirter  Doppelpunkt.  Da  von  jedem  Paare  erzeu- 
gender Involutionen  der  eine  Strahl  stets  durch  den  singulären  Punkt  geht 
und  andererseits  jeder  Punkt  mit  dem  Doppelpunkte  Fundamentalpunkt  sein 
kann,  so  folgt  der  Satz: 

Die  Curve  entsteht  unendlich  oft  als  Erzeugniss  aus  einer 
quadratischen  Strahleninvolution  am  Doppelpunkte  mit  einem 
dazu  projectivischen  Strahlbtlschel. 

Das  allen  Involutionen  gemeinsame  Paar  ist  das  Paar  der  Tangen- 
ten der  Curve  im  Doppelpunkte  oder  das  Doppelelementenpaar  der  Invo- 
lution nach  allen  Punktepaaren  ^,  J?,  C,  ...  In  der  That  bilden  die  dem 
Punkte  J  benachbarten  Punkte  der  Curve  zusammen  ein  Punktepaar.  Die 
Involution  in  Fig.  7  ist  elliptisch ,  der  Doppelpunkt  besitzt  keine  reellen 
Nachbarpunkte. 

Alle  Curven  des  Büschels  haben  in  J  vier  gemeinsame  Basispunkte, 
gehen  durch  die  beiden  Punkte  Ay  durch  den  Punkt  C  und  haben  nach  B 
eine  gemeinschaftliche  Asymptote.  Die  Cnrve  entsteht  als  Verallgemeine- 
rung der  Form  aus  einer  Hyperbel  nebst  Tangente  in  A*^  der  Berüh- 
rungspunkt bleibt  Doppelpunkt;  Gerade  und  Hyperbel  fliessen  zum  hyper- 
bolischen Aste  zusammen. 

Aber  nicht  alle  Curven  des  Büschels  zeigen  diese  Form  der  Singu- 
larität; sobald  nämlich  die  Lage  von  Bq  so  gewählt  wird,  dass  das  Paar 
BBf^  durch  das  Paar  A  von  J  aus  gesehen  nicht  mehr  getrennt  wird,  sind 
die  Tangenten  im  Doppelpunkte  reell;  der  singulare  Punkt  wird  ein  eigent- 
licher Doppelpunkt  der  Curve  oder  ein  Knotenpunkt,  durch  den  die 
Curve  in  ihrem  Verlaufe  wirklich  zweimal  hindurchgeht. 

Wir  können  diese  Gestalt  der  Curve  aber  auch  ausgehend  von  Taf.  VI 
Fig.  1  erreichen,  indem  wir  dort  die  beiden  Punkte  A  auf  der  Linie  a^ 
zusammenfallen  lassen. 

b)  Der  Knotenpunkt. 

18.  Wir  verlegen  also  in  Taf.  VII  Fig.  8  den  Doppelpunkt  J^  auf  den 
über  dem  Paare  A  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis,  den  Punkt  B  in 
den  Fusspunkt  des  Perpendikels  von  diesem  auf  a^ ,  also  die  Verbindungs- 
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linie  des  zosammenfallenden  Paares  B  als  vierten  harmonischen  zu  diesem 
Perpendikel  bezüglich  des  rechten  Winkels  der  Seiten  a.  Die  Involution 
aaf  der  unendlich  fernen  Geraden  ist  rechtwinklig;  die  Carve  ist  circular, 
entsteht  aus  einem  Kreise  nebst  vertikaler  Tangente  als  Grundform 
und  zeigt  unter  genau  denselben  Gonstructionsbedingungen  wie  im  vorigen 
Falle  eine  Strahleninvolution  am  singulftren  Punkte  D  nach  den  Paaren 
coDJugirter  Punkte  AA^^  BB^^  OC^^  ...,  die  hyperbolisch  ist,  also  mit 
reellen  Tangenten  im  Doppelpunkte.  Von  jedem  Pnnktepaare  liegt  ein 
Punkt  auf  dem  Aste  und  einer  auf  der  Schleife;  von  Punkten  des  Astes 
aus  gehen  zwei  stets  reelle,  von  Punkten  der  Schleife  aus  zwei  stets  ima- 
ginäre Tangenten  an  die  Curve,  ganz  in  Analogie  mit  dem  allgemeinen 
Falle  der  Fig.  1,  aus  dem  diese  specielle  entstanden. 

In  diesem,  wie  im  vorigen  Falle  bildet  der  singulare  Punkt 
das  Paar  vereinigter  Doppelelemente  der  Involution  conjugir- 
ter  Punktepaare  auf  der  Curve. 

o)  Der  Büokkehxpunkt. 

19.  Fällt  endlich  in  den  singulären  Punkt  ein  dritter  Punkt  i^,  so  ist 
das  bis  jetzt  angewandte  Verfahren  nicht  mehr  möglich,  weil  die  noth wen- 
digen Bestimmungselemente  unbestimmt  werden.  Wir  gelangen  aber  zu 
dieser  neuen  Gestalt  der  Curve,  wenn  wir  im  Anschluss  an  die  beiden 
vorigen  Fälle  die  entsprechende  Modification  für  die  Involution  am  singu- 
lären Punkte  und  das  erzeugende  Strahlbüschel  eintreten  lassen.  Wenn  drei 
Punkte  jedes  Quadrupels  nach  dem  singulären  Punkte  fallen,  so  ist  die 
Involution  nach  conjugirten  Punktepaaren  eine  parabolische,  die  Tangenten 
im  Doppelpunkte  vereinigen  sich,  die  Schleife  wird  unendlich  klein  und 
wir  haben  die  Erscheinung  einer  Spitze  oder  eines  Bückkehrpunktes. 
Diese  Singularität  tritt  ein,  wenn  man  dem  gemeinsamen  Strahl  vom  Bü-' 
sehel  und  der  Involution  am  singulären  Punkte  ein  Doppelelement  der  Invo- 
lution entsprechen  lässt. 

In  Taf.  VII  Fig.  9  ist  ein  Durchmesser  des  Hilfskreises  H  als  Linie  a^ , 
und  der  eine  Schnittpunkt  mit  dem  Kreise  ah  singulärer  Punkt  R  gewählt. 
Die  vertikale  Tangente  des  Kreises  in  R  wird  Bückkehrtangente  und  die 
Curve  zugleich  circular,  wenn  der  Pol  P  der  quadratischen  Strahleninvo- 
lution auf  dieser  Tangente  unendlich-  fem  und  zugleich  der  Punkt  B^^  als 
Scheitel  des  projectivischen  Strahlbttschels  gewählt  wird.  In  Fig.  9  wurde 
speciell  die  Richtung  BB^  als  um  60^  gegen  a^  gedreht  festgesetzt.  Die 
Strahlbttschel  am  Pole  P  und  am  Punkte  B^  sind  zufolge  der  Anordnung  per- 
spectirisch,  mit  einer  durch  den  Punkt  R  gehenden  Perspectivaxe  jt),  die  wir 
unter  30^  gegen  a^  geneigt  annehmen  wollen. 

Durch  diese  Festsetzung  sind  wir  im  Stande,  auf  dem  durch  Bq  gehenden 
Strahl  sofort  die  beiden  Schnittpunkte  mit  der  Curve,   insbesonde^  den 
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Punkt  A  auf  a^  und  die  reelle  Asymptote  der  Curre  anzugeben.  Da  R  drei 
Punkte  jedes  Quadrupels  absorbirt,  so  geht  aus  jedem  Punkte  X^  der 
Curve  nur  noch  eine  Tangente  an  diese.  Ist  X  der  BerQhmngs- 
punkt,  so  bestimmt  jedes  Paar  ZZq,  aus  R  auf  den  Hilfskreis  projicirt,  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  einer  Projectivität,  für  welche  R  das  eine 
Doppelelement  sein  wird.  Die  drei  Punkte  A^  B^^Cq  der  Figur  liefern  xwei 
weitere  Paare  dieser  Projectivität  mit  einer  Perspectivaze  p'\  die  noth- 
wendig  mit  p  identisch  wird. 

Dem  Schnittpunkte  der  Perspectivaxe  mit  dem  Hilfskreise  entspricht 
das  zweite  Doppelelement,  und  da  dieser  Punkt  zugleich  ein  Punkt  der 
Curve,  so  ist  er  der  einzige  stets  reelle  Wendepunkt  W  der  Gurre. 

Mit  Hilfe  der  Projectivität  construirt  man  in  jedem  Punkte  X  der 
Curve  durch  Construction  des  Tangen tialpunktes  Xq  die  Tangente,  und  ans 
jedem  Punkte  X^  durch  Construction  des  entsprechenden  Punktes  X  die 
von  ihm  ausgehende  Tangente.  Aus  der  Construction  entsprechender  Pankte 
mit  Hilfe  des  Paares  XX'  auf  dem  Hilfskreise  und  der  Axe  p"  ist  ersicht- 
lich, dass,  wenn  zu  einem  Punkte  fortlaufend  der  entsprechende  bestimmt 
wird,  diese  Punkte  abwechselnd  zu  beiden  Seiten  des  Wendepunktes 
W  und  des  Rückkehrpunktes  R  liegen. 

Ein  Polygon  der  Curve,  dessen  Ecken  somit  eine  Folge  von 
Tangentialpunkten  bilden^  schliesstsich  niemals,  vielmehr nSbert 
sich  bei  Vorwärtsconstruction  der  Berührungspunkt  unb^^enzt  dem  Wende- 
punkte, bei  Rückwärtsconstruction  der  Tangentialpunkt  unbegrenzt  dem 
Bückkehrpunkte. 

20.  Die  vorliegende  Curve  dritter  Ordnung  ist  zugleich  dritter  Classe 
und  es  entspringt  somit  eine  zweite  Construction  derselben  als  Tangen- 
'tengebilde,  welche  der  vorigen  in  allen  Punkten  dual  gegenübersteht 
Bringt  man  nftmlich  die  Involution  am  Bückkehrpnnkte  speciell  mit  dem 
Strahlenbüschel  am  Wendepunkte  in  Verbindung,  so  begegnen  sich  die 
Tangenten  in  je  zwei  Punkten  JA^^^  BB^,  ...  auf  einem  solchen  Strahl  in 
einem  Punkte  der  Bückkehrtangente,  denn  diese  ist  die  harmonische 
Polare  des  Wendepunktes.  Wendepunkt  und  Bückkehrtangente,  Bückkehr- 
punkt und  Wendetangente  stehen  sich  dual  gegenüber;  als  Classengebilde 
entsteht  die  Curve  somit  aus  der  projectivischen  Verbindung  einer  Punkt- 
reihe  auf  der  Bückkehrtangente  mit  einer  Punktinvolution  auf  der  Wende- 
tangente, derart,  dass  dem  gemeinsamen  Punkte  beider  TrSger  ein  Doppel- 
element, der  Wendepunkt,  entspricht. 

22.  Aber  auch  noeh  in  anderer  Weise  ist  eine  bequeme  Tangentencon- 
struction  in  den  gefundenen  Punkten  mQglich.  Jeder  Strahl  durch  den 
Wendepunkt  begegnet  der  harmonischen  Polaren  in  einem  Punkte  P,  die 
Tangenten   in  seinen   Schnittpunkten   dieser  Geraden  in  einem  Punkte  P*] 
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entsprechende  Paare  PP'  bilden  auf  dieser  Geraden  eine  Projectivität,  für 
welche  der  Bttckkehrpnnkt  R  das  eine,  der  Schnitt  8  mit  der  Wendetan- 
gente  das  andere  Doppelelement  ist.     Dieser  Schnittpunkt  8  ist  unendlich 

P'  R 

fern  9   so  dass  stets  die  Relation  -^-^  =  am^.  besteht. 

Alle  diese  dualen  Eigenschaften  werden  in  einfacher  Weise  erklärt  und 
ausgesprochen  durch  den  Satz ,  den  wir  an  den  Schluss  unserer  Betrachtung 
stellen  wollen:  Die  Curve  dritter  Ordnung  mit  Bttckkehrpnnkt 
ist  eine  sich  selbst  entsprechende  in  jedem  Polarsystem, 
welches  das  Dreieck  RW8  als  Tripel  harmonischer  Pole,  und 
einen  Punkt  der  Curve  nebst  einer  Tangente  als  Paar  ent- 
sprechender Elemente  besitzt. 

Zürich,  Aiigast  1890. 
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XL 

Praktisohe  Methode  zur  Bereohnnng  der  reellen  Wurzeln 

reeller  algebraischer  oder  transcendenter  numerischer 

Oleichungen  mit  einer  Unbekannten. 

Von 

Dr.  R.  Mehmke, 

Professor  ».  d.  t«chn.  Hoohsohnle  su  Dftrmstadt. 


Im  Qrunde  genommen  kann  die  hier  mitgetheilte  Methode  sowohl  der 
Begula  falsi,  als  auch  der  sogenannten  New  ton 'sehen  N&hemngsmethode 
untergeordnet  werden;  sie  bildet  davon  gewissermassen  eine  besondere,  dnrch 
das  Vorhandensein  der  Logarithmentafeln  und  anderer  numerischer  Tafeln 
ermöglichte  Aosftthrungsform.  Theoretikern  wird  dieselbe  kaum  etwas 
Bemerkenswerthes  darbieten;  wer  aber  nicht  in  der  gldcklichen  Lage  ist, 
sich  mit  dem  Aufgelöst  denken  numerischer  Gleichungen  begnügen  zn 
können,  wird  meine  Mittheilungen  zu  schätzen  wissen.  Um  Diejenigen, 
welche  von  der  fraglichen  Methode  Gebrauch  machen  wollen,  nicht  unnöthig 
aufzuhalten,  habe  ich  die  geschichtlichen  Nachweise  auf  den  Schluss  auf- 
gespart. Wie  in  einem  späteren  Aufsatze  gezeigt  werden  wird,  kann  das 
Verfahren  mit  Leichtigkeit  auf  mehrere  Gleichungen  mit  mehreren  un- 
bekannten ausgedehnt  werden. 


§  1.   OmndgedankeiL 

Es  werde  angenommen,  dass  die  reellen  Wurzeln  der  Yorgelegten 
Gleichung  bereits  auf  irgend  eine  Art,  am  besten  durch  graphische  Auf- 
lösung,"^ näherungsweise  bestimmt  worden  seien,  dass  man  auch  im  Falle 
mehrfacher  Wurzeln  Gleichungen  aufgestellt  habe,  von  denen  sie  nur  noch 
einfache  Wurzeln  sind.  Die  gegebene  Gleichung  oder .  auch  eine  durch 
irgendwelche  Transformation  daraus  abgeleitete  sei  F{x)=sO,  wobei  x  ent- 
weder die  ursprüngliche  unbekannte,   oder  auch  irgend  eine  Function  der- 


*  Als  besonders  praktisch  iet  die  logarithmisch -graphische  Methode  la  em* 
pfehlen.    S.  Civilingeniear  1889,  Bd.  XXXV  S.  617.  ^  t 
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selben,  z.B.  ihren  gewöhnlichen  Logarithmus ,  bezeichnen  kann.  Berechnet 
man  die  linke  Seite  obiger  Gleichung  für  einen  N&herungswerth  x^  derjenigen 
Warzel,  die  man  genauer  zu  bestimmen  wünscht,  so  wird  das  Ergebniss 
eine  im  Allgemeinen  von  Null  verschiedene  Grösse  F{Xq)  »  R  sein.  Es  bildet 
eine  fftr  das  Folgende  wesentliche  Voraussetzung,  dass  bei  dieser  Berechnung 
geeignete  numerische  Tafeln  in  Anwendung  gebracht  werden.  Nun  haben 
unsere  Tafeln  mit  einem  Eingänge,  d.  h.  zur  Darstellung  von  Functionen 
einer  Verftnderlichen ,  eine  solche  Einrichtung,  dass  zwischen  zwei  benach- 
barten Tafelwerthen  der  Zuwachs  der  Function  dem  Zuwachse  des  Argu- 
mentes proportional  gesetzt  werden  kann.  Nimmt  man  also  an,  es  wachse 
2V)  um  einen  kleinen  Betrag  d,  so  kann  man  durch  Anwendung  der 
üblichen  Interpolationsmethode,  Schritt  für  Schritt  die  Aenderungen  be- 
rechnen, welche  infolge  dessen  jedes  einzelne  Glied  von  F  und  damit 
auch  F(xq)  erfährt,  und  zwar  werden  alle  diese  Aenderungen  d  propor- 
tional sein.  Es  bildet  das  eine  meist  unbedeutende  Nebenrechnung,  die 
zweckmässig  mit  der  Berechnung  von  F{Xq)  unmittelbar  verbunden  wird. 
Bezeichnet  S.ö  die  in  Rede  stehende  Aenderung  von  F{Xq)=:R^  so  muss 
(A  +  ^-^)  verschwinden,  wenn  {Xq  +  ö)  eine  Wurzel  von  F{x)  =  0  sein  soll. 
Folglich  ist 

eine  Verbesserung  von  Xq.  Wiederholt  man  das  ganze  Verfahren,  indem  man 
statt  Xq  den  verbesserten  Werth  (^o  +  ^)  einführt,  so  erhält  man  einen  noch 
genaueren  Werth.  In  der  Regel  braucht  bei  dieser  Wiederholung  der  Rechnung 
und  den  etwa  noch  folgenden  der  Coefficient  von  8  nicht  von  Neuem  be- 
stimmt zu  werden.  Es  würde  sich  nftmlich  derselbe  gleich  8  oder  als  nicht 
wesentlich  davon  verschieden  herausstellen,  denn  je  näher  Xq  schon  dem 
wahren  Wurzel werthe  x  kommt,  um  so  weniger  unterscheidet  sich  offenbar 
S  von  F'{x),  Darin  liegt  ein  besonderer  Vortheil  der  Methode;  man  bat 
so  fast  nur  die  Hälfte  der  Arbeit  zu  verrichten,  die  erforderlich  wäre,  wenn 
man  die  Regula  falsi  in  der  üblichen  Form  anwendete.  Der  sogenannten 
New  ton 'sehen  Methode  gegenüber  besteht  insofern  ein  unterschied,  als  die 
Berechnung  der  Ableitung  F' (x)  nicht  nach  den  Regeln  der  Differential- 
rechnung, sondern  empirisch  unter  Benützung  der  numerischen  Tafeln  erfolgt. 


§  2.  Vorläufiges  Beispiel. 
ar^=100. 

(S.  Heis,  Sammlung  von  Beispielen  und  Aafgaben  ans  der  allgemeinen  Arithmetik 
und  Algebra,  VH,  §  106,  1«.) 


Zeichnet  man  die  Curve  zur  Gleichung 
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bei  einer  Längeneinheit  von  etwa  2  mm,  und  schneidet  sie  durch  die  Ge- 
rade ^  =  100,  80  findet  sich  ein  Schnittpunkt  mit  der  Abscisse  3,6.  Dem- 
nach besitzt  obige  Gleichung  eine  einzige  positive  reelle  Wurzel  Vom  un- 
gefähren Betrage  3,6. 

Man  bringe  die  gegebene  Gleichung  durch  zweimaliges  Logarithmiren 

auf  die  Form :  7.77  70 

logx  +  loglogx  =  log2 

logx  +  loglogx  +  c  =  0 , 
^^  <r  =  9,6989700 -10. 

Da  auf  zwei  Stellen  genau  logdß  =  0fi6  ist,  so  wird  man.  mit  diesem 
angenäherten  Werthe  von  logx  die  Rechnung  beginnen.  Es  empfiehlt  sich, 
beim  ersten  Gange  mit  drei  Stellen ,  beim  zweiten  mit  fGlnf  und  schliesslich, 
wenn  noch  grössere  Genauigkeit  gefordert  ist,  mit  sieben, Stellen  zu  rechnen. 
Selbstverständlich  wird  hierbei  die  Constante  c  jedesmal  auf  die  betreffende 
Anzahl  von  Stellen  abgerundet.  Bei  der  Berechnung  des  Coefficienten  S 
kann  man  sich  8  als  Anzahl  von  Einheiten  der  letzten  Stelle  denken.  Um 
8  möglichst  genau  zu  erhalten,  thut  man  gut,  schon  beim  ersten  Gange 
eine  siebenstellige  Logarithmentafel  zu  benützen. 


Ausrechnang. 

hgx  — 

loglogx  = 

c  = 

1.  Gauj 
0,66 

9,748-10 
9,699-10 

li 

0,78d 

2.  Gang 
0,656 

9,74607-10 
9,69897-10 

3.  Gang 
0,55598 
9,7460592-10 
9,6989700-10 

B  = 

8  = 

Ji  — 

0,007 
0,007 

1,78  J 
1,78 

0,00004 
0,00004 

0,0000092 
0,0000092 

Ergebniss 

1,78 
=  -0,004 

:   %«  =  0,5559741 

1,78 
=  -0,00002 

33,  a;  =  3,5972 

1,78 
=  -0,00000517 

85. 

Es  ist  zwar,  wie  nicht  anders  erwartet  werden  kann,  die  achte  Deci- 
male  von  logx  nicht  mehr  richtig,  denn  wenn  man  mit  elfstelligen  Loga- 
rithmen* die  Rechnung  weiterführt,  ergiebt  sich  2o^ic  =  0,55597484962. 
Trotzdem  wäre  es  ungereehtfertigt,  dieselbe  ganz  zu  verwerfen,  da  sie  den 
Zahlenwerth  von  x  genauer  finden  lässt,  als  es  beim  Abrunden  von  logt- 
auf  sieben  Decimalen  möglich   wäre.     Für  2o^a;  =  0,5559748  würde  man 


*  AntonSteinhanser,  Hilfstafeln  zur  Berechnung  elfatelliger  Logarithmen. 
Wien,  1867.  ^ 
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nämlich  a;=s 3,597284  erhalten,  während  der  genaue,  anf  zehn  Ziffern  ab- 
gerundete Werth  3,597285024  ist. 

§  3.  Berechnung  von  F{x). 

Ein  besonders  wichtiger  Punkt ,  dem  der  Rechner  die  grösste  Aufmerk- 
samkeit widmen  wird,  ist  die  Berechnungsweise  der  Function  F{x),  Man 
muss  diese  so  vortheilhaft  als  möglich  einzurichten  suchen ,  indem  man  von 
allen  sich  darbietenden  Hilfsmitteln,  namentlich  von  gewöhnlichen  Loga- 
rithmen und  den  sogenannten  Gauss 'sehen  oder  Additionslogarithmen,  aus- 
gedehnten Oebrauch  macht.  Das  in  §  2  gebrachte  Beispiel  und  die  später 
noch  vorzuführenden  können  in  dieser  Beziehung  manchen  Anhaltspunkt 
geben.  Es  sind  oft  zahlreiche  Wege  möglich,  auch  läset  sich  nicht  immer 
mit  Bestimmtheit  sagen,  welches  der  zweckmässigste  sei,  denn  es  spielt 
hierbei  die  Gewohnheit  des  Rechners  eine  Rolle  und  es  kann  durch  eine 
Verbesserung  in  der  Einrichtung  einer  Tafel  oder  durch  das  Erscheinen 
einer  neuen  die  Sachlage  geändert  werden. 

In  den  meisten  Fällen  wird  es  sich  empfehlen,  beim  Einsetzen  der 
Nfiherungswerthe  in  F{x)  die  einzelnen  Glieder  logarithmisch  zu  berechnen. 
Die  Addition  bez.  Subtraction  der  Glieder  kann  alsdann  entweder  auf  ge- 
wöhnliche Weise,  oder  aber  mit  Hilfe  der  Gauss 'sehen  Logarithmen  ge- 
schehen, Letzteres  etwa  in  der  Art,  wie  es  in  §  4  gezeigt  werden  wird. 

Handelt  es  sich  um  eine  negative  Wurzel,  so  wird  man  zweckmässig 
an  Stelle  der  ursprünglichen  Gleichung  diejenige  setzen,  welche  durch  Ver- 
wandlung von  X  in  —x  aus  ihr  hervorgeht,  und  nun  wie  bei  einer  posi- 
tiven Wurzel  verfahren. 

§  4.  Die  logarithmisohe  Methode  bei  Jbiwendung  der  Additions- 

logarithmen. 

Man  trenne  in  der  gegebenen  Gleichung  die  positiven  und  negativen 
Glieder  von  einander,  so  dass  die  Form 

m^f{x) 

hergestellt   wird,    wo   beide   Seiten   nur   aus  positiven  Gliedern   bestehen. 
Hierauf  nehme  man  den  Logarithmus  und  bringe  wieder  auf  Null: 

1)  logf{x)^logf(x)^0. 
Sei 

2)  f{x)^P+P,  +  '''  +  Pk. 

Es  besteht  die  Voraussetzung,  dass  für  die  einzelnen  Glieder  die  loga- 
rithmische Berechnung  gewählt  worden  sei.  Da  logf(x)  verlangt  wird,  so 
ist  folgende  Hilfsaufgabe  zu  lösen:  Gegeben  logP,  logP^  ...,  hgPk^  ge- 
sucht log{P+  /^i  +  *  *  >  +  Pk)'  Die  Lösung  mittels  G au  ss'scher  Logarithmen 
erfolgt,  indem  in  der  allbekannten  Weise  zuerst  log{P+Pi)j  dann  auf  die- 
selbe Art  log((P+P.)  +  P^)  U.S.  w.  berechnet  wird.  f^r^r^r^]r> 
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Es  kommt  darauf  an,  die  Berechnung  möglichst  ahersichtlich  zu  ge- 
stalten.    Setzt  man  zur  Abkürzung 


80  ist 


Nun  besteht  bei  den  Additionslogarithmen  in  der  heute  üblichen  An- 
ordnung zwischen  dem  Argumente  Ä  und  der  Function  B  bekanntlich  die 
Beziehung,  dass  B  =  log{iB  +  l)  ist,  wenn  Ablege  gesetzt  wird.  Man  hat 
aber 


also 


78^  =  B  +  logPiy   fiax  Ä^log^=>logP'-logPj. 


Ebenso  wird 

lcg8i  =  Bi+logP^,  fftr  A^^loga^-lcgP^^B  +  logP^-logP^ 

u.  s.  w.     Demnach  dient  folgende  Kette  von  Oleichungen  zur  Lösung  der 
obengenannten  Hilfsaufgabe: 

A      =  logP      -logP^, 

A^     =B      +logP,     "logP^, 

Ak^i==Bk^i  +  JogPk^i-logPkj 
und  das  Ergebniss  ist: 

4) 
Zur  Berechnung  von 

hat  man  ähnlicherweise: 

(Ä      = 


logf{x)  =  Bt.i  +  logPk. 


3') 


40 


logP  -loffPi, 
J,  =:ß  +logP,  -logP,, 
Ä,     ^B,     +logP,     -logP,, 

Ji-i  =5/_2  +  logPi-i  -logP,, 
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Setzt  man  endlich  für  logf(x)  und  logf{x)   ihre  Werthe  aus  4)  und  4!)  in 
Gleichung  1)  ein,  so  ergiebt  sich  die  Schlussgleichung: 
5)  Bk^^  -  ä-i  +  logPk- logPi=0. 

Bemerkung.  Der  Nutzen  der  Additionslogarithmen  ist  bei  der  vor- 
liegenden Aufgabe  kein  so  entschiedener,  dass  ihr  Gebrauch  unter  allen 
Umständen  anzurathen  wäre.  Geht  man  von  der  gleichen  Voraussetzung 
aus,  nämlich  dass  logP,  logP^,  ...,  logPk]  logP,  logP^y  ...,  logPi  bestimmt 
worden  seien,  sucht  aber  einfach  zu  diesen  Logarithmen  die  Zahlen,  um 
dann  die  Summen  (P  +  /^^  H \' Pk)  und  (/>+  /^j H h  /"/)  auf  gewöhn- 
liche Weise  zu  bilden,  so  ist  ein  (^  +  Z  +  2) -  maliges  Eingehen  in  die  Lo- 
garithmentafel nöthig.  Bei  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  hat  man 
die  Tafel  nur  (A;  +  2)-mal,  also  zweimal  weniger  oft  zu  benützen,  ein  Ge- 
winn ,  der  um  so  weniger  ins  Gewicht  fällt ,  je  grösser  die  Zahl  der  Glieder 
der  gegebenen  Gleichung  ist.  Weiter  sind  im  ersten  Falle  ausser  einer 
Subtraction  nur  zwei  Additionen  auszuführen,  aber  die  Zahl  der  Summanden 
beträgt  {k  +  \)  bez.  (Z+l),  während  im  zweiten  Falle,  nachdem  man  in 
der  üblichen  Weise  durch  Einführung  der  dekadischen  Ergänzungen  die 
Subtractionen  in  Additionen  verwandelt  hat,  ausser  einer  Summe  mit  vier 
Sammanden  nur  solche  mit  drei  Summanden  ^  aber  in  grösserer  Anzahl  vor- 
kommen. Als  für  die  zweite  Methode  (Anwendung  der  Additionslogarith- 
men) sprechend  mag  noch  angeführt  werden,  dass  bei  ihr  die  Rechnung 
gleichmSssig  und  bequem  fortschreitet,  weil  alle  vorkommenden  Zahlen 
Logarithmen  sind,  also  die  gleiche  Anzahl  von  Ziffern  und  das  Komma  an 
derselben  Stelle  haben,  und  ferner  auch  die  Correctionsrechnung  in  der 
Regel  am  bequemsten  ausfällt.     Man  vergl.  auch  §  11. 

§  5.  Anwendung  auf  algebraiache  Gleichungen. 

Die  linke  Seite  der  gegebenen,  auf  Null  gebrachten  Gleichung  sei  als 
ganze,  aber  nicht  nothwendig  rationale  Function  von  x  gedacht.  Falls  nicht 
etwa  aasnahmsweise  die  Coefficienten  einfache  ganze  Zahlen  sind  und  aus- 
reichende Potenz-  bez.  Wurzeltafeln  zur  Verfügung  stehen  (vergl.  das  Bei- 
spiel in  §  12),  wird  man  selbstverständlich  Logarithmen  benützen.  Wie  die 
Berechnung  sich  gestaltet,  wenn  hierbei  von  den  Additionslogarithmen  kein 
Gebrauch  gemacht  wird ,  ist  aus  §§  9  und  10  zu  ersehen.  Will  man  dagegen 
Additionslogarithmen  verwenden,  so  kann  man  sich  der  im  letzten  Para- 
graphen entwickelten  Formeln  bedienen ,  welche  dem  vorliegenden  Falle  jetzt 
angepasst  werden  sollen. 
.^®'  f{x)  =  ax'l+a,x^^+'''  +  aicX^k^ 

n>«i  >.->«*,    n>»i  >•  .  >n/. 
Mit  den  Bezeichnungen  des  §  4  ist: 

Pi^üiX"**,    'Pi=aiij^*,  r^^^^T^ 
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logPi  ^ntlogx  +  foyo,-, 
logPi^nilogx  +  logth- 
Setzt  man  vorstehende  Werthe  in  die  Gleichungen  3),  3')  und  5)  ein,  so 
ergeben  sich  bei  Benutzung  der  Abkürzungen 

c      =loga      —logüy^^    c      =loga      —  ^«i» 
q     ==logai     —loga^,    c^    =logai     —loga^y 

7) 

Ck-i  =logak^i  —logak,    c/_i  =  logai^i  —  logat^ 

c^logak—logai 
die  folgenden  Systeme  von  Gleichungen: 

A      ^  (n      —ni)logx+c, 

^1     =B      +(ni     —n^)logx  +  c^, 
8)  {  ^     =jB^     +(ng     —n^)logx+c^, 


8') 


-4/-!  =  Ä-2  +  (w/.i  —  n/)  ?()ö'a:  +  c/_i ; 
9)  Ä-i  +  Ejr|.,  +  (njt-n/)Zo^Ä  +  c  =  0. 

^  In  der  Schlussgleichung  bedeutet  EBi^i  die  dekadische  Ergftnzung  ?on 
Bi^\.  Weil  der  Voraussetzung  nach  in  f{x)  und  f{x)  die  Exponenten  je 
eine  abnehmende  Zahlenreihe  bilden,  so  sind  die  Differenzen  {n^n^^ 
(»i  —  Wj) ,  . . . ,  (w  —  »»i) »  (^1  —  Wj) ,  . . .  sämmtlich  positiv,  also  bei  der  Berech- 
nung der  Gleichungen  8)  und  8')  nur  Additionen  auszuführen.  Um  auch 
die  Schlussgleichung  9)  sofort  in  gebrauchsfertiger  G^talt  zu  erhalten,  wird 
man  die  Bezeichnungen  so  wählen,  dass  nk>n/  ist 

§  6.  Beispiel  L 
21  a;^» -53fl;^  +  65g^  + 312g«  ~  74  =  0. 

Die  Trennung  der  positiven  und  negativen  Glieder  ergiebt: 
21  «1»  +  öbafi  +  312a?«  =  53  »^  +  74. 


Berechnung  der  Constanten  [s.  7),  §  ö] 
log  21  =  1,32222 
log  65=1,81291  "" 
gop312  =  2,49415  ""^ 

log  53  =  1,72428  -_ 

log  74=1,86923  ^ -^^^^^     ^^ 


9,50931-10 
c,  =  9,31876 -10 


(Zö^312  -  iöy 74  =)  c  =  0,62492. 
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Aafstellang  der  Oleichungen  zur  linken  and  rechten  Seite, 
sowie  der  Schlussgleichnng  [s.  8),  8')  und  9)  in  §6]: 

^=         8  fo^«+ 9,50931 
A^  =  B+Slogx  +  9,31876 


A=^llogx  +  9,85505 


Bi  +  EB  +  2logx  +  0ß2492=:0. 

Darch  logarithmisch- graphische  Anflösnng  (s.  die  Anmerkung  auf 
S.  183)  findet  man,  dass  obige  Gleichung  eine  einzige  positive  reelle  Wurzel 
hat,  deren  Ijogarithmus  nftherungsweise  gleich  9,68  — 10  ist.  Die  Rechnung 
soll  zuerst  mit  diesem  Werthe  dreistellig,  mit  dem  ersten  verbesserten 
Werthe  ffinfstellig  und  suletzt  zur  Probe  mit  dem  zweiten  verbesserten 
Werthe  noch  einmal  fünfstellig  durchgeftlhrt  werden.  Bei  der  Berechnung 
TOD  8  denke  man  sich  den  Zuwachs  6  wieder  als  Anzahl  von  Einheiten  der 
letzten  Stelle.  Der  Einfachheit  wegen  soll  bei  negativen  Logarithmen  das 
anzuhSngende  —10  fortgelassen  werden. 


Ä.a8rechnnng. 

logx  = 

1.G 
9,68 

ang 

2.  Gang 
9,6834 

Probe 
9,68346 

8logx  = 

7,44 
9,509 

8i 

7,4672 
9,50931 

7,46768 
9,50931 

Ä=  1  6,949 

8d 

6,97651 

6,97699 

B=   0,000 
3logx=    9,04 
c,=    9,319 

3i 

0,00041 

9,0502 

9,31876 

0,00041 
9,05038 
9,31876 

A= 

8,359 

38 

8,36937 

8,36955 

7logx  = 
c  = 

7,76 
9,855 

16 

7,7848 
9,85505 

7,78422 
9,85505 

Ä  = 

1  7,615 

18 

7,63985 

7,63927 

B,= 
EB  = 

2l<)gx  = 

0,010 
9,998 
9,36 
0,625 

0,06« 
28 

0,01005 
9,99811 
9,3668 
0,62492 

0,01005 
9,99811 
9,36692 
0,62492 

B-= 
8= 

9  = 

9,993 

10-9,J 

2,06 

=  0,00? 

2,068 

2,06 

>93 

9,99988 

10-9,99988 

2,06 
=  0,00006 

0,00000 
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Ergebniss. 
logx  =  9,68346  - 10,    a;  =  0,48246. 
Man  vergleiche  aach  §  9. 

§  7.  Beispiel  2. 

Nicht  selten  erscheint  in  der  angewandten  Mathematil^  die  Gleichung, 
welche  zur  Bestimmung  irgend  einer  unbekannten  Grösse  dient,  ursprüng- 
lich in  mehr  oder  weniger  verwickelter  Form.  Das  folgende  Beispiel  hat 
den  Zweck,  zu  zeigen,  dass  in  derartigen  Fällen  belangreiche  Umfor- 
mungen, wie  z.  B.  das  Rationalmachen  einer  irrationalen  Gleichung,  über 
flüssig  sind,  wenn  man  die  vorgetragene  Methode  anwendet.  Das  ist  ein 
nicht  zu  unterschätzender  Vortheil,  denn  solche  Umformungen  sind  oft 
schwierig,  erfordern  immer  Zeit  und  bilden  eine  Quelle  unliebsamer  Rechen- 
fehler. 

In  der  Hydrodynamik  bestimmt  man  die  Höhe  Xy  um  welche  ein 
Wasserlauf  mit  rechteckigem  Querschnitte  durch  die  Pfeiler  einer  Brücke 
gestaut  wird,  mittels  folgender  Gleichung: 

.=,.Ks-,{i[(.+0'-(0']+.(«+0'). 

In  derselben  bedeutet  Q  die  secundliche  Wassermenge  in  Cubikmetern ,  ^i  den 
„Ausflusscoefflcienten*',  "b  die  gesammte  lichte  Weite  zwischen  den  Brücken- 
pfeilern, g  die  Beschleunigung  der  Schwere,  v  die  Wassergeschwindigkeit 
in  Metern  für  die  Secunde  und  endlich  t  die  Tiefe  des  ungestauten  Wassers 
in  Metern.     Es  ist  v  noch  von  x  abhängig,  nämlich 

_        0 
"""Vix+t)' 

wenn  &'  die  Breite  des  Flusses  in  Metern  ausgedrückt  bezeichnet.     Mit  der 

Abkürzung 

10)  — —=-  =  «,    — -^  =  /5 

iy2g  (,hj/2g 

wird 

2g'^{x+iy 
und  es  geht  nach  Einsetzung  dieses  Werthes  und  Trennung  der  positiveB 
und  negativen  Glieder  die  obige  Gleichung  über  in 

i'+(F+rf)  +n-+(-^+7?)  =^+*(^+7?- 

Man  kann  noch  mit  {x  +  ty  multipliciren : 

ll)Hx  +  ty[x{x  +  ty  +  a^Y/^  +  i[x(x  +  ty  +  a^Y/^^ß{x+tr  +  la^; 
weitere  Umformungen  wären  jedoch  zwecklos.    Es  müssen  jetzt  beide  Seiten 
dieser  Gleichung  logarithmisch  berechnet  werden.     Setzt  man 
oder  A  =  logx-logt         ^ 
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12) 
SO  wird 


Ferner  sei 

oder 
13) 

dann  ist 


log{x+t)^B  +  logt 

A^^logx  +  2log{x+t)'-loga^ 

Ä^^logx  +  2B  +  c^,     Ci^2logt^2loga, 

.og[x{x+ty  +  €^]^B^+2loga. 
Die  Anwendung  der  Gleichungen  3),  3')  und  5),  §4,  liefert  weiter: 
A^  =  logt  +  2log{x  +  t)  +  ^log[x{x+t)^  +  a^ 
-logi-'ilog[x{x+ty  +  a^ 

j  A^=^2B^B,  +  c^, 

I    c^  =  3logt-2loga^logi 
I        ^c^  +  logt  +  logi; 
Ä  =  logß  +  3log{x+i)'-logi^Sloga 

i  =  3J?  +  c, 

'i:=>3logt  +  logß  -Sloga^logi 
=  c^  +  logß—loga, 

und  endlich  die  Schlnssgleichung 

O^B^-B  +  logi+ilog[x(x+ty+a^]--logi€fl 

B^^B  +  iB^  +  logi  +  ^loga'-logi'-aioga 

B,  +  EB  +  iB,^0, 


oder 
14) 

oder 
15) 


oder 
16) 


Zahlenbeispiel  (s.  Handb.  d.  IngenieurwiBsenschaften,  Bd.  XU  8.551). 
0  =  3000,   b'  =  220,   6  =  200,   (*  =  0,9,   ^6  =  180,  t  =  4. 

Berechnung  der  Constanten. 
topö  =  3,47712  fayf  =  0.60206 


toy^  =  0,64635 

JogQ:y%  =  2,83(yn 

Io;»'  =  2,34242 

log^b  =  2,2bö27 

Jc^a«  0,48835 

l«V^  =  0,57550 


9.39794 


lo^t»  0,60206 

{o^a  =  0,48835 

togf-tog«  =  0.11371 

c,  =  0,22742 

logt  =  0,&020ß 

tog^  =  0,17609 

c,  =  1,00557 

toy|8-toy«  =  0.08715 

c  =  1,09272  _ 
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Wiederholung  der  vorbereitenden  Gleichungen 
und  der  Schlnsagleichnng. 

4  =  1,^« +  9,39794, 
Ai  =  2B  +  hgx  +  0,22742 , 
ii,  =  EJ5i  + 25  +  1,00557, 

2  =  35  +  1,09272, 
fB,  +  B,  +  EB  =  0. 


Anstatt  Yorauszusetzen ,  dass  die  gegebene  Gleichung  zuerst  graphisch 
aufgelöst  werde ,  wollen  wir  versuchsweise  eine  Stauhöhe  von  d;  =  0,1  m, 
logx  =  9^0  — 10  annehmen  und  mit  diesem  Werthe  die  Rechnung  zweistellig 
durchführen.  Der  Werth  von  S  stellt  sich  als  ausserordentlich  klein  heraus, 
weshalb  es  rathsam  erscheint,  die  Stellen  bei  jedem  neuen  Gange  nur  um 
eine  zu  vermehren.  Dem  praktischen  Bedürfnisse  wäre  durch  zwei  oder 
drei  Decimalen  genügt;  um  jedoch  den  Fortgang  der  Rechnung  zu  zeigen, 
wollen  wir  dieselbe  erst  mit  fünf  Stellen  abschliessen.  Freilich  wird,  eben 
wegen  der  ungewöhnlichen  Kleinheit  von  5,  die  letzte  Stelle  um  mehrere 
Einheiten  unsicher  (vergl.  §  13).  Man  erzielt  eine  Erspamiss  an  Raum  und 
Schreibarbeit)  WMin  man  die  Constanten  c,  c^^  Cj,  c  auf  den  unteren  Rand 
eines  Papierstreifens  neben  einander  schreibt  und  letzteren  jedesmal  mit  der 
betreffenden  Constanten  über  die  Zahlen  hält,  zu  welchen  sie  addirt  wer- 
den muss. 


c 
9,39794 


Papieratreifen. 


0,22742 


1,00557 


c 
1,09272 


Hierbei  hat  man  in  Gedanken  die  Constanten  auf  soviel  Stellen  abzu- 
runden, als  bei  dem  betreffenden  Gange  beibehalten  werden.  Der  Ein- 
fachheit wegen  soll  von  jetzt  an  bei  der  Ausrechnung  des  Coefficienten  S 
der  Factor  6  überall  fortgelassen  werden. 


Digitized  by 


Google 


Von  Dr.  R.  Mbhmke. 


169 


Ausrechnnng. 


logx  = 

1. 

9,00 

Gtog 

1 

2. 

9,4 

Gang 

1 

3.  G 
9,42 

ang 

1 

4.  Gang 
9,424 

Ä  = 

8,40 

1 

8,798 

1 

8,8179 

1 

8,82194 

B  = 

0,01 

0,02 

0,026 

0,06 

0,0276 

0,06 

0,02790 

2B  = 

logx=> 

0,02 
9, 

0,04 

1 

0,052 
9.4 

0,12 
1 

0,0552 
9,42 

0,12 

1 

0,05580 
9,424 

^.= 

9,26 

1,04 

9,679 

1,12 

9,7026 

1.12 

9,70722 

Eß,= 
2ß  = 

9,93 
0,02 

-0,16 
0.04 

9,830 
0,052 

-0.36 
0,12 

9,8227 
0,0552 

-0,38 
0,12 

9,82114 
0,05580 

^  = 

0.96 

-0,12 

0,888 

-0.24 

0.8835 

-0,26 

0,88251 

3Ä=|0,03 

0,06 

0,078 

0,18 

0,0828 

0.18 

0,08370 

Ä  = 

1,12 

0,06 

1,171 

0.18 

1,1755 

0,18 

1.17642 

iß.= 

0,07 
0,04 

0,16 
0,08 

0,170 
0,085 

0,36 
0,18 

0,1773 
0,0887 

0,38 
0,19 

0,17886 
0,08943 

EB  = 

0,11 
1,01 
8,85 

0.24 
-0,11 
-0,06 

0,255 
0,941 
8.801 

0,54 
-0,21 
-0.17 

0,2660 
0,9369 
8,7964 

0,57 
-0,23 
-0.17 

0,26829 
0,93600 
8.79557 

9,97 

10- 
C 

= 

0,07 
-9,97 
•,07 
=  0,4 

9,997 

. 

10- 
0 

0,16 
9,997 
,16 
3,02 

9,9993 

10-S 

0,C 

=  0 

0,17 
1,9993 

117 
,004 

9,99986 

10-9,99986 

0,17 
=  0,00082 

Das  Ergebniss  ist  also  logx  =  9,42482  — 10.  Die  letzte  Ziffer  ist  jedoch 
nicht  mehr  richtig,  denn  der  auf  fünf  Stellen  abgernndete  Werth,  den  man 
durch  Weiterfahrung  der  Rechnung  mit  siebenstelligen  Logarithmen  erhält, 
ist  /o^a;  =  9^42486  — 10.  Darch  logarithmisch -graphische  Auflösung  findet 
man  bei  Anwendung  einer  Längeneinheit  von  2  cm  logx  =  9,42 —  10* 

Durch  Rationalmachen  von  11)  ergiebt  sich  eine  Gleichung  sechsten 
Grades  mit  sieben  Gliedern.*  Cranz  abgesehen  davon,  dass  man  die  nicht 
unbeträchtliche  Arbeit  des  Umformens  und  Berechnens  der  Coefficienten  in 
der  umgeformten  Gleichung  erspart,  gestaltet  sich  bei  obiger  Behandlung 
die  Ausrechnung  mindestens  ebenso  einfaoh,  als  -wenn  man  die  rational 
gemaehie  Gleichung  zu  Grunde  legt 


*  8.  CiviHngemear  1889,  Bd.  XXXY  S.  624,  626,  626. 
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§  8.  Anwendung  der  logarithmischen  Methode  auf  tnuflcendente 

Gleichungen. 

An  einem  einfachen  Beispiele  soll  noch  die  Anwendung  der  in  §  4  ent- 
wickelten Methode  auf  transcendente  Gleichungen  gezeigt  werden.  Die  auf 
zulösende  Gleichung  sei: 

(4  —  3a:*)  sinx  =  4x  cosx. 
(S.  Heia,  Sammlang  yon  Beispielen  und  Aufgaben,  VU,  §  106,  16.) 

Wie  die  Zerlegung  der  Gleichung  in 

17)  y^eotgx,    y  =  — j— - 

zeigt,  können  ihre  Wurzeln  graphisch  dadurch  gefunden  werden,  dass  man 
die  Ootangentencurve  mit  der  Hyperbel 

4fl;y  =  4-3a^ 
schneidet  Letztere  hat  offenbar  den  Ursprung  zum  Mittelpunkt  und  die 
r-Axe  nebst  der  Geraden  4ty  +  %x^0  zu  Asymptoten.  Führt  man  die 
Zeichnung  aus,  indem  man  als  Längeneinheit  etwa  1  cm  wählt,  so  finden 
sich  unendlich  viele  Schnittpunkte,  die  paarweise  zum  Ooordinatenan£uig 
symmetrisch  liegen.  Der  am  nächsten  beim  Ursprung  liegende  Schnittpunkt 
z.  B.  hat  die  Abscisse  2,56,  welcher  Werth  also  näherungsweise  die  kleinste 
positive   Wurzel   der  gegebenen  Gleichung  vorstellt.     Diese  Wurzel   möge 

7t 

genauer  berechnet   werden.     Da  2,56   zwischen  -^  und  n  liegt,    so  ist  es 
zweckmässig,   cos  ix ---^j  und  —  sinfit— -5-j  anstelle  von  sinx  und  a»x 

einzuführen.     Hierdurch  nimmt  nach  Trennung  der  positiven  und  negativen 
Glieder  die  Gleichung  die  Form  an 

305*  cos  (^—  ^)  =  4xsm\x^  ^j  +4  co5  (a?—  -ö-j- 

Der  Logarithmus  der  linken  Seite  ist  gleich 

2logx  +  logeo8\x—^j  +  log%y 

derjenige  der  rechten  Seite  gleich 

B  +  logco8\x-'^\  +  logi, 

Ä  =  logx  +  logsm ix—  -^j  —  logcos ( ^"- "o  ) 

gesetzt  wird.    Man  erhält  somit  als  vorbereitende  und  als  Schluasgleichung: 

Ä  =  hgtg  (x  —  ^J+hgx, 

18)  EB  +  2logx  +  c==0, 

mit 

c  =  logf. 

In  der  ersten  der  vorhergehenden  Gleichungen  tritt  die  Function  log  ig 
auf.    Da  bei  den  betreffenden  Tafeln  das  Argument  stets  in  Graden  ans- 
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gedrückt  wird,  so  ist  an  fraglicher  Stelle  sfi^g^x  statt  x  zu  schreiben, 
wo  Q^  die  Anzahl  von  Graden  bezeichnet,  welche  zu  einem  dem  Halbmesser 
gleichen  Bogen  gehört.  Der  bequemeren  Rechnung  wegen  ist  eine  Tafel 
für  Decimaltheilung  des  Quadranten*  unbedingt  vorzuziehen  und  auch  bei 
der    anten    folgenden   Ausrechnung   zu   Orunde   gelegt.      Es   ist  für  neue 

Theüong  p«  =  63,662",    log  q^  ^lfi058S, 

Bei  dem  graphisch  gefundenen  Nfiherungswerthe  x  =  2,56  {logx  =  0,40824) 
darf  auch  die  letzte  Ziffer  als  ziemlich  sicher  gelten,  weil  die  beiden  zu  17) 
gehörigen  Curven  an  der  betreffenden  Stelle  sich  unter  günstigem  Winkel 
schneiden,  und  es  kann  deshalb  die  Rechnung  sogleich  mit  fünüstelligeu 
Logarithmen  begonnen  werden. 


A 

LOBrechnnng. 

1.  Gang 

2.  Gang 

logx^ 

0,40824 

1 

0,40883 

log,r  = 

1,80388 

— 

1,80388 

logif'x  = 

2,21212 

1 

2,21271 

p-»=,a;°  = 

162.974 

0,37' 

163,196 

logtg{x'-100^)  = 

0,18213 

5,6 

0,18543 

logx  = 

0,40824 

1 

0,40883 

Ä  = 

0,59037 

6,6 

0,59426 

EB  = 

9,31036 

-5,2  ' 

9,30726 

2U9X  = 

0,81648 

2 

0,81766 

c  = 

9.87506 

— 

9,87506 

E  = 

0,00190 

9,99998 

8= 

-3.2 

d  = 

0,00190 

10-9,99998 

-3,2 

-3,2 

=  0.0 

0059 

=  -0,000006 

Ergebnis s  (auf  fünf  Ziffern  abgerundet). 
%»  =  6,40882,    05  =  2,5634. 


*  Es  können  empfohlen  werden:  F.  G.  Gauss,  Ffinfttellige  logarithmisch- 
trigonometrisohe 'Tafeln  für  Decimaltheilung  des  Quadranten,  Berlin  1873;  — 
H.  GraveliQs,  Fünfstellige  logarithmisch- trigonometrische  Tafeln  für  die  Deci- 
maitheilong  des  Quadranten ,  Berlin  1B86.  Herr  Gravelius  benützt  fOr  den  hun- 
dertsten, zehntausendsten,  millionsten  Theil  des  Quadranten  bez.  die  Namen  Centi- 
grad,  Centiminute,  Centisecunde  und  die  Zeichen  ®,  ~,  ". 
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§  9.  Gestaltung  der  logarithmischen  Methode,  wenn  von  den 
Additionslogarithmen  kein  Gebrauch  gemacht  wird. 

Es  möge  das  in  §  6  behandelte  Beispiel: 

21a;i8  -  53«' +  65a^ +  3120?*- 74  =  0 
noch    einmal    aufgenommen   und   die  positive   reelle  Wurzel,    welche  diese 
Gleichung  hat,  jetzt  ohne  Gauas^sche  Logarithmen  berechnet  werden. 

Die  frühere  Trennung  der  positiven  und  negativen  Glieder  ist  hier  nicht 
erforderlich ,  wenn  flir  jedes  negative  Glied  seine  Ergänzung  zu  einer,  dem 
absoluten  Werthe  nach  grösseren  Potenz  von  10  gesetzt  wird,  wodurch  die 
betreffende  Sübtraction  sich  in  eine  Addition  verwandelt  Diese  Ergän- 
zungen bildet  man  im  Kopfe,  indem  man,  von  links  nach  rechts  gehend, 
statt  jeder  Ziffer  der  (meist  nicht  niedergeschriebenen,  sondern  blos  in 
Gedanken  festgehaltenen)  Zahl,  deren  Ergänzung  gesucht  ist,  ihre  Ergän- 
zung zu  9,  statt  der  letzten  Ziffer  aber  die  Ergänzung  zu  10  nimmt.  Unter 
Umständen  sind  vor  der  ersten  Ziffer  links  noch  einige  Nullen  zu  denken, 
für  welche  in  der  Ergänzung  ebenso  viele  Neuner  einzutreten  haben. 

Die  absoluten  Werthe  der  einzelnen  Glieder  sollen  der  Reihe  nach  durch 
I,  II,  III,  ...  bezeichnet  werden.  Auf  den  unteren  Rand  eines  Papier- 
streifens schreibe  man  neben  einander  die  wiederholt  zu  addirenden  Loga- 
rithmen der  Coefficienten.  Der  Logarithmus  des  Absolutgliedes  kommt  nicht 
zur  Verwendung  und  braucht  deshalb  auch  nicht  aufgeschlagen  zu  werden. 
Weil  aber  das  Absolutglied  selbst  zu  den  Zahlenwerthen  der  berechneten 
Glieder  zu  addiren  (bez.  davon  zu  subtrahiren)  ist,  so  kann  man  es  (bez. 
seine  dekadische  Ergänzung)  ebenfalls  auf  den  Papierstreifen  setzen. 


Papierstreifen. 


log  21 
=  1,32222 


logöS 
1,72428 


log65 
=  1,81291 


20^312 
=  2,49415 


-74 
=  26-100 


Wir  gehen  wieder  von  dem  graphisch  ermittelten  Näherungswerthe 
log x=:9ßS~- 10  aus  und  rechnen  beim  ersten  Gange  mit  drei,  beim 
zweiten  mit  fünf  Stellen. 
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Ausrechnung. 


logx  = 

1.  Gang 
9,68              1 

2.  Gang 
9,6835 

13%«  = 

5,84            13 

5,8855 

logl  = 

7.162          13 

7,20772 

llngx  = 

7,76 

7 

7,7845 

logI]  = 

9.484 

7 

9,50878 

bhgx  = 

8.40 

5 

8,4175 

logm  = 

0,213 

5 

0,23041 

2logx  = 

9,36 

2 

9.3670 

top  IV  = 

1,854 

2 

1,86115 

1  = 
EII  = 

III  = 

IV  = 

0,0 
99,7-100 

1,6 
71,5 

0 

-5 

19 

333 

0,002 
99,677-100 

1,700 
72,635 

S= 
Ä  = 

99,8-100 

100-98,8 

347 
=  0,0035 

347 

0,014 

0.014 
347 

=  -0,00004 

Ergebniss. 
%flj  =  9,68346 -10; 

Zu  der  obigen  AuBreehnnng  möge  noch  Folgendes  bemerkt  werden. 
Da  Ton  einer  Zahl,  deren  Logarithmus  auf  n  Stellen  bekannt  ist,  in  der 
Begel  auch  nur  n  Ziffern  mit  Sicherheit  angegeben  werden  können,  so  wird 
man  dasjenige  Glied  aufsuchen,  dessen  Logarithmus  die  grösste  Kennziffer 
hat  —  es  ist  hier  log  lY  mit  der  Kennziffer  1  — ,  vom  Zahlenwerthe  dieses 
Gliedes  beim  ersten  Gange  drei ,  beim  zweiten  fünf  Ziffern  anschreiben  und 
bei  allen  übrigen  Gliedern  an  der  entsprechenden  Stelle  abbrechen,  natür- 
lich unter  Beachtung  der  bekannten  Regeln  des  Abrundens. 

Es  wird  endlich  noch  eine  Erläuterung  der  Berechnung  von  S  er?rün8cht 
sein.  Ich  setze  voraus,  dass  man  schon  beim  ersten  Gange  eine  fünfstel- 
lige Logarithmentafel  benützt.  Wenn  logx  um  eine  Einheit  der  fünften 
I>ecimale  wSchst,  so  nimmt  13  logx  und  ebenso  logl  um  13,  Ugll  um  7,  ..., 
loglY  um  2  Einheiten  der  fünften  Decimale  zu.  Das  grösste  Glied,  nftmlich 
I^,    wird  auch  den  Zuwachs  mit  den  meisten  Stellen   ergeben.     Nun   ist 
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(beim  ersten  Gange)  von  den  in  der  Logarithmentafel  enthaltenen  Mantissen 
85400  die  am  nächsten  unter  der  Mantisse  von  loglY  liegende.  Die  Diffe- 
renz zwischen  dieser  und  der  folgenden  Mantisse  der  Tafel  beträgt  6  and 
entspricht  einer  Zunahme  des  Numerus  um  zehn  Einheiten  in  der  fünften 
Ziffer.  Daher  bewirkt  ein  Wachsen  des  log  IV  um  zwei  Einheiten  ein  sol- 
ches der  Zahl  IV  selbst  um  J.  10  =  3,333 ...  Einheiten.  Weil  aber  (ver- 
möge der  Kennziffer  1  des  loglV)  von  der  Zahl  lY  zwei  Ziffern  vor  dem 
Komma  sich  befinden ,  so  muss  der  Zuwachs  3,333  . . .  um  ebensoviel  Stellen 
nach  links  (bez.  das  Komma  nach  rechts)  gerückt  werden,  d.  h.  die  wirk- 
liche Zunahme  des  Gliedes  IV  beim  Wachsen  von  logx  um  eine  Einheit  der 
fanften  Decimalen  beträgt  333,3...  Einheiten  der  fünften  Decimalen.  Da 
drei  Ziffern  mehr  als  ausreichend  sind,  so  wird  man  diesen  Zuwachs  and 
den  aller  übrigen  Glieder  auf  Ganze  abrunden.     Der  Zuwachs  des  Gliedes 

5.10 
III  z.  B.  findet  sich  zu  -^  •  10  =  19  Einheiten  der  fünften  Decimalen. 

Bei    solchen   kleinen  Nebenrechnungen  leistet  hier,    wie  überall,    der 
logarithmische  Rechenstab*  gute  Dienste. 


§  10.  Zweites  Beispiel  fftr  die  logarithmische  Berechnung 
'  ohne  Additionslogarithmen. 

Die  im  vorhergehenden  Paragraphen  auseinandergesetzte  Methode  ist 
vielleicht  die  anspruchsloseste,  am  wenigsten  theoretisches  Beiwerk  erfor- 
dernde von  allen  wirklich  brauchbaren  Methoden,  die  bisher  aufgestellt 
worden  sind.  Dass  dieselbe  trotzdem  auch  mit  berühmten  Methoden  keinen 
Vergleich  zu  scheuen  braucht, 'wird  folgende  Gegenüberstellung  zeigen.  Wir 
wollen  das  Beispiel 

a.7  +  28a?*-480  =  0, 

welches  Gauss  zur  Veranschaulichung  seiner  Methode  der  Auflösung  tri- 
nomischer  Gleichungen  benützt,**  nach  obiger  Methode  behandeln  nnd  die 
von  Gauss  selbst  gegebene  Lösung,  mit  Hersetzung  der  von  ihm  unier- 
drückten Nebenrechnungen,  dagegen  halten. 

Dem  Satze  von  Descartes  zufolge  kann  vorstehende  Gleichung  nur 
eine  positive  reelle  Wurzel  haben;  durch  Probiren  findet  man  mit  Leich- 
tigkeit, dass  dieselbe  zwischen  1  und  2,  und  zwar  bedeutend  nfther  bei  1, 
als  bei  2  liegen  muss.     Wir  wollen  deshalb  auf  die  graphische  Auflösung 


*  Dieses  überaus  nützliche,  noch  viel  zu  wenig  geschätzte  Werkzeug  sollte 
in  der  Hand  keines  Rechners  fehlen.  Die  besten  Rechenstäbe,  mit  sorgfältig  aus- 
geführter Theilung  in  schwarzen  Strichen  auf  weissem  Zellhorn,  liefert  die  Firma 
Dennert  &  Pape  in  Altena. 

**  S.  Gauss'  Werke,  Bd.  3  S.  98.  Aus  der  Gauss'schen  Methode  zur  Auf 
löBung  trinomischer  Gleichungen  ist  übrigens  die  Methode  in  §  4  hervorgegaugeo. 
Vergl.  §  14. 
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▼enichten*  and  als  ersten  Nftherungswerth  logx=^Oß  annehmen.  Die  Rech- 
nimg soll  in  drei  Gängen,  n&mlich  mit  drei,  fünf  and  sieben  Stellen  aas- 
geftihrt  werden.  Man  wird  zweckmässig  beim  ersten  Gange  schon  eine 
fünfstellige I  beim  zweiten  eine  siebenstellige,  oder  bei  allen  drei  Gängen 
eine  siebenstellige  Logarithmentafel  benützen. 


Vorbereitung. 


Papierstreifen. 


10^28 
=  1,4471580 


-480 

=  520-1000 


Aasrechnung. 


1.  Gang 

2.  Gang 

3.  Gang 

logx  = 

0,3 

1 

0,285 

0,28396 

llogx  =  logI  = 

2.1 

7 

1,995 

1 

1,98772 

4logx  = 

1,2 

4 

1,140 

1,13584 

logll  = 

2,647 

4 

2,58716 

2,5829980 

1  = 

126 

2000 

98,86 

1590 

97,2120 

1590 

11  = 

444 

4000 

386,51 

3570 

382,8230 

3510 

B  = 

90 

5,37 

0,035          1 

8= 

6000 

5160 

5100 

9  = 

90 

5.37 

0,035 

6000 

5160 

5100 

0, 

015 

=  -0,0C 

1104 

=  -0,0000 

069 

Ergebniss. 
io^a?  =  0,2839531. 

Eine ,  wenn  auch  unbedeutende  Verzögerung  bewirkt  hier  der  umstand, 
dass  der  Coefficient  S  sich  zu  schnell  ändert,  um  als  constant  angesehen 
werden  zu  dürfen ,  also  bei  jedem  Gange  von  Neuem  berechnet  werden  muss. 

Es  folgt  nun  die  Auflösung  nach  Gauss.  Die  Gleichung  gehört  nach 
der  von  Gauss  gegebenen  Eintheilung  zum  zweiten  Falle  der  ersten  Form, 
nämlich  zu  dem  Falle 


*  Wenn  man  sich  einer  Schiefertafel  bedient,  auf  welcher  ein  logarithmiBches 
Linieimets  eingeritzt  ist,  so  genügt  eine  in  einer  halben  Minute  ausführbare 
Skizze,  um  zu  erkennen,  dass  die  positive  Wurzel  obiger  Gleichung  sich  wenig 
Ton  2  anterscheidet  .,....._. .  .  iOOqIc 
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wo 


A  = 


6-+« 


Die  zur  Berechnung  dienenden  Formeln  sind 


ßogf-C), 


X         ^        m+n 

wobei  jedoch  JJ  nicht  die  jetzt  übliche  Bedeutung  hat,  sondern  bei  Befol- 
gung der  heutigen,  von  Witt  stein  herrührenden  Schreibweise  (JJ— /^)  an 
Stelle  Yon  B  und  B  an  Stelle  von  C  zu  setzen  wäre.  Es  soll  jedoch  im 
Folgenden  ausnahmsweise  die  Gauss*sche  Bezeichnung  beibehalten  werden.* 


Vorbereitung. 

log  28=   1,4471580 

%48Q=   2,6812412 

7  log  28  =  10,1301060 

3^0^480=  8,0437236 

log  j  =  2,0863824 

Formeln. 

4^ -3Ä  =  2,0863824, 

Jopa;  =  1(2,6812412-0). 


A 

nsrechnnng. 

Ä= 

05 

0,6 

0.595 

0.596 

0,5953 

0,5952 

B  = 

0,119 

0,097 

0,09833 

0,09813 

0,0982705 

0,09829(»7 

4ä  = 
ZB  = 

2,0 
0,357 

2,4 
0,291 

2,380 
0,29499 

2,384 
0,29439 

2,3812 
0.2948115 

2,3808 
0,2948721 

44-35  = 

1,643 

2.109 

2,08501 

2,08961 

2,08631 15 

0,085927!) 

Fehler  = 

-0.433 

0.023 

-0,00137 

0.00323 

0,0000061 

-0.0004.045 

Verbess.  Werth 
von  A 

0,6- 
=  0,1 

2,3 
466 
>95 

0.595  + 
=  0,5 

0,137 
460 
953 

0,5953- 

0.0061 
4606 

,  *  Herr  Hofrath  Neil  hat  die  G ausstechen  Formeln  der  heutigen  Scfareil- 
weise  angepasst  Siehe  A.  M.  Neil,  Die  Auflösung  dreigliedriger  Gleiehungen 
nach  Gauss,  Hoppe's  Archiv  för  Mathematik  und  Physik  1884,  2.  Reihe  Bd,  1 

S.  311.  n^^r^^ 
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2,6812412 
Zu  ^  =  0,5953-^^!-  gehört:  0  =  0,6935695 

7  to^a;=  1,9876717 
ro^a;  =  0,2839531 
Ich  denke,  man  wird  zugeben  müssen,  dass  der  Vergleich  nicht  zu 
Gunsten  der  Gauss 'sehen  Methode  ausgefallen  ist.  Bei  der  andern  Methode 
beschränkt  sich  die  ganze  Vorbereitung  auf  das  Aufschlagen  eines  einzigen 
Logarithmen ,  man  hat  nicht  nach  unmöglich  auswendig  zu  behaltenden  For- 
meln zu  rechnen,  sondern  das  Rechenschema  ergiebt  sich  ganz  von  selbst 
und  es  ist  auch  die  gesammte  Bechenarbeit  geringer,  als  bei  Anwendung 
der  Gaus 8 'sehen  Methode.  Natürlich  vermindert  sich  die  Arbeit  bedeutend, 
wenn  man  wohl  nach  den  Gauss 'sehen  Formeln  rechnet,  aber  nicht  die 
Regula  falsi,  sondern  das  in  dieser  Abhandlung  dargelegte  Correctionsver- 
fahren  anwendet;*  aber  selbst  dann  bleibt  es  noch  zweifelhaft,  ob  die 
Gau 8 8 'sehe  Methode  einen  Vortheil  gewährt. 

§  11.  Vergleich  zwischen  der  logarithmiichen  Berechnung  mit 
und  derjenigen  ohne  Additionslogarithmen. 

In  der  Bemerkung  zu  §  4  wurde  bereits  darauf  hingewiesen,  dass  beim 
Zusammenfassen  der  logarithmisch  berechneten  Glieder  eines  vielgliedrigen 
Ausdrucks  mit  der  Anwendung  der  Additionslogarithmen  kein  sehr  bedeu- 
tender Vortheil  verknüpft  ist.  Bei  der  Auflösung  algebraischer  Gleich- 
ungen, und  zwar  solcher,  bei  denen  der  mit  Null  verglichene  Ausdruck 
eine  rationale  ganze  Function  der  Unbekannten  ist,  wird  man  vielleicht 
sogar  besser  vom  Gebrauche  der  Additionslogarithmen  ganz  absehen  und 
lieber  das  in  §  9  erklärte  Verfahren  anwenden.  Zur  Begründung  dieser 
Ansicht  werde  ich  die  im  einen  und  andern  Falle  nöthigen  Arbeiten  auf- 
zählen und  miteinander  vergleichen. 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  p  Glieder  hat,  so  sind  bei  der  logarith- 
mischen Berechnung  mit,  resp.  ohne  Additionslogarithmen  auszuführen: 

a)  bei  der  Vorbereitung: 

1.  Bestimmungen  des  log  zu  gegebener  Zahl 

p       resp.    (l?  — 1), 

2.  Subtractionen 

(p  — 1)  resp.  0  oder  1; 

h)  bei  jedem  Gange: 

1.  Bestimmungen  des  log  zu  gegebener  Zahl  oder  des  B  zu  ge- 
gebenem A 
(p-2)  resp.  (p  — 1), 

*  Eb  unterscheidet  sich  alsdann  das  Verfahren  von  der  Anwendung  des  in 
§5  erklärten  auf  eine  dreigliedrige  Gleichung  nur  dadurch,  dass  Gauss  logx  aus 
der  vorbereitenden  und  der  Schlussgleichung  eliminirt.    Vergl.  §  14.  f^ r\r\n\r> 

ZlUohrifl  f.  M.them.tik  n.  Fhydk  XXXVI.  8.  1*9' '^^^  ^^  ^OOglC 


178      Praktische  Methode  zur  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  etc. 

2.  Multiplicationen  mit  einer  ganzen  Zahl 

o.  Additionen      ,        .. 

(p— 1)     resp.      p. 

Femer  ist  die  Anzahl  der  zu  schreibenden  Zahlen 
a)  bei  der  Vorbereitung 

(2p  — 1)  resp.      p, 
W  bei  jedem  Gange  ^3^_3^^p       3p. 

Man  erkennt  hieraus ,  dass  in  dem  Torliegenden  Falle  der  Nutzen ,  den 
die  Additionslogarithmen  gew&hren,  in  der  That  ein  bescheidener,  und  am 
so  geringer  ist,  je  mehr  Glieder  die  Gleichung  hat.  Derselbe  wird  noch 
dadurch  yermindert  und  yielleicht  yOllig  aufgehoben ,  dass  man  erst  Formeln 
aufstellen  muss  und  längerer  Vorbereitungen  bedarf,  ehe  man  die  Rechnung 
beginnen  kann.  Bei  transcendenten  Gleichungen  und  bei  algebraischen 
Gleichungen  Ton  yerwickelter,  yielleicht  irrationaler  Form  können  die  Ver- 
hftltnisse  wesentlich  andere  sein. 

§  12.  Beispiel  für  die  Berechnung  ohne  Logarithmen. 

x  +  j/x+f/x+yx^  6. 

(Siehe  H.  Scheffler,   Auflösung  der  algebraischen  und  transcendenten  Gleich- 
ungen.   Braunschweig  1869,  S.  121.) 

Ist  man  im  Besitze  einer  zweckmässig  eingerichteten  Tafel  der  Quadrat 
und  Cubik wurzeln,  oder  auch  der  Quadrat-  und  Cubikzahlen,  so  bedarf  man 
zur  Auflösung  der  obigen  Gleichung  keiner  Logarithmen.  Es  leuchtet  ein, 
dass  eine  einzige  positive  Wurzel  vorhanden  ist,  und  ein  kleiner  Versuch 
zeigt,  dass  dieselbe  sich  zwischen  l  und  2  befindet.  Wir  beginnen  deshalb 
die  Rechnung  mit  dem  Nfiherungswerthe  1.  Bei  der  nachstehenden  Aus- 
rechnung ist  die  Tafel  der  Quadratzahlen  und  diejenige  der  Cnbiksahlen  in 
der  vierstelligen  Tafelsammlung  von  Bex*  bentttzt  worden.  Selbstverstfind- 
lich  erhält  man  die  vierte  Wurzel  durch  zweimaliges  Ausziehen  der  Qua 

dratwurzel. 

Ausrechnung. 


«  = 


Summe 


B  = 

8  = 


Qang 
1 

0,5 
0,33 
0.25 


2,08 


2,08 
=  0,5 


2.  Gang 


1,5 
1,23 
1,14 
1,11 


4,98 


1 

0,42 
0,26 
0,19 


-0,02 

1,87 

1,87     "'"* 


3.  Gang 
1,51 
1,2288 
1,1472 
1,1085 


4,9945 


Jahreacahl). 


Fr.  W,  Rex,  Vierstellige  Logarithmen  -Trfeln,  J.  B.  Meteler,  Stuttgirt  (ohoe 
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ErgebniBs. 
a?c=  1,5129. 

§  13.  BanrUieiliing  der  Oenavigkeit  der  berechneten  Wurzeln. 

Es  sei  ein  Werth  x  Yon  der  Beschaffenheit  gefunden  worden,  dass  Null 
erhalten  wird,  wenn  man  x  in  F{x)  einsetzt  und  hierbei  n-stellige  Tafeln 
benfltst,  überhaupt  die  Bechnung  dnrchgehends  fi- stellig  ausfahrt  Dann 
ist  nicht  zu  erwarten,  dass  x  nun  wirklich  eine  bis  zur  letzten  Ziffer  genaue 
Wanel  Yon  F(x)  «=  0  vorstelle.  Man  kann  aber  stets  durch  leichte  üeber- 
legnngen  finden,  wie  gross  im  allerungflnstigsten  Falle  die  Unsicherheit  ist, 
welche  x  anhaftet.  Die  Fehler  der  Fnnctionswerthe ,  die  von  gut  eingerich- 
teten !»•  stelligen  Tafeln  zu  gegebenen  Argumenten  geliefert  werden,  sind 
dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  grösser,  als  eine  halbe  Einheit  der  n*^ 
Stelle.  Fahrt  man  die  Berechnung  von  F(x)  in  Gedanken  aus  und  mficht 
man  die  Annahme,  dass  bei  einer  jeden  Benützung  der  Tafel  jener  grösste 
Fehler  von  einer  halben  Einheit  der  n^^  Stelle  thatsächlich  begangen  werde 
und  femer  diese  Fehler  das  Besultat  alle  in  gleichem  Sinne  beeinflusseui 
dann  wird  man  fttr  F(x)  nicht  Null,  sondern  irgend  einen  Werth  +B' 
erhalten,  der  nur  schätzungsweise  bestimmt  zu  werden  braucht.  Bezeichnet 
also  {x+ö)  den  genauen  Werth  der  Wurzel,  so  ist 

+  ir+5.a  =  0  oder  a  =  qF?» 

o 

wo  8  die  frühere  Bedeutung  hat.  Jedenfalls  besteht  daher  unter 
sonst  gleichen  Umständen  eine  um  so  grössere  Unsicherheit, 
je  kleiner  S  ist  Allerdings  wird  man  auf  diese  Weise  eine  übertriebene 
Vorstellung  Yon  der  Ungenauigkeit  der  berechneten  Wurzel  x  erhalten,  da 
die  Wahrscheinlichkeit  gering  ist^  dass  die  denkbar  ungün8tigst.en  Umstände 
gleichzeitig  eintreten.  Eine  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  nach 
den  Grundsätzen  der  Ausgleichungsrechnung  würde  vermuthlich  die  aufzu- 
wendende Mühe  nicht  lohnen.  Um  einen  schnellen  Ueberblick  zu  gewinnen, 
kann  man  sich  auch  die  Frage  vorlegen :  Um  wieviel  darf  x  geändert  werden, 
ehe  diese  Aenderung  einen  Einfluss  auf  die  letzte  Stelle  in  F{x)  hat?  Nehmen 
wir  als  Beispiel  die  in  §  6  gelöste  Gleichung,  fOr  welche  eine  Wurzel  mit 
;4^i;  =  9,68346,  5=2,06  gefunden  worden  ist  Hier  wächst  B^  welches 
einen  Logarithmus  vorstellt,  um  2,06  Einheiten  irgend  einer  Decimalen, 
wenn  x  um   eine  Einheit  derselben  Decimalen   zuninmit.     Es  würde  also 

»chon  eine  Aenderung   von   logx   um      ^ nr^c — =0,0000024   sich   in  der 

fünften  Decimalen  von  B  bemerklich  machen.  Daher  ist  der  Werth  logx 
=:  9,68346  unbedingt  bis  auf  die  letzte  Stelle  sicher.  Wäre  8  kleiner  als 
Eins,  so  mfisste  mit  mehr  als  n  Stellen  gerechnet  werden,  wenn  man  logx 
auf  mindestens  n  Stellen  genau  erhalten  wollte.  ui^tzedbyGoOgle 
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§  14.  Oeschiohtliohe  Bemerkungen. 

Das  in  dieser  Abhandlung  in  mannigfachen  Anwendungen  gezeigte  Yer- 
fiEihren ,  die  Wurzeln  algebraischer  oder  transcendenter  Gleichungen  mit  Hilfe 
numerischer  Tafeln  unter  Benützung  der  bei  denselben  üblichen  Interpola- 
tionsmethode in  stufen  weiser  Annäherung  zu  berechnen,  kenne  ich  seit  1885. 
Es  scheint  so  nahe  zn  liegen,  dass  man  leicht  an  seiner  Neuheit  zweifeln 
kann«  Jedoch  habe  ich  weder  in  Lehrbüchern,  noch  in  den  Jahrbflchem 
über  die  Fortschritte  der  Mathematik  etwas  darauf  Bezügliches  finden  kOnnen. 

Die  folgenden  Bemerkungen  beziehen  sich  ausschliesslich  auf  die  Ge- 
schichte des  Gebrauchs  der  Additionslogarithmen  bei  der  Berechnung  der 
reellen  Wurzeln  numerischer  Gleichungen.  In  der  1840  erschienenen  Samm- 
lung mathematischer  Tafeln  von  Vega  und  Hülsse  hat  Gauss  die  Auf- 
lösung quadratischer  Gleichungen  und  ferner  in  einem  an  Schumacher 
gerichteten^  in  Schumachers  Astronomischen  Nachrichten  abgedruckten 
Briefe  Tom  1.  April  1843  diejenige  der  cubischen  Gleichung,  welche  bei 
der  parabolischen  Bewegung  zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  dient, 
mit  Hilfe  der  Additionslogarithmen  gezeigt  (s.  Gauss*  Werke ^  Bd.  3  8.256, 
sowie  Bd.  6  S.  19L).  An  letzterem  Orte  wird  bereits  darauf  hingewiesen, 
dass  die  Additionslogarithmen  „auf  ganz  ähnliche  Weise  zu  einer  sehr  be- 
quemen Auffindung  aller  reellen  Wurzeln  jeder  algebraischen  Gleichung ,  die 
nicht  mehr  als  drei  effective  Glieder  haf,  benützt  werden  können.  Die 
Ausführung  hat  Gauss  erst  in  dem  zweiten  Theile  seiner  in  der  Sitzung 
der  Eönigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  am  16.  Juli  1849  vorgelesenen 
und  in  Bd.  lY  der  Abhandlungen  dieser  Gesellschaft  erschienenen  „Beiträge 
zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen**  gegeben  (s.  Gauss'  Werke, 
Bd.  3  S.  85).  In  den  Jahren  1884  und  1885  hat  Herr  Prot  Dr.  Gundel- 
finger  die  Ausdehnung  der  Gauss 'sehen  Methode  auf  Gleichungen  mit 
vier  Gliedern  Yorgenommen.* 

Ohne  Herrn  Gundel  finger 's  eigenen  Veröffentlichungen  irgendwie 
vorgreifen  zu  wollen,  theile  ich  Folgendes  mit«  Behufs  Aufstellung  der  zur 
Berechnung  dienenden  Formeln  benützte  Herr  Gundelfinger  anfangs  die- 
jenigen, zwei  Hilfswinkel  enthaltenden  Relationen,  welche  aus  den  Gleich- 
ungen der  Mittelpunktsflächen  zweiten  Grades  ebenso  hervorgehen,  wie  die 
Relation  cos&^  +  $in&^  =^  l  aus  der  Gleichung  des  Kreises,  später  aber  die 
Identität  10^  =  1  +  10<    Der  Schwerpunkt  der  Arbeit  des  Herrn  Gundel- 

*  Eine  entsprechende  Preisaufgabe  ist  im  Mai  1884  von  der  mathematisch - 
naturwissenschaftlichen  Abtheilang  der  hiesigen  technischen  Hochschule  gestellt 
worden,  und  zwar  auf  Antrag  des  Herrn  Gundelfinger.  Letzteren  Umstand  her- 
vorzuheben, ist  in  der  Anmerkung  auf  S.  618  des  „Civilingenieur"  von  1889, 
Bd.  XXXY,  versäumt  worden.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  Herr  Gundel- 
finger die  Lösung  der  Aufgabe  in  der  Hauptsache  schon  vorher  besessen  hat, 
wenn  auch  seine  Untersuchungen  ihren  Abschluss  erst  viel  später  erreicht  haben. 
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finger  liegt  in  der  Aufstellung  von  Kennzeichen  fdr  die  Anzahl  dei"  reellen 
Wurzeln  yiergliedriger  Gleichungen' und  von  Regeln  zur  schnellen  Ermitte- 
lung erster  Annäherungen  an   diese  Wurzeln.     Es   wftre  um  so   mehr  er- 
wünscht, dass  Herr  Gundelfinger  seine  werthvollen  Untersuchungen  bald 
veröffentlichte,  als  neuerdings   die  erste  der  vorgenannten  Aufgaben  auch 
von  anderer  Seite  behandelt  worden  ist*    Als  ich  Ende  1885  anfing,  mich 
ebenfalls  mit  der  Erweiterung  der  Gauss 'sehen  Methode  zu  beschäftigen, 
sah  ich  von  vornherein  davon  ab ,  nach  Kriterien  für  die  Anzahl  der  Wur- 
zehi   und   Regeln   zur  Trennung   derselben    zu    suchen,    well   mir   bei   all- 
gemeinen  Gleichungen  mit  mehr  als  vier  Gliedern  solche  Bemühungen  keine 
Aussicht  auf  Erfolg  zu  haben  schienen.     Es  genügte  mir  die  Verallgemei- 
nerung der  Gau  SS 'sehen  Berechnungs  weise  an  sich.     Dieses  Ziel  war  auf 
folgendem  Wege  leicht  zu  erreichen.    Ich  sohafFte  in  der  auf  Null  gebrachten 
aufzulösenden    Gleichung   die   negativen   Glieder  auf  die  rechte  Seite  und 
berechnete  die  Logarithmen  beider  Seiten,  indem  ich  auf  die  allbekannte 
Art  mit  Hilfe   der  Additionslogarithmen  zunächst  zwei  Glieder  zusammen- 
fasste,   zur  Summe   das   folgende  Glied  hinzufügt«  u.  s.  w.     Durch  Gleich- 
setzen  der  auf  solche  Weise  durch  eine  Kette  von  Gleichungen  gefundenen 
Logarithmen  der  beiden  Seiten  ergab  sich  die  Schlussgleichung.     So  ist  das 
in  §§  4  und  5  dieser  Abhandlung  beschriebene  Verfahren  entstanden,   das 
ich  nebst   dem   vorgeführten   Correctionsverfahren  seit  1886  alljährlich  in 
meinen  Vorlesungen  mitgetheilt  habe.    Ein  ähnlicher  Gedankengang  hat  mich 
auch  (im  Januar  1886)  zur  Entdeckung  der  logarithmisch -graphischen  Auf- 
lösungsmethode geführt.**     Um  Formeln  zu  erhalten,  die  den  von  Gauss 
bei  dreigliedrigen  und  von  Herrn  Gundelfinger  bei  viergliedrigen  Gleich- 
ungen benützten  genau  entsprechen,   müsste  man  ans  den  obenerwähnten 
Gleichungen  logx  eliminiren.    Diese  Elimination  von  logx  lässt  sich  aber  nur 
bei  dreigliedrigen  Gleichungen  rechtfertigen,    während   sie  bei  Gleichungen 
mit  mehr  als  drei  Gliedern  keinen  Nutzen  bringt,   sondern  im  Gegentheil 
nur  die  Formeln  verwickelter  macht  und  die  ganze  Rechen-  nnd  Schreib- 
arbeit bedeutend  vermehrt.     Bei  transcendenten  Gleichungen,  welche  meine 
Vorgänger  noch  nicht  in  Betracht  gezogen  hatten,  ist  dieselbe  ohnehin  un- 
thunlich.     Den  Hauptvorzug  des   von  mir  eingeschlagenen  Weges  erblicke 
ich  darin,   dass^   wenn   man  ihm  folgt,   man  keine  verschiedenen  Fälle  zu 
unterscheiden   braucht  —  bei  &auss 'scher  Behandlungsweise  würde  deren 


*  Carl  Färber,  Herlei tung  von  Kriterien  für  die  Anzahl  reeller  Wurzeln 
Yon  Gleichungen  (speoieli  der  allgemeinen  viergliedrigen  und  der  Gleichimgen 
vom  fünften  Grade)  aus  der  Beschaffenheit  ihrer  Discriminanten- Mannigfaltigkeit. 
Inaugural-DisBertation,  Berlin  1889. 

**  S.  die  Anmerkung  auf  S.  188.  Ich  halte  es  fdr  nOthig,  zu  betonen,  dass 
bei  der  logarithmisch -graphischen  Auflösung  die  von  mir  eingeführte  Additions- 
curve,  das  Gegenstück  zu  den  Additionslogarithmen,  kein  wesentliches  Erforder- 
niss  bildet,  anfangs  auch  gar  nicht  von  mir  benützt  worden  ist.  ir\n]f> 
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Zahl  hald  eine  bedenkliche  flöhe  erreichen  — ,  sondern  immer,  welches  aaeh 
die  Zahl  der  Glieder  und  die  sonstige  Beschaffenheit  der  aufzulösenden  Gleich- 
ung sein  mögen,  durch  ein  und  dasselbe,  dem  Gedfichtnisse  leicht  einsa- 
prSgende  Verfahren  die  gewünschten  Formeln  erhftlt. 

Dass  flbrigens,  namentlich  bei  algebraischen  Gleichungen  gewöhnlicher 
Form,  die  Anwendung  der  Additionslogarithmen  nicht  unbedingt  anderen 
Methoden  vorzuziehen  ist,  dieser  üeberzeugung  habe  ich  schon  mehrmals 
Ausdruck  yerliehen. 

Anhang. 
Fall  mehrerer  nahezu  gleicher  Wurzeln. 

§  15.  Genaue  Berechnung  des  Coefiftcienten  8. 

Wenn  in  grosser  Nähe  der  Wurzel,  die  man  zu  berechnen  sich  vor- 
genommen hat,  noch  andere  Wurzeln  liegen,  so  kann  mittels  der  in  vor- 
stehender Abhandlung  gelehrten ,  auf  der  Anwendung  des  gewöhnlichen  Inter- 
polationsverfahrens  beruhenden  Berechnungsweise  der  Coefficient  8  nicht 
immer  mit  genügender  Schärfe  bestimmt  werden.  Es  erscheint  alsdann  ein 
engerer  Anschluss  an  die  sogenannte  Newton'sche  Methode  geboten.  Bei 
algebraischen  Gleichungen  gewöhnlicher  Form,  welche  hier  allein  berflck- 
sichtigt  werden  sollen,  gestaltet  sich  die  Berechnung  besonders  einÜEU^h, 
sobald  logx  zur  Unbekannten  genommen,  Oberhaupt  (abgesehen  von  der 
Berechnung  von  8)  das  in  §  9  beschriebene  logarithmische  Verfahren  in 
Anwendung  gebracht  wird.  Additionslogarithmen  zu  benutzen  ist  hier  aus 
mehreren  Gründen  weniger  zweckmässig. 

Man  hat  ^/-/-«\ 

1^  =  ^  a«-  =  2,3025851  .«a*-. 

D.  h.,  wenn  logx  um  einen  kleinen  Betrag  6  wächst,  so  erhält  irgend  ein 
Glied  P  =  aixf  der  Gleichung  den  Zuwachs  2»3Q258öl.n/>a.     Ist  also 

die  linke  Seite  der  gegebenen  Gleichung,  so  wird 

19)  S  =  2,3025851(ni>  +  nj/>,  +  n,/',  +  ...). 

Um  nur  eine  Addition  ausführen  zu  müssen,  ersetzt  man,  wie  in  §9, 
alle  negativen  Glieder  der  Gleichung  durch  ihre  dekadischen  Ergänzungen. 
Nachdem  der  Ausdruck  in  der  Klammer  berechnet  worden  ist,  kann  man 
die  Multiplication  mit  2,3025851  dadurch  bewerkstelligen,  dass  man  die  in 
allen  Logarithmentafeln  angegebenen  Vielfachen  jener  Zahl  benutzt  Oft 
genügt  auch  die  Multiplication  mit  2,30. 

Beispiel.     Bei  der  in  §  10  bebandelten  Gleichung 
ic7^.28a!*-480  =  0 
o^o?  =s 0,28396  gefunden  worden:  ^  t 
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/>  =  »'  =  !  =  97^2120,    />i  =  28ir*=U  =  382,8230, 
folglich  hat  man 

8  =  2,3025851  (7 .  97,2120  +  4 .  382,8230)  =  5092,8025. 
Der  dort  darch  gewöhnliche  Interpolation  gefundene  Werth  5100  ist  somit 
um  etwa  sieben  Einheiten  der  vierten  Stelle  zn  gross. 

§  16.  Trennimg  der  WuneliL 

Die  grosse  wissenschaftliche  Bedeutung  des  Stürmischen  Satzes  und 
Shnlicher  Hilfsmittel  zur  Trennung  der  reellen  Wurzeln  numerischer  Oleich- 
uDgen  wird  niemand  in  Zweifel  ziehen  wollen.  Für  die  wirkliche  Auflösung 
numerischer  Gleichungen  sind  dieselben  jedoch  gerade  in  schwierigen  Fällen 
wegen  der  überaus  grossen  Mühe,  die  ihre  Anwendung  verursacht,  recht 
wenig  geeignet,  glücklicherweise  aber  auch  vollkommen  entbehrlich.  Das 
Ziel  ist  ebenso  sicher,  aber  ungleich  bequemer  auf  dem  folgenden  Wege  zu 
erreichen.  Man  löst  die  Gleichung  zuerst  mittels  der  logarithmisch -graphi- 
schen Methode  auf.*  Auch  bei  Benützung  des  von  mir  empfohlenen  kleinen 
Maassstabes  —  Längeneinheit  gleich  2  cm  —  werden  hierdurch  in  gewöhn- 
lichen Fällen  >  die  Wurzeln  deutlich  getrennt  und  angenäherte  Werthe  für 
ihre  Logarithmen  gefunden,  so  dass  man  ohne  Weiteres  zur  Anwendung 
der  in  dieser  Abhandlung  vorgeschlagenen  oder  irgendwelcher  anderen  Nähe- 
rungsmethoden schreiten  kann.  Besitzt  aber  die  Gleichung  einige  wenig 
von  einander  verschiedene  Wurzeln ,  so  werden  die  zur  Auflösung  dienenden 
Curven  an  der  betreffenden  Stelle  sich  zu  berühren  oder  auf  eine  längere 
Strecke  zusammenzufallen  scheinen.  Dasselbe  wird  der  Fall  sein,  wenn  die 
Gleichung  einige  complexe  Wurzeln  mit  sehr  kleinen  rein  imaginären  Theilen 
und  gleichen  oder  nahezu  gleichen  reellen  Theilen  hat  Dann  sollte  jene 
Stelle  in  grösserem  Maassstabe  gezeichnet  und  mit  der  Yergrösserung  des 
Maassstabes  so  lange  fortgefahren  werden ,  bis  jeder  Zweifel  über  den  wahren 
Sachverhalt  schwindet.  Weil  aber  die  Rechnung  doch  nicht  länger  mehr 
zu  entbehren  ist,  so  kann  man  auch  die  graphische  Darstellung  ändern, 
um  sie  der  Rechnung  soviel  wie  möglich  anzupassen.     Handelt  es  sich  z.  B. 

*  Siehe  Civilingenieur  1889,  Bd.  XXXV  S.  617.  Das  Wesen  der  iogarithmisch- 
graphischen  Methode  besteht  darin,  dass  die  aufsulösende  Gleichung  F{x)=^0  in 
zwei  Gleichungen  y^fix),  y  =  g(x)  zerlegt  wird,  was  am  einfachsten  durch 
Trennung  der  positiven  und  negativen  Glieder  in  der  ursprünglichen  Gleichung 
geschieht,  und  nun  die  letzteren  beiden  Gleichungen  in  der  Weise  durch  Curven 
dargestellt  werden,  dass  man  logx  und  logy  zu  rechtwinkligen  Cartesischen  Co- 
ordinaten  eines  Punktes  nimmt.  Die  Logarithmen  der  gesuchten  Wurzeln  ergeben 
sich  dann  als  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  jener  beiden  Curven.  Im  Falle  einer 
algebraischen  Gleichung  gewöhnlicher  Form  werden  die  einzelnen  Glieder  für  sich 
durch  Geraden  vorgestellt;  die  Geraden  zu  den  Gliedern  mit  höchstem  bes.  niedrig- 
stem Exponenten  sind  Asymptoten  der  betreffenden  Curven.  Letztere  sind  frei  von 
Wendepunkten  und  nach  oben  gekrümmt,  wenn  die  vorhin  erwähnte  Zerlegungs- 
weise angewendet  worden  ist.  r^^]r> 
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um  eine  algebraidohe  Gleichung  gewöhnlicher  Form  JP(jb)=3  0,  und  hat  i 
sich  entschlossen,  die  zu  bestimmten  Werthen  von  x  gehörigen  WerÜie  der 
linken  Seite  auf  logarithmischem  Wege  zu  berechnen,  so  ist  es  offenbar  am 
bequemsten,  logx  zur  Abscisse,  y=^F(x)  zur  Ordinate  eines  veränderlichen 
Curvenpunktes  zu  nehmen  und  von  der  so  definirten  Curve  das  in  Frage 
kommende  Stück  zu  zeichnen.  Die  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  der 
Abscissenaxe  werden  die  Logarithmen  der  gesuchten  Wurzeln  sein.  In  dem 
hier  besprochenen  Falle  wird  aber  jene  Curve  an  der  Stelle,  wo  sie  die 
Abscissenaxe  erreicht  bez.  durchsetzt,  gewissermassen  mikroskopisch  kleine 
Schwankungen  zeigen,  welche  durch  Anwendung  einer  genügend  starken 
Vergrösserung  dem  blossen  Auge  sichtbar  gemacht  werden  müssen.  Es  ist 
von  grösstem  Werthe,  nicht  blos  einzelne  Punkte  der  fraglichen  Curve  durch 
Berechnung  ihrer  Ordinaten  zu  bestimmen,  sondern  auch  in  jedem  gefun- 
denen Punkte  die  Tangente  zu  construiren.     Dazu  ist  noch  die  Berechnung 

von  8  s=  -r; — -    nöthiir.      Je   näher   die   gesuchten  Wurzeln   bei   einander 
d  hgx 

liegen,  eine  um  so  grössere  Anzahl  genauer  Stellen  der  Werthe  F{x)  ist 
man  schliesslich  zu  ermitteln  gezwungen.  Natürlich  können  Beispiele  von 
solcher  Schwierigkeit  construirt  werden ,  dass  die  vorhandenen  Logarithmen- 
tafeln* nicht  mehr  ausreichen,  um  bis  zur  Trennung  der  Wurzeln  vorzu- 
dringen. Abgesehen  davon,  dass  in  der  angewandten  Mathematik  solche 
Fälle  wohl  niemals  vorkommen  werden,  bleibt  alsdann  immer  noch  die 
Möglichkeit,  die  Grössen  F{x)  zuletzt  auf  rein  arithmetischem  Wege,  etwa 
mit  Hilfe  des  bekannten  Homerischen  Schemas,  zu  bestimmen. 


§  17.  BeispieL 

'^       F(x)  =  a?"  +  «^  -  a?>  +  0,694a;  -  0,232  =  0. 


Wendet  man   auf  diese  Gleichung  das  logarithmisch -graphische  Ver- 
fahren an,  indem  man  dieselbe  in 

y  =  a:"  +  «'-h0,694rc  und  3/  =  ic»  +  0,232 

zerlegt,  so  erhält  man  die  in  Fig.  1  gezeichneten,  durch  die  beigesetzten 
Buchstaben  G  und  C  unterschiedenen  Curven.  Man  sieht,  dass  letztere 
sich  links  von  der  Ordinatenaxe  durchschneiden,  sich  aber  auch  zugleich  zu 
berühren  scheinen.  Bei  der  Kleinheit  des  Maassstabes  ist  es  unmöglich,  zu  er- 
kennen, ob  die  Curven  thatsächlich  eine  dreipunktige  Berührung  besitzen,  was 
einer    dreifachen    Wurzel    entspräche,    oder    ob    man   etwa    drei   getrennte 


*  Ausser  den  schon  angeführten  einteiligen  Tafeln  von  Steinhauser  sind 
noch  zu  erwähnen:  A.  Steinhäuser,  Kurze  Hilfstafeln  zur  bequemen  Berechnung 
16 stelliger  Logarithmen,  Wien  1866;  A.  Steinhauser,  Hilfttafeln  zur  pi&dsen 
Berechnung  20 stelliger  Logarithmen,  Wien  1880.  ^  t 
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Schnittpunkte  oder  einen  gewöhnlichen  Berührungspunkt  nehst  einem  davon 
getrennten  Schnittpunkt,  oder  nur  einen  Schnittpunkt  annehmen  muss. 
(Dass  nicht  mehr  i.  i^ig. 

als  drei  Schnitt- 
punkte vorhanden 
sein  können,  zeigt 
dieAnwendnng  dec 
Deseartes'schen 
Regel.)  Jedenfalls 
ist  an  den  Stellen, 
welche  den  Abscis- 
sen  9,7  und  9,9 
entsprechen,  noch 

eine   deutliche 
Trennung    beider 
Curven  wahrzu- 
nehmen.  Man  be- 
rechne   deshalb 
R  =  F(x) 

und 

dF(x) 

dlogx 
zunächst    für    die 
WerÜie  9,7,  9,75 
und  9,8  von  logx. 
Es  ergiebt  sich: 

für  logx  =  9,1:     Ä  =  -  0,001624 ,     8  =  0,0720 ; 
„    io^a?  =  9,75:  B  =  - 0,000001  y,  fif  =  0,00189; 
„    hgx^^ßi     R=:     0,000816,    5  =  0,0746. 

Flg.  2. 


8* 


9,75 


TrSgt  man  die  vorstehenden  Werthe  von  logx  und  i2  als  Abscissen  und 
Ordinaten  auf,  und  zwar  in  einem  solchen  Maassstabe,  dass  eine  Einheit  der    r 
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Fig.  X 


zweiten  Decimalen  Ton  logx  gleich  1  cm  und  eine  Einheit  der  yierten  De- 
cimalen  von  B  gleich  1  mm  wird ,  und  constmirt  man  femer  mit  Hilfe  der 
obigen  Werthe  von  S  in  den  erhaltenen  Punkten  die  Tangenten,  soMBtman 

in  der  Lage,  den  Verlauf  der  Cunre 
wie  in  Fig.  2  festzustellen.  Der  grosse- 
ren Sicherheit  wegen  kann  nachtrtglich 
noch  der  Punkt  zu  logx  =  9^18  berech- 
net werden,  für  welchen  man  findet: 
5  =  0,0000424,  5  =  0,01278.  Die 
Trennung  der  Schnittpunkte  der  Gnrve 
mit  der  Abscissenaxe  ist  zwar  noch 
nicht  gelungen;  man  sieht  aber,  dass 
dieselben  zwischen  9,75  und  9,78  lu 
suchen  sind.  Stellt  man  den  fraglichen 
Theil  der  Curve  noch  einmal  dar,  in- 
dem man  die  Abscissen  beibehält,  die 
Ordinaten  dagegen  im  hnndertfischen 
Maassstabe  der  Fig.  2  aufträgt  und 
die  Punkte  zu  den  Abscissen  9,76  und 
9^7  nebst  den  Tangentenrichtungen 
in  denselben  neu  berechnet,  so  entsteht 
Fig.  3.     Es  ist  n&mlich 

für%a;  =  9,76:    B  =  -0,0000069,   iSf  =  - 0,001 92; 
„    %aj  =  9,77:    B  = -0,0000180,   Ä=     0,000988. 

Man  ist  jetzt  am  Ziele,  denn  die  Curve  zeigt  auf's  Deutlichste  drei 
getrennte  Schnittpunkte  mit  der  Abscissenaxe.  SoUte  man  je  noch  im 
Zweifel  darüber  sein,  ob  die  Curve  in  dem  Zwischenräume  yon  9,75  bis 
9,76  sich  wirklich  über  die  Abscissenaxe  erhebt ,  so  genügte  die  Berechnung 
eines  Zwischenpunktes,  um  jede  Unsicherheit  zu  beseitigen.  Misst  man  die 
Abscissen  der  gefundenen  Schnittpunkte  mit  einem  Transversalmaassstabe 
bis  auf  Zehntelmillimeter,  so  ergeben  sich  die  Logarithmen  der  Wurzeln 
mit  vier  Decimalen ,  wobei  natürlich  die  viei*te  Decimale  nicht  mehr  zuyer- 
lässig  ist.     Man  findet 

%»!  =  9,7514,   2o^«2  =  9,7554,   %a^  =  9,7754 

Durch  Rechnung  lässt  sich  nun  in  bereits  bekannter  Weise  die  Genauig- 
keit erhöhen.  Es  reichen  aber  bei  den  ersten  beiden  Wurzeln  siebenstellige 
Logarithmen  schon  nicht  mehr  aus,  um  nur  die  Richtigkeit  der  yierten 
Decimalen  sicher  zu  stellen,  yiel  weniger,  noch  weitere  Decimalen  zu  be- 
stimmen. Bei  der  dritten  Wurzel  liegen  die  Verhältnisse  deshalb  etwas 
günstiger,  weil  zu  ihr  ein  grösserer  Werth  yon  8^  d.  h.  eine  grössere  Hoii- 
zontalneigung  der  Curventangente  im  betreffenden  Punkte  gehört.  Es  möge 
zum  Schlüsse  die   betreffende  Rechnung  fllr  die  dritte  Wurzel  hergesetzt 
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werden;  sie  kann  als  Beispiel  fBr  alle  bisher  auszaftthrenden  Rechnungen 
dienen. 

{<90,694«  9,841  3595 
logx  =  9,775  4 


11%«  =  7,529  4 


7%*  =  8,427  8 


3to^x  =  9.326  2 


t<»yIV  =  9,616  7595 


1  =  0,003  3838  11.1  =  0,037  2218 

II  =  0,026  7793  7 .  H  =  0,187  4551 

Ein  =  9,788  0663-10  3.E1II  =  9,364  1989-10 

IV  =  0,413  7705  IV  =  0,413  7705 

EV  =  9.768  -10        ^4^0,002  6463 


2,30 
Ä  =  9,999  9999-10  5  =  0,006  0933 

'-0,0060933-^'"^^-- 
Also  ist  die  letzte  Ziffer  in  Zo^a?  =  0,7754  jedenfalls  noch  richtig.    Weitere 
genaue  Ziffern  könnten  nur  durch  Rechnung  mit  mehr  als  sieben  Stellen 
gefunden  werden. 

Darmttadt,  Mai  1890. 
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IX.  Zar  Läge  des  Schwerpunktes  eines  Rotationskörpers. 

Es  sei  eine  geschlossene  ebene  Figur  F  gegeben,  deren  Schwerpunkt 
S  sei.  Bestimmt  man  für  irgend  eine  durch  8  gehende,  in  der  Bbene  der 
Figur  liegende  Axe  das  Trftgheitsmoment  Flf  der  Figur  und  zieht  im  Ab- 
stände des  Trttgheitsradius  h  zu  dieser  Axe  die  Parallele,  so  berührt  diese 
bekanntlich  die  Centralellipse,  deren  Gleichung  in  Linienooordinaten 

gegeben  sein  mag. 

Sind  nun  Uy ,  v^  die  Coordinaten  irgend  einer  Geraden  r,  welche  in  der 
Ebene  liegt,  die  Figur  jedoch  nicht  schneidet,  so  ist  die  Gleichung  ihres 
Gegenpoles  R  bezüglich  der  Centralellipse 

a*t*iU  +  6p,  1^  +  1  =  0. 
Bezeichnet  man  femer  mit  $j,  i/,  die  Punktcoordinaten  von  R^  so  hat  man 

Fttllt  man  von  8  auf  die  Gerade  r  das  Loth  SO^sp  und  nennt  il  und  fi 
die  Cosinus  der  Winkel,  welche  p  mit  der  S-  bezw.  17 -Axe  bildet,  so  hat  man 

l  fi 

t*,  = 1    v,  =  —  — , 

P  P 

daher  auch 

li  = X  und  «,  = li. 

Nimmt  man  ferner  0  als  den  Anfangspunkt  eines  neuen  Coordinaten- 
Systems  an,  dessen  a;-Axe  die  Gerade  08,  dessen  y-Axe  die  Gerade  r  ist, 
so  erhält  man  die  Transformationsgleichungen 
^v  «  =  P  — ^S  — f*i?» 

Daher  hat  man  auch,   wenn  y^  die  Ordinate  des  Gegenpoles  im  neuen  Co- 
ordinatensjstem  bedeutet,  ," 

2)  y,  =  _^(a!-6»). 

Lässt  man  jetzt  die  Figur  F  um  die  Gerade  r  sich  drehen ,  so  eneugt 
sie  einen  Rotationskörper,  dessen  Schwerpunkt  die  Ordinate  ^^  haben  möge. 
Alsdann  ergiebt  sich,  wenn  x  und  y  die  Coordinaten  Yon  dF  sind, 

j2nxdF.y       JxydF 

^'         j2nxdF  F.p 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  1)  findet  man: 

»• = ?/« ■"•-  f/'  ■"'+  ^/«'  ^'-  ^[Z?"'-/-^"'! 

Uigitized  by  VJ\^VJV  l\^ 


EQemere  Mittheilungen.  189 

Die  |-  und  i^-Azen  sind  die  Axen  der  Centralellipse ,  somit  ist: 
f^dF^O,    ffidF=^0,   flfidF=-0 

"""^  ß^dF=Fa\   f'n'dF^FV, 

Man  erhält  demnach  i» 

y, ^(a«-6«). 

daher  nach  Ql,  2)  anch 

d.  h.  der  Schwerpunkt  des  Rotationskörpers  und  der  Gegenpol  H  haben  die- 
selbe Ordinate. 

Es  sei  gestattet,  noch  auf  eine  andere  Bedeutung  der  Gleichung 

)nxdF,y       fxydf 


f2nxdF  S^dF 

hinzuweisen.  Erweitert  man  den  Bruch  nämlich  mit  o»^,  wo  o  die  Winkel- 
geschwindigkeit sein  möge,  mit  der  die  Figur  /*sich  dreht,  und  denkt  man 
sich  F  als  eine  materielle,  unendlich  dünne  Scheibe,  deren  Masse  F  ist, 
80  stellt  xfxi^dF 

die  Centrifagalkraft  dar,  welche  auf  das  Massentheilchen  dF  wirkt,  und 

xm^dF.y 
das  Moment  dieser  Centrifugalkraft  in  Be/.ug  auf  die  durch  8  gehende,  zur 
Rotationsaxe  senkrechte  Ebene.     Mithin  hat  man  in 

CxafdF.y 

yo  =  yi  =  ^/>     ,,^ 
J  xta*  dF 

auch  die  Ordinate  des  Angriffspunktes  der  Centrifugalkraft,  welche  auf  die 
Flache  F  wirkt 

Dies  giebt  den  Satz: 

Dreht  sich  eine  schwere,  ebene  Figur  um  eine  in  ihrer 
Ebene  liegende  Axe,  welche  die  Figur  nicht  schneidet,  und 
bestimmt  man  den  Gegenpol  der  Rotationsaxe  in  Bezug  auf  die 
Centralellipse  der  Figur,  so  beschreibt  dieser  Gegenpol  bei 
der  Rotation  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Schwerpunkt 
des  erzeugten  Rotationskörpers  ist,  und  die  auf  die  Figur  wir- 
kende Centrifugalkraft  geht  stets  durch  den  Gegenpol  und 
den  Schwerpunkt  des  Rotationskörpers. 

Man  kann  diesen  Satz  noch  kürzer  ableiten ,  wenn  man  von  den  schönen 
Untersuchungen  des  Herrn  Reje  über  Trägheitsmomente  im  10.  Bande 
dieser  Zeitschrift  und  im  19.  Bande  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 
Ingenieure  Gebrauch  macht.  Herr  Reye  hat  bewiesen,  dass  man  jede 
materielle  Figur  durch  drei  Massenpunkte  ersetzen  kann,  von  denen  der  eine 
immer  auf  der  Gegenpolare  des  andern  in  Bezug  auf  die  Centralellipse  liegt. 
Wendet  man  diesen  Satz  auf  vorliegendes  Problem  an  und  ersetzt  die  Figur  F 
durch  die  drei  Massenpunkte  F^,  F^y  F.y  von  denen  F.  und  F^  auf  der  Rota-      t 
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tionsaxe  r  liegen ,  so  muss  F^  mit  dem  Oegenpol  R  Eosammenfialleii.  Wegen 
der  Lage  der  Pankte  F^  und  F^  anf  r  ist  aber  die  auf  sie  wirkende  Centn- 
fngalkraft  Null,  und  es  blttbt  allein  die  auf  F^  wirkende  Kraft  übrig, 
welche  die  Centrifngalkrafk  der  ganzen  Flftche  F  ersetzt  und  ihren  Angrifi- 
ponkt  in  dem  Gegenpole  R  hat.  Ans  diesen  Betrachtangen  folgt  aber  leicht 
alles  üebrige.  p    ^^^^^ 

Ing«nl«iir  v.  ord.  Lahnr  %,  d.  KOnigL  OberreAlsohale  au  BraalAu. 


X.  TTeber  die  Dnrohsolinitte  einer  Geraden  nnd  einer  Cnnre 
■weiter  Ordnung. 
In  allen  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  wird  zwar  angegeben, 
dasä  die  Schnitte  einer  Geraden  mit  einer  Linie  zweiter  Ordnung  dorch 
quadratische  Gleichungen  bestimmt  sind ;  eine  wirkliche  Construction  dieser 
Punkte  pflegt  aber  zu  fehlen ,  und  in  der  That  dürfte  es  beispielsweise  nicht 
leicht  sein,  x  und  y  aus  den  Gleichungen 

y=^Äx  +  h,    y^=^2hx  +  hx^ 

einfach  und  elegant  dareb  Ge- 
rade und  Kreise  zu  constmiren. 
Eine  befriedigende  LOsnn^  der 
Aufgabe  ergiebt  sich  dagegen 
auf  folgendem  Wege. 

Ein  Brennpunkt  0  des  Ke- 
gelschnitts sei  der  Anfang  eines 
rechtwinkligen  Coordinaten- 
systeros,     dessen    positive    x 
Iftngs  der  Senkrechten  von  0 
auf  die  nächste  Directrix  i&J) 
gezählt  werden  m5gen ;  femer 
schneide  die  gegebene  Gerade 
auf  OX  die  Strecke  OA  =  a, 
-^  auf  OY  die  Strecke  OB   ab, 
und  es   sei   LOAB^=^ß^    die 
Gleichung  der  Geraden  lautet  dann 

x-^ycotß^^a 
oder,    wenn   man  durch   a?=rco5(o  und  y  =  rsin^  Polarcoordinaten    ein- 
führt, I      i/>   .  * 

C05I»  +  cof  ö  5tll<»  =3  —  • 
r 

OJET 
Bezeichnet  andererseits  OH=h  den  Halbparameter  und  -=-=   die  Charak- 

teristik  des  Kegelschnitts,  für  welche  die  Tangente  von  LOJH=y  gesetzt 


werden  kann,  so  ist  die  Polargleichnng  der  Curve 
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r  = 


l  +  tanyeosm 
Die  Substitaiion  von  r  in  die  Yorige  Gleichang  giebt 

and  dies  stimmt  formell  ttberein  mit  der  Polargleicbung  eines  Kreises,  wel- 
cher durch  den  Coordinatenanfang  geht  und  von  OX,  OY  gegebene  Strecken 
abschneidet.     Dem   entspricht  folgende  Construction :   auf  OX  nehme  man 

OK=OE=h  —  atanyy 

fku{  OY 

OL^CD  =  hcotß 

und  construire  den  Kreis  durch  0,  £^,  X;  wird  nun  letzterer  von  dem  aus  O 
mit  dem  Radius  a  beschriebenen  Kreise  in  den  Punkten  M  and  N  ge- 
schnitten, so  gehen  die  Strahlen  OM  und  ON  durch  dieselben  Punkte  P 
und  0  der  Geraden  AB,  wie  die  gegebene  Curve.  Schlömilch 


XL  TTeber  die  bioircnlaren  Cnrven  vierter  Ordnung. 

Im  Anschlüsse  an  meine  Abhandlung  i,  lieber  die  Systeme  derjenigen 
Kegelschnitte,  die  eine  bicircnlare  Curye  vierter  Ordnung  viermal  berühren''* 
seien  mir  wenige  kurze  Bemerkungen  gestattet  über  dasjenige  System  von 
viermal  berührenden  Kegelschnitten,  das  alle  vier  Doppeltangentenpaare 
(und  dazu  die  Verbindungslinie  der  beiden  Doppelpunkte,  d.  h.  die  unend- 
lich ferne  Gerade)  der  Curve  als  zerfallende  Kegelschnitte  enthftlt.  Die 
ausführliche  Darstellung  wird  gelegentlich  veröffentlicht  werden.  Das  System 
heisse  F^  seine  einzelnen  Kegelschnitte  ®. 

1.  Die  Mittelpunkte  aller  ®  liegen  auf  derjenigen  gleich- 
seitigen Hyperbel  $o,  die  durch  die  Mittelpunkte  der  vier  Inversions- 
kreise der  bicircularen  Gurve  vierter  Ordnung  6  geht  und  deren  Asymptoten 
den  „Ourvenazen^  von  G**  parallel  sind. 

2.  Unter  den  @  befindet  sich  ein  Kreis  und  eine  gleichseitige 
Hyperbel  JR.  Jener  ist  unendlich  gross  und  hat  (in  der  Grenze)  den 
Mittelpunkt  AT  des  von  den  vier  Doppelbrennpunkten  von  6 
gebildeten  Vierecks  zum  Centrum;  der  Mittelpunkt  von  dt  aber  ist  der 
Gegenpunkt  von  if  in  ^o.  Femer  befinden  sich  in  F  zwei  Parabeln 
$£«  $D9  deren  Mittelpunkte  die  unendlich  fernen  Punkte  von  Qq  sind. 

3.  Je  zwei  Kegelschnitte  @  sind  einander  ähnlich,  liegen 
aber  nicht  fihnlich  (vielmehr  bedarf  es  der  Drehung  des  einen  um  90  ^ 
damit  sie  in  fthnliche  Lage  kommen).  Die  Mittelpunkte  von  solchen  ähn- 
lichen Kegelschnitten  befinden  sich  auf  einer  Geraden,  die  der  Tangente 
an  ^Q  in  E  parallel  ist. 

*  Leipzig,  Verlag  von  Tenbner. 
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4.  Alle  Kegelschnitte  ®  sind  parallelaxig,  and  zwar  sind 
ihre  Axen  den  Curvenaxen  parallel. 

5.  Alle  Kegelschnitte  ® ,  deren  Mittelpunkte  mit  //  auf  demselben  Aste 
von  $0  liegen,  sind  Ellipsen,  die  übrigen  (deren  Mittelpunkte  auf  dem 
andern  Aste  liegen)  Hyperbeln. 

6.  Die  Kreisvierecke ,  die  von  den  Schnittpunkten  je  zweier  ähnlicher 
Kegelschnitte  gebildet  werden,  liegen  alle  auf  einem  und  demselben 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  AT  ist. 

7.  üeberhaupt  aber  schneiden  sich  nicht  nur  irgend  zwei 
beliebige  Sjstemkegelschnitie,  sondern  auch  die  Asymptoten- 
sjsteme  von  irgend  zwei  Systemkegelschnitten  in  vier  Punk- 
ten, deren  Umkreis  E  zum  Mittelpunkte  hat  Insbesondere 
liegen  die  vier  Berührungspunkte  irgend  eines  Sjstemkegel- 
Schnittes  ®  mit  S  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  AT  ist, 
ebenso  der  Mittelpunkt  und  die  Berührungspunkte  der  Asym- 
ptoten irgend  eines  @  mit  der  von  allen  Asymptoten  ein- 
gehüllten Curve  SC  (der  Gayley'schen  Curve  des  Systemes). 

8.  Alle  Sehnen,  die  von  den  Kegelschnitten  @  auf  einer 
beliebigen  Tangente  von  X  bestimmt  werden,  haben  eine  ge- 
meinsame Mitte;  und  dieser  Mittelpunkt  liegt  auf  ^q. 

9.  Die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  ®  bilden  zwei  con- 
focale  circulare  Curven  dritter  Ordnung. 

10.  Die  Normalen  eines  beliebigen  @  in  den  Schnittpunk- 
ten mit  $Q  gehen  alle  vier  durch  A^. 

11.  Unter  den  ®  giebt  es  acht,  die  S  hyperosculiren;  die 
Hyperosculationsstellen  sind  die  Schnittpunkte  von  ip^  mit  S. 

12.  Analytisch  lässt  sich  f  in  der  Form 

+  ir  [>-^«-4]r«  +  4^i3  +  2««-2/?«-5B]   =0 
+      [x«_2x«  +  2t?^+a«-/J«-?)l  I 

darstellen,  wo  der  Parameter  tr,  sowie  die  Constanten  o,  /?,  3B|  X,  ^  ein- 
fache geometrische  Bedeutungen  haben,  und  unter  (x,  1^)  das  Nor  mal - 
coordinatensystem  verstanden  wird.* 

13.  Schreibt  man  die  Gleichung  von  (S,  in  der  Normalform  folgen- 

dermassen:         (y2  +  ^2j2  +  ^y2  +  j,^2  +  2br +  2ei?+ f  =  0, 

so  ist  ^  A         c  ' 

a  — b  a  — b 

(4f-tt«)(a-b)-~4(b»>-e^)  (4f-b^)(tt-b) -4(b«-e^) 

*  4(a~b)^  '    ^^  4(a~b)* 

^^      (4f~ab)(a-b)-4(b^^e«) 

U.  8.  w.  u.  s.  w.  2(a  — b)* 

♦1.0.  S.14.  jp^^^T^ 

Leipzig,  im  November  1890.  ^'Q'W.^yöxTO  "BiCHTBa. 
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TTeber  die  Krümmmig  der  Bahnevoluten 
bei  starren  ebenen  Systemen. 

Von 

Prof.  Dr.  R.  Müllee 

in  Bniuttohweig. 


Die  Betrachtung  von  drei  unendlich  nahen  Phasen  eines  starren  ebenen 
Systems  führt  zu  den  Erttmmungsmittelpankten  der  von  den  Sjstempunkten 
darchlanfenen  Bahnen;  mit  der  Bobil Her 'sehen  Constrnction  und  der  be- 
kannten quadratischen  Verwandtschaft  ist  dieser  Gegenstand  vollkommen 
erledigt.  Im  vorliegenden  Aufsätze  soll  die  Bewegung  des  Systems  durch 
vier  unendlich  benachbarte  Phasen  verfolgt  werden.  Dann  wird  jedem 
Systempunkte  der  Erümmungsmittelpunkt  der  Evolute  seiner  Bahncurve 
zugeordnet ,  und  es  ergiebt  sich  die  Aufgabe ,  wenn  vier  solcher  Phasen  in 
irgend  einer  Weise  festgelegt  sind ,  zu  jedem  Systempunkte  den  E[rümmungs- 
mittelpankt  der  Bahnevolute  zu  construiren  und  die  Verwandtschaft  zu  be- 
stimmen ,  die  zwischen  der  Oesammtheit  dieser  Erümmungsmittelpunkte  und 
den  Pnnkten  des  bewegten  Systems  besteht. 


§  1.  Der  Krttmmungsradins  der  Bahnevolute. 

Wir  bezeichnen  mit  8^^  S^y  8^,  8^  vier  unendlich  benachbarte  Phasen 
eines  starren  ebenen  Systems  8^  mit  A^,  A^^  A^^  A^  die  zugehörigen  Lagen 
eines  Sjstempunktes  A^  mit  n^g,  n^^  n^ 
die  Mittelsenkrechten  der  Strecken  A^A^^ 
A^A^^  A^A^^  mit  v^^,  v^^  die  Halbi- 
rungslinien  der  von  n^^  und  M^g,  sowie 
von  n^  und  n^  gebildeten  stumpfen  Win- 
kel ,  mit  31  den  Schnittpunkt  von  v^^  und 
v^^y  d«  h«  den  Krümmungsmittelpunkt  der 
Bahnevolute  des  Punktes  A  für  die  Phase 
8^,  Nehmen  wir  an,  das  System  8  ge- 
lange aus  der  Lage  8j^  nach  8^^  8^^  8^ 
durcb  aufeinander  folgende  unendlich 
kleine  Drehungen  um  die  Pole  P^\  P^^ 
P^,  bez.  um  die  Winkel  d&,  d^  +  d^&, 
d9  +  2d^e  und  setzen  dabei  P»«/>«=:  P^P^^du,  ^^^*^"^,^,=A?^l^öd^ 

Zeitaciaift  f.  ICaihemattk  n.  Fhyaik  XXXVI,  4.  13  ^ 


pi2/>W 


1Ö4    Ueb.  d.  Krümmung  der  Bahnevoluten  bei  starr,  ebenen  Systemen. 

so  ist  hierdurch  die  Bewegung  des  Systems  durch  vier  unendlich  benach- 
barte Phasen  im  allgemeinsten  Sinne  definirt.*  (Fig.  1.)  Seien  femer  ac^yi, 
^«y»'  «3^3,  2^4 ^4  die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  A^,  A^^  Ä^,  Ä^  f^ 
P^^  als  Anfangspunkt  und  die  Polbahntangente  P"P*»  als  «-Axe,  dann  ist 

ajj=a     x^cosd^  +  yisind^^ 
y,  =  —  ic^  sind&  +  y^  cosd^-^ 
x^^du^     {x^—du)co8{d9  +  df(^)+y^s%n(d»  +  df9), 
y^^^\x^^du)sm{d%  +  d?&)  +  y^cos{d^  +  d?9ty^ 

=      \x^-du{l+cosdx)\co8{d^  +  2dP9)  +  {y^  +  du8indx)$in{d^^'2d?&), 

y^  +  dusindx 
=^-^\x^-du{\  +  co8d%)\sm(d9  +  2^Q)  +  (y^  +  dusindx)cos{ß,^  +  2^^) 

oder  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  dritter  Ordnung 

«2=  '  x,{\-:^d»^)+y,{d^-\d9^, 
y,  =  -«,(d^-idd8)  +  y,(l-4d^«); 

y3  =  -rrj(2(l^  +  <«*^-i^^*)  +  yi(l-2dd«-2(2^d«^)  +  dt*((J^  +  ^^); 
x^=     «i(l-^(id«-9d^(P0)  +  yi(3d^  +  3(l«^-f(i^) 

+  du{\dd^  +  d^dx), 

+  dw(3(2^  +  5(P^). 
Hieraus  folgt,  für  x 9  als  laufende  Coordinaten  und  immer  unter  Vemach* 
Iftssigung  von   unendlich  kleinen  Grössen  vierter   Ordnung,   als  Gleichung 
von  n,j 

\h^,d^^-y,m-{dQ^)\i  +  \x,{d^^^d¥)  +  \y,d^^\\^  =  0, 
femer  fttr  fi^j 

\x,{\d^^  +  2d&d?^)'-y,{d9  +  d?^-ld^^)''\dud^^r 
+  \x^[d^  +  ^^-ld^^)  +  y,{\d&^  +  2d^dflQ)-du(de  +  ^^)\x^ 
''ix^dud%^  +  y^du(d^  +  d?&)  =  Q 
und  für  «34 

\x^{\d%^+ld9d^&)-y^{d^  +  2d^^-'l^d^)-dud^{2d(^'\'dr)\x 
+  {iri(d^  +  2(Pa-Mdd»)+y,(|(2^*  +  74^d«d)-2(Ju(dO  +  2<i«d)!t 
-x^du{bdd^-d^dx)  +  2y^du{d^  +  2d^^)=Q, 

Sind  nun 

«T  +  i3t?  +  y  =  0,    «'r  +  ^'t)  +  /=0 

die  Gleichungen  zweier  unendlich  benachbarten  Geraden ,  in  denen  a,  ß,  7. 
a',  j3',  /  unendlich  kleine  Grössen  bis  zur  zweiten  Ordnung  enthalten  mCgen, 

*  Ausnahmefälle,  wie  sie  Herr  Mehmke  in  seiner  Arbeit  „Ueber  die  Be- 
wegung eines  starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene*'  (diese  2ieit8chrift,  Bd.  35 
S.  1  u.  65)  behandelt  hat,  bleiben  von  den  folgenden  Betrachtangen  ausgeschlG 
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so  batet  die  Gleichung  der  Halbirungslinie  des  von  ihnen  gebildeten  stumpfen 
Winkels       

nnd  wird  in  der  geschweiften  Klammer  die  Quadratwurzel  bis  auf  Glieder 
tweiter  Ordnung  entwickelt,  so  folgt  ~ 


rVa^  +  p-Yf/a'+ß» 
=  {(«*  +  ß>)-''\y[2{a*-\-ß*){ada  +  ßSß)  +  iaSß-ßday]-2{a'  +  ß^'Öy\, 
mitbin  , 

=i(««+^)-%(«a^-/j««)}2|j(««+|3«)  +  «(«*/5-|jd«)}. 
ßj/„'*+P-ß:y;j+j* 

=  ^(a*  +  ß')-''-(aSp-ßda)\-2a{a*  +  ß»)  +  ß{adß-ßda)\. 

Demnach  geht  die  obige  Gleichung  der  Winkelhalbirungslinie  ttber  in 

{aiß-ß8a)\2ß{tt'  +  ß*)+a(adß-ßStt)\x 
+  {a8ß-ßSa)\-2a(u*  +  ß')  +  ß{adß-ß9a)\\) 
+  y|2(«»  +  /P)(«a«  +  ^djS)  +  («a/J-/J««)«}-2(««+/J»)««y  =  0. 

Mit  Bficksicht  hierauf  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Geraden  vi^g, 
wenn  noch  unendlich   kleine  GrSssen  vierter  Ordnung  beibehalten  werden, 

1)  [-2(x*+!f*y\x,(d9^  +  id9'ä'»)+y^d&*\ 

+  (x*+yt')dud9\2x,tfiid9  +  d?»)  +  d),*dd'\-y^'du*d9»]x 

+  {x*  +  9^')dud9l-3x^^f^d^'  +  2y*(d9  +  cP9)\+x^9*du*de*]r) 
^^■(x*+y*)*duda\Sx^d9*-2y^{d&  +  d*»)\  =  0, 
and  als  Gleichung  von  v,^ 

2)  [-  2  («,«  +y*f  {«,  {dd»  +  nd9*d'9)  +  2y,  d9*\ 

+  {x*+9*)dude\2Xi'{4d9*+d9dt)  +  2xtVt{d9  +  6d^9)+7yi'de'\ 

-3yi(2x*+y*)du*d9^\x 
+  [2(«,«  +  y,V{2a;,dd*-y,(dd»  +  Mdd»(?d)} 

+  (x*+y^^dud9\X^y^id9*  +  2d9dt)  +  2y^*{d9  +  Gd'e)\ 

-3Xiyi*du*de*]\) 
+  {Xi*+y*)dud9\Xi(Xi*+y*)(ldd*-2d9dT) 

-2y,(a;,«+y,»)(dd  +  6(Pd)  +  6a;,y,dttd^j=0. 

Wir  ersetzen  jetzt  die  bisher  gebrauchten  Bezeichnungen  5,,  P",  Ai^ 
2,.  jf,  durch  8,  P,  A,  X,  y  und  verstehen  unter  A  den  Erttmmungsmittel- 
ponkt  der  Bahncurve  des  Punktes  A  in  der  Phase  8,  unter  va  die  Normale      < 
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der  Bahnevolute   in  A.     Dann  erhalten   wir  für   va  aus    1)  oder  2)   unter 
Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen  Grössen  vierter  Ordnung  die  Gleichung 

und  bilden  wir  den  Ausdruck  [2) -(\)  + (3)  \lO{x^ +  y*)d&  d^^- 4xdud^\, 

so  folgt  nach  Division  durch  2(x*  +  y*)dd^  , 

4)      \(7?'\'y^){xdf^'^yd^)-^dui^d^'\'d%)-2y^d%kd^^rydu^\x 

-  jr(a^+y*)  clu{2dd  -  di)  —  xy  du«  =  0. 

Durch  3)  und  4)  sind  x  und  ^  bestimmt;  setzen  wir  noch  zur  Ab- 
kürzunfif 

so  ergiebt  sich 

5)  W»r=  y(^^-\''i^)^\xd9{d%-'dz)'^yd?9\du 

--xy^{ix?  +  y^)du^dQ''Xy^du\ 

6)  W«^  =  -(a;«  +  y«)«{ic*d^(2dO-dt)  +  »yd2d+y2dd«}du 

Seien  femer  |,  iy  die  Coordinaten  von  A;  dann  ist  —  =  — >   und  wir 

erhalten  aus  3) 

W|  =  — icydM,     W?;  =  — y*dtt. 

Bezeichnen  wir   endlich  PA   mit  r,   den  Krümmungsradius  AÄ  der  Bahn- 
evolute mit  T  und  setzen 

(ir«+y«)|«d^(2d^-dr)+y(PO}-3a;ydM(ld  =  P, 

so  folfft 

W3(x-S)=     yr^Ydu, 

W(9  — '»?)  =  — ^♦•^Fdtt, 
mithin 

§  2.  Gonstruetion  des  Krünunungsmittelpunktes  91. 

In  der  für  r  erhaltenen  Formel  bedeutet  W  die  linke  Seite  der  auf 
Null  reducirten  Gleichung  des  Wendekreises  ir;  für  den  Durchmesser  bv 
desselben  ergiebt  sich  der  Werth 

"'"~dÖ* 
Genügen  ferner  die  Coordinaten  des  Punktes  A  der  Gleichung  F  =  0,  so 
flQlt  %  mit  A  zusammen  und  A  liegt  in  vier  unendlich  benachbarten  Phasen 
auf  einem  Kreise  umA;  durch  F=:0  wird  also  die  Kreispunktearve /* 
des  Systems  für  die  Phase  8  dargestellt,  d.  h.  der  Ort  aller  Sjstempunkte, 
die  augenblicklich  Bahnelemente  mit  stationärem  Krümmungskreis  durch- 
schreiten. Dieselbe  ist  eine  Focalcurve  dritter  Ordnung;  sie  hat  im  Pole  P 
einen  Doppelpunkt  und  berührt  in  ihm  die  Polbahntangente  tp  nnd  die 
Polbahnnormale  np  (Fig.  2).     Wir  bezeichnen  ihre  Ejrflmmungskreise  in  P 
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mit  c  und  e,  die  Mittelpunkte  und  Durchmesser  derselben  bez.  mit  itfc,  be 
und  Jlfe,  b«;  dabei  sei  c  der  Kreis,  welcher  tp  berührt.  Dann  ergiebt 
sich  leicht  «  ,  «  ,     , 

liefert  eine  dieser  Formeln  einen  negativen  Werth,  so  befindet  sich  der 
zugehörige  Kreis  auf  der  negativen  Seite  der  betreffenden  Coordinatenaze. 


Fig.  2. 


f 

Ans  den  Kreisen  c  und  e  kann  die  Curve  f  in  folgender  Weise  con- 
struirt  werden:  Wir  ftllen  von  P  auf  McM^  ein  Loth,  welches  diese  Ge- 
rade in  0  schneidet,  und  ziehen  q  symmetrisch  zu  PQ  in  Bezug  auf  tp^ 
Dann  ist  Q  das  Centrum  djsr  Focalcarve  /";  beschreiben  wir  also  durch  P 
einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  q  liegt,  so  sind  die  Endpunkte  des 
darch  0  gehenden  Durchmessers  zwei  Punkte  der  f, 

du    dt     d~9 
Durch  Angabe  von  b«,,  bc,  b*  sind  auch  die  Verhftltnisse  -r-y  -r-%  -j— 

dv    a^    av' 

bestinmit;  der  Wendekreis  und  die  beiden  Krttmmung^ljCjjg^^yrOQlc 
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Ereispunktcurve   in   P  bilden   also   ein   Aeqnivalent  fflr  vier 
unendlich  nahe  Sjstemlagen. 

Wir  betrachten  daher  Torl&afig  die  Kreise  w^  c^  e  als  bekannt  um 
unter  dieser  Voraussetzung  zu  einer  Construction  für  den  Krttmmungsmittel- 
punkt  %  zu  gelangen,  beginnen  wir  mit  einer  Umformung  der  Gleichung  7). 
Aus  derselben  folgt  zunächst 

W»  "^       W»' 


8) 


t  = 


Fig.  3. 


Wir  bezeichnen  nun  in  Fig.  3  mit  W  den  Wendepol,  mit  B  den  Schnitt- 
punkt von  PA  mit  to^  mit  A^^  den  Fusspunkt  der  von  A  auf  tp  gefülltes 
Senkrechten,  mit  t»  die  Länge  der  Tangente  aus  il  an  tr.  Ziehen  wir 
PT±  PA  und  durch  den  Schnittpunkt  7  von  PV  mit  AW  ztü  np  «iw 
Parallele,  so  bestimmt  dieselbe  auf  FA  den  Punkt  A.     Dann  ist 
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__         WR         WR.r 

oder  wegen  A  PÄW=  A  PA^W 
9)  PY^r.'^. 

t  10 

Weiter  folgt  aas  den  ähnlichen  Dreiecken  PVk  und  PA^A 

Errichten  wir  in  A  zu  AP  die  Normale  va>  welche  AW  in  Z  schneidet,  so 
ist  A  A  FZ  ~  A  PWV,  also 


Nnn  ist 

also  geht  8)  Ober  in 
m\  _r'xK   r'{2d9-dT)-3ydu      r^yducP» 

'  "^        t*.    ■  t*^d»  "•"    f„dd» 

Bezeichnen  wir  femer  mit  t«  die  Tangente  ans  A  &n  e,  mit  C  ond  Cj  bez. 
die  Schnittpunkte  von  c  mit  np  und  von  AC  mit  PF,  so  wird 

r»(2<IO-iT)-3yd«  =  t»e(2d#-(jT), 
also 

r»«b.    f'(2d»-dT)-3ydtt       .  _  t«.   2d»-dt      „    .  „  t«.   b. 

oder  mit  Bückgicht  auf  9) 

PV 

Das  zweite  Glied  in  10)  kann  in  folgender  Weise  umgeformt  werden: 

Ziehen  wir  nun  durch  den  Schnittpunkt  E  von  PA  mit  e  zu  np  eine 
Parallele,  die  P7  in  E^  trifft,  so  ist 

folglich  erhalten  wir  fttr  r  den  Werth 


11)  r  =  3(AZ.|J+AZ.g). 


pc^  '       Pi;/ 

Um  daher  zu  einem  Sjstempunkte  A  den  Krttmmungsmit- 
telpunkt  9[  seiner  Bahnevolute  zu  construiren,  bestimmen  wir 
in  der  eben  angegebenen  Weise  die  Punkte  F,  A,  Z,  0,,  E^^  pro- 
jiciren  O,  und  JErj  aus  A  auf  PZ  und  die  so  gefundenen  Punkte 
Cj,  E^  aus  Fauf  va*  Ergeben  sich  hierdurch  die  Punkte  C^,  £3, 
80  ist 
12)  A«  =  r  =  3.G,ii. 
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Liegt  Ä  auf  der  Polbahntangente,  so  fiftllt  A  mit  P,   Fund  Z  mit  IT, 
(7|  mit  O  zusammen,  die  Strecke  PE^  wird  unendlich  gross,  und  wir  erhalten 

Zugleich  folgt  aus  6)  _ 

d.  h.  allen  Punkten  Ä  von  tp  entspricht  ein  gemeinsamer  Rrümmungsmittel- 
punkt  %  auf  der  negativen  Seite  der  Polbahnnormale.  Wir  schliessen  hieraus, 
dass  im  allgemeinen  Falle  bei  der  Construction  des  Punktes  %  die  Strecke 
S.C^E^  immer  dann  entgegengesetzt  zur  Richtung  AZ  aufzutragen  ist,  wenn 
Gleichung  11)  für  r  einen  positiven  Werth  liefert.  Bechnen  wir  nun  die 
Strecken  PF,  PC|,  PE^  alle  in  demselben  Sinne  positiv,  schreiben  abo 


r==3.AZ.PF 


\pc^    peJ' 


so  ist  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  positiv,  wenn  beim  Durch- 
laufen der  Geraden  PF  in  der  Richtung  von  P  nach  F  der  Punkt  E^  nicht 
zwischen  P  und  C^  liegt,  und  hieraus  folgt  die  einfache  Regel:  Die  Strecke 
S.OiJS*!  ist  vonA  aus  immer  dann  nach  der  Seite  desPunktesZ 
aufzutragen,  wenn  E^  sich  innerhalb  der  in  der  Richtung  von 
P  nach  F  durchlaufenen  (endlich  oder  unendlich  grossen) 
Strecke  PC^  befindet. 

Das  eben  entwickelte  Verfahren  wird  unbrauchbar,  sobald  A  anf  der 
Polbahnnormale  liegt.  Dann  ist  aber  nach  §1^8?}  und  für  x  ergiebt  sich 
der  leicht  zu  construirende  Ausdruck 

du*  t^te 

Wir  haben  bisher  die  Kreise  tr,  c,  e  als  gegeben  betrachtet;  vier  on- 
endlich  benachbarte  Sjstemlagen  können  aber  auch  ganz  allgemein  dadurch 
festgelegt  werden,  dass  wir  für  zwei  beliebige  Sjstempunkte  Ä  und  B  die 
Krümmungsmittelpunkte  A,  B  ihrer  Bahncurven  und  die  Krümmungsponkte 
S,  33  ihrer  Bahnevoluten  willkürlich  vorschreiben.  Dann  bestimmen  zu- 
nächst die  Punkte  Äy  By  fii^  B  in  bekannter  Weise  den  Wendekreis  v; 
bringen  wir  femer  Gleichung  7)  in  die  Form 


SO  folgt 


rx     rij  _       rW»  xy  ^    xt^tp        xy 

—  JL  Jl-  gt^w  ,  xy  _x,x  AB     xy 
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Hier  ist  die  rechte  Seite  eine  bequem  zu  ermittelnde  Strecke.  Eine  analoge 
Beziehmg  gilt  für  den  Punkt  B.  Auf  Omnd  beider  Gleichungen  können 
aber  die  EreiBdnrchmesser  be>  b«,  wie  sofort  ersichtlich,  in  einfacher  Weise 
constniii't  werden,  und  dann  ergiebt  sich  zu  jedem  dritten  Sjstempunkte 
der  Erümmnngsmittelpunkt  der  Bahnevolute  nach  dem  vorher  abgeleiteten 
Verfahren. 

Specielle  Fälle.  Bezeichnen  wir  bez.  mit  n  und  p  die  Erümmungs- 
kreise  der  (festen)  Polbahn  und  der  (beweglichen)  Polcurve  in  P,  mit  q„ 
und  Qp  die  entsprechenden  Radien,  so  ist  nach  Fig.  1 

du 

abo 

du 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  (2*^  =  0,  so  kann  die  Bewegung  des 
Systems  S  in  drei  aufeinander  folgenden  Zeitelementen  ersetzt  werden  durch 
das  Abrollen  des  Kreises  p  auf  dem  Kreise  n.  Dann  ist  aber  btf  =  oo;  die 
Ereispunktcurve  f  zerfällt  in  den  Kreis  c  und  die  Gerade  np,  und  wir  er- 
halten aus  11)  das  einfachere  Resultat 

PV 

Ist  zugleich  dr  =  —  c2.^,  so  rollt  der  Kreis  p  in  einem  doppelt  so  grossen 
Kreise  (elliptische  Bewegung);  der  Kreis  c  und  der  Wendekreis  ir  fallen 
mit  p  zusammen  und  wir  finden  die  von  Maclaurin  angegebene  Beziehung* 

r  =  3.AZ. 
Dagegen   entspricht  der  Annahme  dr  =  2d9^  die  ümkehrung  der  vorigen 
Bewegung   (cardioidische   Bewegung).     Hier  zerfällt  f  in   die  Geraden 
tp^  np  und  die  unendlich  ferne  Gerade;  es  ist  also  immer  ^C7,  \\np. 

Ist  d*'^  =  0  und  dt  =  Oy  so  rollt  der  Kreis  |)  auf  der  Geraden  tpy  und 
für  d'^  =  0^  drs=d&  kann  die  Bewegung  des  Systems  ersetzt  werden 
durch  das  Abrollen  der  Tangente  tp  auf  dem  Kreise  n. 

Bemerkenswerth  ist  endlich  der  Fall  d*^  =  (id(2d'^  — (2t);  ihm  ent- 
spricht eine  symmetrische  Kreisfusspunktcurve. 


§  3.   Die  Verwandtschaft  der  Systeme  8  und  ®. 

Denken  wir  uns  zu  jedem  Systempunkte  Ä  den  Krümmungsmittel- 
punkt 91  seiner  Bahnevolute  construirt,  so  entsteht  ein  System  @,  dessen 
Verwandtschaft  zum  System  8  durch  die  Gleichungen  5)  und  6)  oder  3) 
und  4)  definirt  ist.  Wir  wollen  die  wichtigsten  Beziehungen  dieser  Ver- 
wandtschaft noch  in  Kürze  ableiten. 


•  Vergl.  Mannheim,  Coure  de  g^om^trie  descriptive,  demri^me  Edition,  p.  208*^^    t 
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Allen  Punkten  der  Polbahntangente  tp  entspricht  in  @  ein 
und  derselbe  Punkt  £  auf  np^  und  zwar  ist  nach  §2  * 

^^  = -d¥^ ^^^Yc' 

Jeder  Punkt  der  beiden  Geraden,  die  den  Pol  mit  den  ima- 
ginären Ereispunkten  verbinden,  entspricht  sich  selbst;  denn 
für  r  =  0  folgt  aus  5)  und  6)  x-=«,  9  =  y. 

Liegt  A  auf  dem  Wendekreise  tr,  so  ist  ^  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Normalen  zu  PA.  Aber  für  den  Schnittpunkt  U  von  w  mit  der  Ereis- 
punktcurve  /  ergiebt  sich  aus  7)  der  Werth  von  r  in  der  Form  ^;  dem 
Punkte  TJ  entspricht  also  jeder  Punkt  der  unendlich  fernen 
Geraden.  —  D"  ist  derjenige  Punkt  der  bewegten  Ebene,  der  sich  augen- 
blicklich in  einem  ündulationspunkte  seiner  Bahn  befindet;  bezeichnen  wir 
in  Fig.  2  mit  M^,  den  Mittelpunkt  des  Wendekreises ,  so  erhalten  wir  aaf  tf 
den  Punkt  17,  indem  wir  LWPU  =  L My,QP  macheu.  Dann  ist  nämlich 
PQUMu,  ein  Ereisviereck ,  also  L  PÜQ  =  LPMu,Q^  180^  -  LM„QP 
'-'{90^-LQPtp)^90^-'LWPU+LqPtp=LqPU.  d.h.  CTliegtaaff. 

Sei  ferner  A^  ein  unendlich  ferner  Punkt  und  L  tpPA^  =  a  (Fig.  2). 
Construiren  wir  dann,  wie  in  Fig.  3,  den  Punkt  ^,  so  liegt  A  auf  dem 
Rückkehrkreise  x,  die  Normale  va  geht  durch  den  Rückkehrpol  K,  und  es 

ist  AZ  =  P7=b«,cofi«,  ^=^»  PjE;,  =  be^~-^»  also 

b^ 

Ziehen  wir  daher  in  Fig.  2  Z^^tp  und  =3-r-^,  so  ist  21  der  Fusspunkt 

des  von  91  auf  VA  geflUlten  Lothes.  Daraus  folgt:  Den  unendlich  fernen 
Punkten  des  Systems  8  entsprechen  in  @  die  Pankte  eines 
Kreises  I,  der  K9t  zum  Durchmesser  hat  und  überdies  durchs 
geht.  Der  Punkt  91  liegt  auf  g;  auf  derselben  Geraden  befindet  sich  also 
auch  der  zweite  Schnittpunkt  JD  der  Ereise  x  und  f.  —  Der  Ereis  {  hat 
für  die  Verwandtschaft  {A^  21)  dieselbe  Bedeutung,  wie  der  Rückkehrkreis  x 
für  die  quadratische  Verwandtschaft  {A ,  A).  Dabei  sind  k  und  I  ans  dem 
Rückkehrpol  K  perspectiv  aufeinander  bezogen. 

Um  zu  der  Geraden  PA^  die  zugeordnete  Curve  in  @  zu  erhalten, 
setzen   wir  in  3)  und  4)  y^aotana  und  finden  durch  Elimination  von  ;r 

+  (^  —  y  fona)  du^  ^«^o =0. 

D.h.:  Jeder  durch  den  Pol  gehenden  Geraden  entspricht  in  6 
eine  cubische  Parabel,  welche  die  gegebene  Gerade  im  Pole 
berührt.  ^  t 
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Für  ac=0  geht  die  vorige  Gleichung  über  in  r^B=0,  nnd  da  jedem 
Punkte  der  Polbahntangente  der  Pankt  %  zugeordnet  ist,  so  entspricht 
allein  dem  Punkte  P  die  dreifach  zählende  Gerade  np. 

Setzen  wir  femer  iana  =  }/—l^  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  der 
cubischen  Parabel  in 

und  da  jeder  endliche  Punkt  der  Geraden  x  +  i9  =  0,  von  P  abgesehen, 
nur  sich  selbst  entspricht,  so  kann  dem  durch  die  Gleichung 

ix  +  it))*  \d^{d^+  dt)  -  %  d«^j  +  Si(x  +  i\f)  du  de  -  eJu«  =  0 

dargestellten  Geradenpaare  nur  der  unendlich  ferne  Punkt  der  betrachteten 
Geraden  zugeordnet  sein.  Jedem  der  imaginären  Kreispunkte  J,  J 
entsprechen  also  in  @  zwei  durch  ihn  gehende  imaginäre  Ge- 
raden t;  t'  bez.  j,  f.  Dabei  haben  i,  j  und  ebenso  i^  f  einen  reellen 
Paukt  gemein. 

Dann  besteht  aber  die  Curve,  die  der  unendlich  fernen  Geraden  von  8 
in  @  conjugirt  ist,  ausser  dem  Kreise  f  noch  aus  den  vier  Geraden  t,  i'; 
I,  f,  and  somit  dürfen  wir  schliessen:  Jeder  Geraden  g  von  @  ent-* 
spricht  in  @  im  Allgemeinen  eine  Curve  sechster  Ordnung  g. 
Dieselbe  geht  durch  X  und  hat  die  unendlich  ferne  Gerade 
zweimal  zur  stationären  Tangente,  weil  nur  den  beiden  Schnitt- 
punkten von  g  mit  to  unendlich  ferne  Punkte  zugeordnet  sind. 

Bezeichnen  wir  denmach  mit  a  eine  Curve  n*^  Ordnung  von  8^  so  ist 
die  conjugirte  Curve  a  im  Allgemeinen  von  der  Ordnung  6 n.  Aber  jeder 
Durchgang  der  Curve  a  durch  P  vermindert  die  Ordnung  von  a 
um  drei,  die  gleichzeitige  Berührung  mit  tp  um  sechs,  jeder 
Durchgang  durch  einen  Kreispunkt  um  zwei,  durch  U nm  eins. 

Hiemach  müsste  der  Kreispunktcurve  f  in  ®  eine  circulare  Curve  von 
der  Ordnung  18  —  6  —  3—4  —  1  =  4  entsprechen.  Bekanntlich  ist  ihr  aber 
wieder  eine  Focalcurve  dritter  Ordnung  f  zugeordnet,*  und  da  die  f,  von 
Py  J,  J,  U  abgesehen,  keinen  Punkt  enthält,  dem  in  ®  statt  eines  Punktes 
eine  Linie  entspräche,  so  kann  nur  durch  die  Art  ihres  Durchgangs  durch  U 
die  Ordnung  der  entsprechenden  Curve  um  eine  weitere  Einheit  erniedrigt 
werden.  Bezeichnen  wir  daher  mit  ta  die  Tangente  der  f  in  U,  so  folgt: 
Jeder  Durchgang  durch  TT  in  der  Richtung  tu  vermindert  die 
Ordnung  der  entsprechenden  Curve  um  zwei. 

Aus  unseren  letzten  Darlegungen  folgt  unter  Anderem  noch  der  Satz: 
Jedem  Kreise,  der  in  P  die  Polbahntangente  berührt,  entspricht 
in  @  wieder  ein  Kreis,  nämlich  eine  circulare  Curve  von  der  Ordnung 
12 — 6  —  4     Die  Mittelpunkte  aller  so  entstehenden  Kreise  erfüllen,   wie 


*  Die  Gleichung  von  f  lautet: 
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wir  nur  beiläufig  erwähnen,   eine  Carve  dritter  Ordnung.     Dem  Kreise  c 
(Fig.  2)  ist  insbesondere  ein  durch  P  gehender  Kreis  zugeordnet 

Soll  umgekehrt  zu  einem  beliebigen  Punkte  93  von  @  der  entspreehende 
Punkt  B  m  8  bestimmt  werden,  so  sind  in  3)  und  4)  die  Coordinaten  r, 
^  gegeben,  und  dann  wird  durch  Gleichung  3)  eine  circulare  Corve  dritter 
Ordnung  dargestellt,  die  in  P  einen  Doppelpunkt  hat  und  in  Pvom  Wende- 
kreise osculirt  wird,  durch  4)  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  mit  tp 
als  Tangente  im  einfachen  Punkte  P.  Beide  Curyen  haben  also,  von  P 
und  den  Kreispunkten  abgesehen,  noch  9  — 3  — 2s=4  Punkte  mitein- 
ander gemein,  d.  b.  jedem  Punkte  von  @  sind  im  Allgemeinen  in 
S  vier  verschiedene  Punkte  zugeordnet  Nur  wenn  dT  =  — d^ist, 
wird  auch  die  Curve  4)  in  P  von  w  osculirt,  und  dann  entsprechen  jedem 
Punkte  9  nur  drei  Punkte  B.  Dieser  Fall  tritt  also  ein,  wenn  der  Krfim- 
mungskreis  der  Polcurve  in  P  durch  den  Krümmungsmittelpunkt  der  Pol- 
bahn geht 

Liegt  93  unendlich  fem ,  so  f&llt  einer  der  vier  coi^jugirten  Punkte  mit 
TJ  zusammen;  die  drei  übrigen  sind  in  demjenigen  Punkte  B  des  Wende- 
kreises vereinigt,  ftlr  welchen  PJ9  J_P®od  ist 

Einer  beliebigen  Geraden  1^  von  ®  entspricht  zufolge  der  Gleichungen  5) 
und  6)  in  @  eine  Curve  sechster  Ordnung  h.  Dieselbe  geht  zweimal  durch  *  j 
die  imaginären  Kreispunkte,  entsprechend  den  Schnittpunkten  von  ^  mit 
den  früher  definirten  Geraden  {,.i',  j[,  f.  Sie  kann  ferner  mit  tp  nur  den  j 
Punkt  P,  und  diesen  also  sechsfach  zählend ,  gemein  haben ,  d.  h.  sie  besitzt 
in  P  einen  dreifachen  Punkt  mit  drei  in  tp  zusammenfallenden  Tangenten, 
Ist  ^'  eine  zweite  Gerade  von  @,  welche  1^  in  93  schneidet,  so  treffen 
sich  die  Curven  Ä  und  K  nur  in  P,  ü,  J,  J  und  in  den  vier  Punkten  B. 
Dabei  zählt  P  für  18  Schnittpunkte,  die  beiden  Curven  haben  daher  in 
TJ,  I,  J  34— 18  — 4=14  Punkte  miteinander  gemein,  d.  h.  zwei  Punkte 
in  [7,  je  sechs  in  I  und  J.  Wir  bezeichnen  ihre  gemeinsamen  Asymptoten 
in  J,  J  bez.  mit  </,  t'jy  tj,  ij^  den  (reellen)  Schnittpunkt  von  tu  U  ^^ 
iu  ij  bez.  mit  O,  0'. 

Der  Curve  h  entspricht  umgekehrt  in  @  eine  Curve  36.  Ordnung, 
welche  in  die  Geraden  f»/>,  i,  i',  j,  f,  die  unendlich  ferne  und  die  vierfach 
zählende  Gerade  1^  zerfällt  Nun  bewirkt  der  dreimalige  Durchgang  durch 
P  unter  gleichzeitiger  Berührung  von  ip  eine  Verminderung  der  Ordnungs- 
zahl der  conjugirten  Curve  um  18;  in  jener  ausgearteten  Curve  36.  Ord- 
nung muss  also  jede  der  Geraden  i,  t',  i,  f  dreifach,  die  unendlich  ferne 
doppelt  zählen,  d.  h.  die  Curve  Ä  berührt  in  TJ  die  Gerade  tv  Hieraus 
folgt:  Den  Geraden  von  @  entsprechen  in  8  im  Allgemeinen 
bicirculare  Curven  sechster  Ordnung  mit  gemeinschaftlichen 
Doppelbrennpunkten  O,  O'.  Dieselben  berühren  in  17  die  Ge- 
rade iü  und  haben  in  P  einen  dreifachen  Punkt  mit  der  drei- 
fach zählenden  Tangente  tp.    Und  femer:  Geht  im  System  ;$  die 
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Curve  a  durch  einen  der  imaginären  Kreispunkte  in  der  Rich- 
tung ti  oder  t'iy  bez.  tj  oder  O»  so  wird  hierdurch  die  Ordnnng 
der  entsprechenden  Curve  a  um  drei  vermindert.  Es  wird  also 
die  Curre  a  so  zerfallen,  dass  z.  B.  bei  einem  Durchgange  der  a  durch  I 
in  der  Richtung  ti  die  Oerade  i  zweimal,  x  einmal,  dagegen  bei  einem 
Durchgänge  in  der  Richtnng  {i  die  Gerade  i  einmal,  i'  zweimal  als  Be- 
standtheil  der  a  erscheint« 

Die  Punkte  O,  O'  und  ebenso  die  Schnittpunkte  der  Geradenpaare  ij, 
i'f  sind  mit  Hilfe  der  Kreise  tOy  c,  e  leicht  zu  ermitteln;  doch  wollen  wir 
auf  diese  Constructionen  hier  nicht  eingehen.  —  Als  Hauptergebniss  unserer 
Darlegungen  folgt  der  Satz:  Die  Systeme  8  und  @  stehen  in  einer 
1  — 4-deutigen  Verwandtschaft  sechsten  Grades. 

Diese  Verwandtschaft  vereinfacht  sich  naturgemttss  in  den  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  behandelten  Sonderfällen.  So  gelten  im  Falle  der 
elliptischen  Bewegung  (d«  =  — dO,  d'^  =  0)  die  folgenden  Beziehungen: 
Die  Verwandschaft  (S,  ©)  ist  eine  1  —  3 -deutige  vom  vierten  Grade.  Jedem 
Punkte  SB  von  @  entsprechen  in  8  drei  Punkte  auf  dem  Kreise  mit  dem 
Durchmesser  PS9.  Vier  Punkten  von  8  sind  in  @  gerade  Linien  zugeordnet, 
nämlich  dem  Pole  P  die  doppelt  zählende  Gerade  np,  dem  Wendepol  W  die 
anendlich  ferne  Gerade,  jedem  der  Kreispunkte  seine  Verbindungslinie  mit 

dem  auf  np  liegenden  Punkte  3»  ^ür  welchen  jP3  =  ~"^  ^^^    I^ö™  Punkte 

3  entspricht  in  iS  ein  Kreis  0,  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Rückkehr- 
kreises  geht  und  tp  in  P  berührt,  und  der  Mittelpunkt  von  e  ist  der  ge- 
meinsame Doppelbrennpunkt  aller  der  circularen  Curven  vierter  Ordnung, 
die  in  S  den  Geraden  von  @  conjugirt  sind.  Alle  diese  Curven  gehen 
durch  den  Wendepol  und  haben  in  P  einen  Selbstberührungspunkt  mit  der 
Tangente  tp.  Zu  jeder  Geraden  g  ergiebt  sich  in  @  eine  Curve  vierter 
Ordnung,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  doppelt  berührt.  Geht  aber 
g  durch  P^  so  verwandelt  sich  die  conjugirte  Curve  in  eine  Parabel,  und 
die  Brennpunkte  aller  solcher  Parabeln  erfüllen  eine  Cissoide.  Allen  Kreisen, 
welche  tp  in  P  berühren ^  entsprechen  in  @  wiederum  Kreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  np  liegen. 

Brann^chweig,  17.  December  1890. 
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Ueber  zwei,  die  Erümmung  von  Curven  und  das 
Gauss'sclie  Krümmungsmaass  von  Flächen  betref- 
fende cliarakteristisclie  Eigenscbaften  der  linearen 
Funkt-Transformattonen. 

Von 

Dr.  R.  Mehmke, 

Professor  a.  d.  teohn.  Hoohsohvle  >a  Darmstadi. 


In  einer  Mittheilnng  über  Erümmungseigenschaften  der  rftamlichen  Col- 
lineation  nnd  Affinität*  habe  ich  n.  A.  die  Sätze  anfgeetellt: 

Wenn  zwei  Curven  sich  in  einem  Pankte  berühren  und  in  diesem 
Punkte  gemeinsame  Schmiegangsebenen  besitzen,  oder  wenn  zwei  FlScben 
sich  in  einem  Punkte  berühren,  so  ändert  sich  das  Verhältniss  ihrer  zur 
Berührungsstelle  gehörigen  Krümmungen,  bezw.  0 au ss 'sehen  Krümmangs- 
maasse  nicht,  falls  beide  zusammen  irgend  einer  linearen  Ponkttransforma- 
tion  des  Baumes  unterworfen  werden. 

Es  entsteht  die  Frage,  ob  man  es  hier  mit  Eigenschaften  zu  thonhat, 
welche  allein  den  linearen  und  nicht  etwa  noch  irgendwelchen  anderen 
Pnnkttransformationen  allgemein  zukommen.  Diese  Frage  ist,  wie  sieh 
zeigen  wird,  zu  bejahen. 

Weil  es  nur  wenig  Mehrarbeit  erfordert,  werde  ich  die  üntersnchnng 
statt  fUr  den  gewöhnlichen  Baum  sogleich  für  einen  solchen  mit  beliebig 
vielen  Dimensionen  durchführen  und  ferner  an  Stelle  gewöhnlicher  Flftcben 
Z-dimensionale  Gebilde  in  einem  ebenen  Baume  von  (Z+n  Dimensioneo, 
an  Stelle  des  Gauss'schen  Erümmungsmaasses  die  Eronecker'sche  Ver- 
allgemeinerung dieses  Begriffes  in  Betracht  ziehen. 

L  Fall  zweier  aich  berührenden  Ciuren. 

Bei  den  folgenden  Entwickelungen  werde  ich  mich  der  Bechnang  mit 
Strecken  (geraden  Linien  von   bestimmter  Länge  und  Bichtung)  bedieoeo. 

Sei  X  der  Träger  eines  beliebigen  Baumpunktes  —  der  ebenfalls  mit  x 
bezeichnet  werden  soll  — ,  d.  h.  die  Strecke  von  einem  willkürlichen  festen 


*  „Einige  Sätze  über  die  räamliche  Coliineation  und  Affinität,  welche  sich 
auf  die  Krümmung  von  Curven  und  Flächen  beziehen^,  diese  Zeitschrift,  S.  56-^ 
des  laufenden  Jahrganges.  <-^  j 
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Punkte  nach  jenem  Punkte  hin.  Eine  von  dem  Punkte  x  beschriebene 
Cnnre  kann  durch  eine  Gleichung 

dargestellt  [werden,  worin  t  eine  unabhängige  Zahlverftnderliche  bedeutet. 
Dann  ist,  unter  s  die  Bogenlänge  von  einem  willkürlichen,  aber  festen 
Punkte  der  Curve  bis   zum  Punkte  x^  sowie  unter  k  die  Krümmung  der 

Curve  in  jenem  Punkte  verstanden,   -r-   eine  Strecke  von  der   Länge   j- 

^*  cPx    .  „  **' 

parallel  zur  Tangente  der  Curve  in  x  und  femer  — ^  eme  zur  Schmiegungs- 

ebene  der  Curve  in  x  parallele  Strecke,  deren  Projection  auf  die  zu  diesem 

j-j    hat  und,  wenn 

man  ihren  Anfangspunkt  in  den  betreffenden  Curvenpunkt  verlegt,  nach 
dem  zugehörigen  Erümmungsmittelpunkte  hin  gerichtet  ist.     Insbesondere 

dx 
stellt  (für  t  =  s)  ^  eine  Strecke  von  der  Länge  Eins  parallel  zur  Curven- 

€Px 

tangente ,  ^-^  aber  eine  Strecke  von  h  Längeneinheiten  vor,  die ,  wenn  ihr 

Anfangspunkt  im  Curvenpunkte  selbst  angenommen  wird,  in  die  Haupt- 
normale  der  Curve  föllt  und  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin  gerichtet 
ist  Mit  H.  Orassmann  jun.  werde  ich  letztere  Strecke  die  zum  Punkte  x 
gehörige  Erümmungsstrecke  der  Curve  nennen.* 

Sei  nun   x  der  Punkt,  in   welchen  x  bei  einer  beliebigen,  durch  die 

Streckengleichung  .      ^.  . 

x^f(x) 

definirten  Punkttransformation   des  Raumes  übergeführt  wird.     Wir  wollen 

z  als  Function  der  Bogenlänge  s  betrachten,  also  s  an  Stelle  von  t  setzen; 

dann  wird  auch  x  eine  Function  von  s.     Durch  zweimalige  Ableitung  der 

Torbergehenden  Gleichung  nach  s  erhält  man: 

^^df  ^     dPf  /dxy 

ds^''  dxd8^^dx^\ds)  ' 

Liegen  mehrere  sich  im  Punkte  x  berührende  Curven  vor,   so  ist  für 

dieselben   -J-y  wie  auch    v-s**  und  tt-  gemeinsam,   es   erscheint  also  die 
dx  du?  ds  ^        -,- 

drX 

(von  Curve  zu  Curve  sich   ändernde)  Strecke  -r-n-  als  lineare  Streckenfunc- 

ds^ 

d^x  cPx  _ 

üon  von  -T-s^'     Wenn  man  daher  die  Strecken  —-5-  alle  vom  Punkte  x  aus 
ds'  ds^ 


*  H.  Grassmann,  Anwendung  der  Ausdehnungslehre  auf  die  allgemeine 
Theorie  der  Raumcurven  und  krummen  Flächen,  I.  Theil:  Raumcnrven,  Beilage 
mm  Programm  der  lateinischen  Hauptschule  in  Halle  a.  S. ,  Ostern  1886. 

••  -J-  and  -3-4  sind  „Lückenausdrücke**  mit  einer,  bezw.  mit  zwei  Lücken, 
ax  ax' 

welche  nach  Ausfüllung   der  Lücken  in   Strecken  übergehen;   s.   Grassmann, 

Lineale  Ausdehnnngslehre  von  1862,  Nr.  435  und  460.  f^r>^r>^n]r^ 
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abträgt,  ebenso  die  Strecken  -=-|  vom  Punkte  x  ans,  so  bilden  die  End- 
punkte der  erstgenannten  Strecken  ein  zu  den  Endpunkten  der  letzteren 
affines  System.  Ohne  diese  Beziehung  aufzuheben,  kann  man  offenbar,  unter 
Ji  die  Bogenlänge   bei  den  transformirten  Curyen  verstanden,   die  Strecken 

-r-5  durch  (  — )  —  welche  Grösse  für  alle  transformirten  Gurren  denselben 
ds^  \ds/ 

Werth  hat  —  dividiren  und  alsdann  auf  das  zu  x  gehörige  gemeinsame 
Normalgebiet  der  transformirten  Curyen  senkrecht  projiciren,  wodurch  jene 
Strecken  in  die  zum  Punkte  x  gehörigen  Krttmmungsstrecken  der  transfor- 
mirten Curyen  übergehen.  Wir  sind  so  zu  folgendem  Satze  gelangt,  der 
fttr  Räume  yon  beliebig  yielen  Dimensionen  gilt,  da  beim  Beweise  über  die 
Anzahl  der  Dimensionen  des  Baumes,  welchem  die  betrachteten  Curven  an- 
gehören, keinerlei  beschränkende  Voraussetzung  gemacht  worden  ist: 

Es  berühren  sich  mehrere  Curyen  in  einem  und  demselben 
Punkte  und  man  trägt  yon  diesem  Punkte  aus  in  der  zugeord- 
neten Hauptnormalen  einer  jeden  der  Curyen  eine  Strecke  ab 
—  sie  möge  die  Krümmungsstrecke  der  Curye  zum  fraglichen 
Punkte  heissen  — ,  deren  Längenzahl  gleich  der  Krümmung 
der  Curye  in  jenem  Punkte  ist.  Werden  die  gegebenen  Car- 
yen  einer  beliebigen  Punkttransformation  des  Baumes  unter- 
worfen und  construirt  man  auch  für  die  transformirten  Curven 
die  Krümmungsstrecken  in  ihrem  gemeinschaftlichen  Berüh- 
rungspunkte, so  bilden  die  Endpunkte  der  Krümmungsstrecken 
der  ursprünglichen  und  der  transformirten  Curyen  zwei  af- 
fine Punktsysteme.* 

Haben  die  gegebenen  Curyen  in  ihrem  Berühningspunkte  x  eine  und 
dieselbe  Schmiegungsebene ,  so  bilden  die  Endpunkte  der  zu  x  gehörigen 
Krümmungsstrecken  dieser  Curyen  eine  gerade  Punktreihe  a ,  & ,  ...  (in  der 
gemeinsamen  Hauptnormalen  der  Curyen),  also  müssen  dem  eben  bewie- 
senen Satze  zufolge  bei  den  transformirten  Curyen  die  Endpunkte  ä,  6, ... 
der  entsprechenden  Krümmungsstrecken  eine  gerade  Punktreihe  zusammen- 
setzen ,  welche  der  ersteren  ähnlich  ist  (und  in  dem  zu  x  gehörigen  gemein- 
samen Normalgebiet  der  transformirten  Curyen  liegt,  aber  den  Punkt  x  ffir 
gewöhnlich  nicht  enthält).  Sei  Xq  derjenige  Punkt  der  letzten  Punktreihe, 
welcher  Xj  als  Punkt  der  ersten  Beihe  aufgefasst,  entspricht.     Dann  ist 

xa  __XQä 

Soll  das  Yerhältniss  der  Krümmungen  irgend  zweier  der  gegebenen 
Curyen  im  Punkte  x  durch  die  Transformation  keine  Aenderung  erleiden, 
so  muss  auch 


*  Ohne  Beweis  habe  ich  diesen  Satz  bereits  in  Böklen'a  Mathematiflch- 
naturwissenschaftlichen  Mittheilungen,  S.  38,  1891,  angefahrt,^  ^ 
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xa  ^xa 

also  _.     _ 

Xqü  _xä 

x^h      xh 
ätiin,  wie  immer  die  Punkte  ä  und  b  liegen  mögen.    Folglich  mnss  Xq  mit 
X  zusammenfallen  ^  d.  h.  wenn  eine  der  gegebenen  Cnrven  in  x  die  Erüm- 
mang  Null  hat,  so  muss  die  Krümmung  ihrer  Transformirten  in  x  ebenfalls 
?erschwinden  (denn  dieselbe  ist  ja  proportional  xXq).  Damit  dies  allgemein, 
f&r  jede  Lage  von  x  stattfinde ,  müssen  gerade  Linien  sich  wieder  in  solche 
?erwandeln ,  oder  die  Transformation  muss  eine  lineare  sein ,  w.  z.  b.  w. 
Die  vorhergehende  Untersuchung  hat  überdies  den  Satz  ergeben: 
Wenn  bei  irgend   einer  Punkttransformation  des   Raumes 
die  Transformirte  einer  Curve  C7,  deren  Krümmung   in  einem 
beliebigen   ihrer  Punkte  x  verschwindet,    im  entsprechenden 
Punkte  X  ebenfalls  die  KrümmungNull  hat,  so  wird  bei  dieser 
Transformation  das Verhältniss  der  zurStellea;gehörigenKrüm- 
mungen  irgend  zweie.r  Gurven,  welche  Cin  x  berühren  und  hier 
gemeinsame  Schmiegungsebene  besitzen,  nicht  geändert. 

n.  Fall  iweier  sioh  berührenden  Flächen,  bezw.  Z •  dimensionalen 
Gebilde  in  einem  ebenen  Baume  von  (l  +  l)  DimenBionen. 

Jedes  Punktgebilde  G  von  l  Dimensionen  lässt  sich  durch  eine  Strecken - 
gleichung 

mit  «j,  «21  •••«  ^t  als  unabhängigen  Zahl  veränderlichen ,  darstellen.  Setzt 
man  die  Grössen  u  gleich  beliebigen  Functionen  einer  neuen  Zahlveränder- 
lichen t,  80  erhält  man  die  Gleichung  einer  jenem  Gebilde  angehörigen 
Carve  C.  Wir  wollen  die  Krümmung  h  derselben  im  Punkte  x  berechnen. 
Durch  zweimalige  Ableitung  von  x  nach  t  ergeben  sich  bei  Benützung 
der  Abkürzungen  ^^  ^2^ 

2)  ö„,='''    d^,-di,='""^         (Ä,i=l,2,...,J) 

folgende  beiden  Gleichungen: 


3) 


dx      ^     dui 


*)  &^=22-^*^+2-'^" 


ät^     i!^,lH"ät  dt   '^"'dt^ 

Die  (als  linear  unabhängig  vorausgesetzten)  Strecken  x^,  x^^  ...,a;/ be- 
bestimmen das  {-dimensionale  ebene  Tangentialgebiet  t,  welches  G  im 
Pnnkte  X  besitzt.  Wir  wollen  t  als  äusseres  Streckenproduct  J^  Stufe  be- 
trachten; der  Masswerth  von  t  möge  gleich  Eins,  der  Sinn  übereinstimmend 
mit  demjenigen  des  äusseren  Streckenproductes  [x^x^...  Xi]  geno^n[iej  dT^^^OqIc 

Zeitfchxlfl  f.  MAthematlk  u.  FhjwXk  XXXVI,  4.  14  ^ 
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Bezeichnet  o  den  Winkel  zwischen  r  and  der  Schmiegnngsebene  (oder 
auch  der  Hanptnormalen)  der  Cnrve  C  im  Punkte  x,  dann  ist 


also 
5) 


IcsincL^ 


(d8_ 
\dt 


dt) 


In  Anlehnung  an  bekannte  Gans s 'sehe  Bezeichnungen  setze  man 

6)  [XiX^...xiXAi]  =  Dhi, 

7)  Xh\xi  =Eiti. 

Sei  femer  A  der  Maasswerth  des  äusseren  Streckenproductes  [x^  x,  . .  •  xi]. 


-.    duk  dui 

^''Hf-dt' 


8)  Tr=  K^'-a?/] 

dann  ist 

(*,<=!,  2 t). 

Die  Grösse  A  kann  durch  die  Ehi  ausgedrückt  werden,  denn  es  ist* 

x,\xi 


A*  =  [o?!  ajj  •  •  •  ^i\~  = 


Xi\Xi    Xi\x^ 
Xi\x^    x^\x^ 


X^]Xi 


oder  wegen  7) 
10) 


xi\xi    xilx^    ...    Xi\Xi 

A«=|J57a,|,  (Ä,t=1.2.  ...,/, 

wo  die  Krön  eck  er'sche  Bezeichnungs  weise  für  Determinanten  in  Anwen> 
düng  gebracht  worden  ist.     Ueberdies  erhält  man  aus  3)  und  7): 

Setzt  man  für  den  Zähler  und  Nenner  auf  der  rechten  Seite  von  5)  die 
Werthe  aus  9)  und  11)  ein,  so  ergiebt  sich 

1  ^^""WTi 


12) 


A 


Für  einen  „Normalschnitt"  ist  5ma=l.** 


duh  dui 
^''~diTt 


(Ä,t=l,2 /, 


*  S.  Grassmann's  Auadehnungslehre  von  1862,  Nr.  176. 
*•  Eb  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  aas  dem  Fehlen  der  zweiten  Ab- 
leitungen der  Grössen  u  nach  t  auf  der  rechten  Seite  von  12)  die  Verall^emeiiie- 
rung  des  Meusni  er 'sehen  Satzes  folcrt.  ^-^ 
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Man  findet  leicht,   dass  die  l  „Hanptkrümmnngen^  ans  der  Gleichnng 
P'""  Grades 

13)  |l>*i-A-B*,.Ä:|  =  0,  (Ä,f=l,2,  ...,0 

zu  bestimmen  sind  nnd  folglich  das  Prodact  K  der  Haaptkrttnunnngen ,  die 
Krön  eck  er 'sehe  Verallgemeinerung  des  Gauss 'sehen  Erümmnngsmaasses,* 
den  Werth  hat:  I  7)    I 

14)  ^  =  W-"  (».i=1.2,...,Q 
Es   werde   nun   das   Gebilde  G  mit  dem   ebenen  Baume   von   ({+1) 

Dimensionen,  in  welchem  es  der  Annahme  nach  sich  befindet,  einer  belie- 
bigen durch  die  Streckengleichung 

15)  ^^f{x) 

gegebenen  Pankttransformation  unterworfen.  Alle  auf  das  transformirte 
Gebilde  G  bezüglichen  Grössen  sollen  dieselben,  zur  Unterscheidung  noch 
mit  einem  waagerechten  Striche  versehenen  Bezeichnungen,  wie  die  ent- 
sprechenden, auf  G  bezüglichen  Grössen  erhalten.  Vermöge  1)  ist  x  ebenso 
wie  X  eine  Function  der  Grössen  Uj,  u,,  •••»  ^/*  Durch  partielle  Ableitung 
xiach  diesen  Grössen  erhält  man  aus  15)  (vergl.  2) : 

16)  ^'  =  ^^'  (1=1,2,  ...,0 
und 

17)  ■^*''=' 5^^*'  +  5^^*^''         (Ä,  »=1, 2,  ...,o 
Die  l  Gleichungen  16)  ergeben,   durch   Süssere  Multiplication  mitein- 
ander verbunden:  f /df  ^ 

oder  wegen  8):  r  ^^x/     n 

,8)  S..--A.[(10'..]. 

Bildet   man  ferner  das  äussere  Prodnct   der  vorletzten  Gleichung  mit 
17),  so  kommt,  bei  Anwendung  der  Abkürzungen 

und 
90^  r^^.    ^f.        ^f.       ^f^A^-i 

21)  DAi  =  xDA<+A&<. 

*  S.  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  S.  688,  1869. 
**  Vgl.  Beez,  Ueber  das  Krümmungsmaass  von  Mannichfaltigkeiten  höherer 
Ordnung,  Mathem.  Anualen,  Bd.  Vü  S.  395  Formel  (40). 

***  \'J-\        ist  der  „Potenz  werth"  des  „Bruches"  -r^;  s.  Grassmann's  Aus- 

dehnungslehre  von  j862,  Nr.  383  und  441.  Wenn  man  von  Coordiuaten  Gebrauch 
macht,  so  wird  %  zur  „Functionaldeterminante"  des  die  Transformation  vermit- 
telnden Functionensystems.  f^  r^r^r^r> 
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Wenn  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  die  Determinante  der  Grössen 
Dhi  bildet  und  rechts  nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  so  wird  offenbar 
der  Coefficient  von  x'  gleich  der  aus  den  Dhi  zusammengesetzten  Deter- 
minante, d.  h.  man  kann  schreiben: 

22)  \Dhi\^H^.\Dki\  +  B.  (Ä,f  =  l,2,  ...,0 

Um  einen  Ausdruck  für  ^  zu  gewinnen,  erhebe  man  18)  ins  innere 
Quadrat.  Weil  einer  früheren  Annahme  gemäss  das  innere  Quadrat  von  r 
den  Werth  Eins  hat,  so  ergiebt  sich: 

oder,  wenn  man  die  Abkürzung 

einführt: 

24)  A^fjL.A. 

Für  das  Kronecker'sche  Erümmungsmaass  des  transformirten  Ge- 
bildes G  im  Punkte  x  findet  man  daher: 

25)  K^ 


^'+2       ^(ii*A)'+^ 

Man  betrachte  nun  beliebig  viele  sich  in  einem  Punkte  x  berührende 
Gebilde  G.  Ihre  Gleichungen  können  so  gewählt  werden ,  dass  die  Grösse  A 
für  alle  denselben  Werth  erhält;  x,  t  und  (i  sind  ohnehin  gemeinsam. 
Wenn  das  Verhältniss  der  Eronecker'schen  Krümmungsmaasse  je  sweier 
beliebigen  unter  diesen  Gebilden  im  Punkte  x  von  der  Transformation  un- 
berührt bleiben  soll,  dann  muss,  wie  Gleichung  25)  zeigt,  R  stets  gleich 
Null  sein.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  dies  nur  möglich  ist,  wenn  die 
Grössen  Xhi  alle  verschwinden.  Dann  müssen  vermöge  21)  die  Grössen  D^, 
gleichzeitig  mit  den  Dhi  verschwinden.  Wir  können  diese  Thatsache  fol- 
gendermassen  in  Worte  fassen:  Hat  eines  der  betrachteten  Gebilde  in  x 
einen  „ ebenen **  Punkt,  so  muss  das  transformirte  Gebilde  in  x  gleichfalls 
einen  ebenen  Punkt  besitzen.  Die  Benennung  „ebener^  Punkt  wird  ohne 
Weiteres  verständlich  sein :  es  ist  ein  Punkt  von  der  Beschaffenheit  ^emeinti 
dass  jede  hindurchgelegte  Ebene  das  Gebilde  in  einer  Cnrve  schneidet,  deren 
Krümmung  in  jenem  Punkte  verschwindet.  Soll  die  fragliche  Eigenschaft 
allgemein  bestehen,  welches  auch  die  Lage  von  x  und  r  sein  mag,  so  moss 
jede  Ebene  durch  die  Transformation  wieder  in  eine  Ebene  verwandelt 
werden,  mit  anderen  Worten,   die  Transformation  muss  eine  lineare  sein. 

Indem  man  die  Reihenfolge  der  obigen  Schlüsse  umkehrt,  erhftlt  man 
einen  Satz,  der  fllr  i  =  2  ausgesprochen  lautet:  f^r>.r^f^]r> 
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Wenn  bei  irgend  einer  PnnkttraQsformatibn  des  Baumes 
die  Transformirte  einer  Fläche  F,  die  einen  „ebenen''  Punkt  x 
hat,  im  entsprechenden  Punkte  x  auch  einen  „ebenen^  Punkt 
besitzt,  so  wird  bei  dieser  Transformation  das  Verhältniss  de|r 
zur  Stelle  x  gehörigen  Oauss'schen  Krttmmungsmaasse  irgend 
zweier  Flächen,  die  F  in  x  berühren,  nicht  geändert. 

Im  Vorstehenden  sind  einige  der  Ergebnisse  von  Untersuchungen  über 
Krümmungseigenschaften  beliebiger  Punkttransformationen  und  gewisser 
anderer  Transformationen  enthalten,  welche  ich  der  Hauptsache  nach  be- 
reits im  FrOly'ahr  1885  angestellt  habe  und  demnächst  in  einer  Reihe  von 
Mittheilungen  zu  veröffentlichen  gedenke. 

Darmstadt,  April  1891. 
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XIV. 

Ueber  eine  allgemeine  Classe  von  ein -zweideutigen 
Ranmtransformationen. 

Von 

Dr.  B.  WiMMEE 

in  Namberg. 


Yorbemerknng. 

Die  vorliegende  Arbeit  behandelt  eine  allgemeine  Classe  von  ein -zwei- 
deutigen Transformationen  im  Baame.  Von  zwei  Seiten  her  wurde  der 
Theorie  der  ein  -  zweideutigen  Baumtransformationen  vorgearbeitet.  Erstens 
durch  die  Untersuchung  der  ein  -  eindeutigen  Raumtransformationen ,  die  wir 
hauptsächlich  den  Herren  Nöther,  Cremona  und  Cajlej  verdanken; 
zweitens  durch  die  Abbildung  einer  Doppelebene  auf  eine  einfache  Ebene^ 
also  eine  ein -zweideutige  Ebenentransformation,  von  welcher  C  leb  seh  zuerst 
einige  Fälle  ausfahrte,  und  von  welcher  Herr  Professor  Nöther  alle  mög- 
lichen Fälle  aufstellte. 

Ein  -  zweideutige  Raumtransformationen  sind  bis  jetzt  nur  einige  wenige 
betrachtet  worden;  so  untersuchte  Asch i er i  (Rendiconti  del  r.  Istituto  lom- 
bardo,  Serie  U  Bd.  XIV  und  XV)  diejenige  ein  -  zweideutige  Raumtransfor- 
mation,  bei  welcher  den  Ebenen  eines  Raumes  im  andern  Räume  Flächen 
zweiter  Ordnung  mit  einem  festen  Kegelschnitte  und  zwei  variablen  Schnitt- 
punkten entsprechen,  und  Reye  (Geometrie  der  Lage,  IL  Theil)  diejenige, 
bei  welcher  den  Ebenen  des  einen  (Doppel-)  Raumes  im  andern  Räume 
Flächen  zweiter  Ordnung  mit  sechs  festen  und  zwei  variablen  Schnittpunkten 
entsprechen.  Die  in  dieser  letzteren  Transformation  enthaltene  ein  >  eindeu- 
tige involutorische  Raumtransformation  wurde  in  einer  Inauguraldissertation 
der  Universität  Breslau  („Ueber  eine  räumliche  involutorische  Verwandt- 
schaft siebenten  Grades  und  ihre  Kernfläche  IV.  Ordnung,  von  Viktor 
Eberhard**,  Breslau  1885)  und  früher  bereits  von  Geiser  (Crelle's 
Journal  Bd.  69)  nach  den  verschiedensten  Richtungen  untersucht. 

Allerdings  hat  nun  Riccardo  de  Paolis  in  mehreren  Abhandlungen 
(Accademia  dei  Lincei  1877  und  1885)  die  allgemeinen  Beziehungen,  die 
bei  den  ein  -  zweideutigen  Ebenen-  und  auch  Raumtransformationen  Btatt- 
finden  müssen,  klargelegt^  doch  hat  derselbe  keine  eigentliche  Transforma- 
tion angegeben. 
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Auf  Anregung  des  Herrn  Professor  NGther  beschäftigte  ich  mich 
daher  mit  einer  bestimmten  ein  •  zweideutigen  Baamtransformation ,  welche 
bisher  nicht  aufgestellt  war  und  welche  durch  Specialisirung  eine  ganze 
Classe  von  ein  •  zweideutigen  Raumtransformationen  giebt,  die  bedeutend 
allgemeiner  als  die  bisher  betrachteten  sind.  Doch  habe  ich  hier  zunächst 
nur  den  allgemeinsten  Fall  behandelt  und  behalte  ich  mir  die  Bearbeitung 
der  speciellen  Transformationen  vor. 

Die  Methode,  die  ich  hierbei  anwendete,  ist  algebraisch -geometrisch 
und  lehnt  sich  die  vorliegende  Arbeit  an  die  von  Herrn  Professor  Not  her 
über  ein  -  eindeutige  Baumtransformationen,  vermittelt  durch  drei  bilineare 
Gleichungen,  veröffentlichte  Abhandlung  an  (Mathem.  Annalen  Bd.  3). 
Der  [nhalt  der  vorliegenden  Arbeit  ist  kurz  folgender. 
Nachdem  im  §  1  einige  allgemeine  Beziehungen  der  ein  -  zweideutigen 
Transformationen  erörtert  sind ,  giebt  §  2  die  Definition  der  zu  untersuchen- 
den Transformation  durch  drei  Gleichungen.  §  3  behandelt  sodann  die- 
jenigen Flächen  (vierter  Ordnung  mit  fester  Curve  elfter  Ordnung) ,  welche 
den  Ebenen  des  doppelten  Raumes  entsprechen,  und  ausserdem  die  den 
Geraden  des  doppelten  Raumes  entsprechenden  Curven  (fünfter  Ordnung 
vom  Geschlecht«  2). 

In  §  4  wird  die  Gleichung  derjenigen  Flächen  (fünfter  Ordnung  mit 
beweglicher  Doppelcurve  dritter  Ordnung)  aufgestellt,  welche  den  Ebenen 
des  einfachen  Raumes  entsprechen,  während  §  5  die  Gleichung  der  sogen, 
üebergangsfläche  Q  enthält.  Die  Curven  (vierter  Ordnung  zweiter  Species') 
welche  den  Geraden  des  einfachen  Raumes  entsprechen,  werden  in  §6  unter- 
fiiicht. 

Der  §  7  behandelt  ferner  die  im  einfachen  Räume  befindliche  Doppel- 
flfiche  (zwölfter  Ordnung  mit  dreifacher  Curve  elfter  Ordnung). 

In  §  8  musste  ein  Theil  der  Betrachtungen  über  die  involutoriscbe 
Transformation  im  einfachen  Räume  vorgenommen  werden,  um  in  §  9  die 
weiteren  Hauptelemente  —  ein  Theil  war  bereits  in  §  4  festgelegt  worden 
—  des  Doppelraumes  bestimmen  zu  können. 

§  10  wendet  sich  wieder  zur  involutorischen  Transformation,  speciell 
zu  den  Hauptelementen  derselben,  welche  aus  einer  Curve  elfter  Ordnung, 
vier  Kegelschnitten  und  35  Geraden  bestehen.  Die  involutoriscbe  Verwandt- 
schaft wird  als  von  der  19.  Ordnung  gefunden. 

Schliesslich  blieb  noch  der  durch  die  involutoriscbe  Verwandtschaft  im 
einfachen  Räume  bestimmte  Strahlencomplez  zu  untersuchen  übrig.  Der* 
selbe  ist  kein  anderer,  als  der  R  eye 'sehe  Tetraedercomplez  (zweiten  Grades). 
Für  die  vielfachen  Anregungen  und  Unterstützungen,  die  mir  bei  der 
Ausführung  meines  Themas  von  Herrn  Professor  Dr.  M.  Nöther  zu  Theil 
wurden,  erlaube  ich  mir  an  dieser  Stelle  meinen  herzlichsten  Dank  auszu- 
sprechen. 
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Nach  Fertigstellung  dieser  Arbeit  kam  mir  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Montesano,  „Sa  la  trasformazione  involutoria  dello  spezio  che  determina 
un  complesso  tetraedrale**  (Etendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  1889) 
zu  Gesicht,  welche  vom  Tetraedercomplex  ausgehend  die  auch  in  dieser 
Arbeit  behandelte  involutorische  Transformation  auf  synthetisch -geometri- 
schem Wege  entwickelt,  ohne  übrigens  auf  die  zugehörige  ein  -  zweideutige 
Transformation  einzugehen. 


§1. 
Allgemeines. 

Ehe  ich  in  die  Behandlung  meines  eigentlichen  Themas  eintrete»  möchte 
ich  kurz  einige  allgemeine  Bemerkungen  vorausschicken. 

Denken  wir  uns  nftmlich  irgend  eine  ein -zweideutige  Transformation 
zwischen  einem  Baume,  dessen  Punktcoordinaten  Xiy  x^^  x^y  x^j  und  einem 
Baume,  dessen  Punktcoordinaten  y^^  y^^  Vii  Va  seien,  so  entsprechen  jedem 
Punkte  des  einen  (etwa  y-)  Baumes  im  Allgemeinen  zwei  Punkte  des  andern 
(etwa  X')  Baumes,  jedem  Punkte  des  o;- Baumes  aber  im  Allgemeinen  nur 
ein  Punkt  des  y- Baumes. 

Den  y-Baum  nennt  man  gewöhnlich  den  doppelt  überdeckten  und  den 
a?-Baam  den  einfach  überdeckten  Baum. 

Nun  entsteht  zunächst  die  Frage,  für  welche  Punkte  y  die  £wei  ent- 
sprechenden Punkte  X  zusammenfallen. 

Man  findet,  dass  diese  Punkte  y  eine  Fläche  erfüllen,  welche  als 
„Uebergangsfläche*^  bezeichnet  wird.  Sie  stellt  gleichsam  die  Contur  des 
auf  den  Doppelraum  abgebildeten  einfachen  Baumes  dar.  Die  diesen  Punk- 
ten y  entsprechenden  Punkte  x  erfüllen  eine  Fläche ,  welche  der  üebergangs- 
fläche  eindeutig  entspricht  und  als  ^  Doppelfläche  ^  bezeichnet  wird. 

Die  Punktepaare  des  :r- Baumes,  die  den  Punkten  des  y- Baumes  ent- 
sprechen,  bestimmen  im  a;- Baume  selbst  wieder  eine  ein  -  eindeutige  und 
zwar  involutorische  Transformation. 

Im  Vorstehenden  sind  diejenigen  hauptsächlichsten  Besonderheiten  an- 
gegeben, welche  die  ein  -  zweideutigen  Transformationen  von  den  ein -ein- 
deutigen Transformationen  im  Wesentlichen  unterscheiden. 

Eingehend  erörtert  sind  diese  allgemeinen  Beziehungen  bei  Biccardo 
de  Paolis  1.  c. 

§2. 
Bestimmung  einer  allgemeinen  Glasse^on  ein -zweideutig^  Trans- 
formationen dnrch  drei  Oleichnngen. 

Wir  wollen  im  Nachfolgenden  diejenige  ein -zweideutige  Transformation 
zwischen  zwei  Bäumen  betrachten,  die  bestimmt  ist  durch  die  folgenden 
drei  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  beiden  Bäume: 
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I)  IB.y<  =  0    ,  e=  1,2,3,4, 

ir,y,=o) 

wobei  die  A«  und  B^  lineare  und  die  Fi  quadratische  Functionen  der  Coordi- 
naten  x^,  x^y  x^^  x^  sind. 

Durch  diese  drei  Gleichungen  ist  im  Allgemeinen  jedem  Punkte  x  — 
bestimmte  Uauptelemente  ausgenommen  —  ein  und  nur  ein  Punkt  y  zu- 
geordnet, während  jedem  Punkte  y  durch  Vermittelung  eben  dieser  drei 
Gleichungen  im  Allgemeinen  zwei  Punkte  x  entsprechen. 

Die  obigen  drei  Gleichungen  lassen  sich  auch  noch  in  folgender  Form 
schreiben:  _  ,  ^ 

II)  ZBiXi      =0|,  »=1,2,3,4 

TCikXiXk='0  I 

wobei  die  Äi,  Bt  und  dk  lineare  Functionen  der  ^i*  sind.    Wie  die  Coeffi- 

cienten  der  yi  in  den  Ät ,  Bi  und  Cik  mit  den  entsprechenden  in  Ai ,  B<  und 

Fi  zosammenhängen,  ist  leicht  zu  übersehen. 

Aus  den   drei  Gleichungen  I)  ergeben  sich   sofort  die  Werthe  der  y, 

aasgedrückt  durch  die  x. 

Es  ist  nSmlich  ,  a     a    a    A 

'  ^1   ^^2  '^s  ^^4  I 

yi-yi-yi-yi^^lßi  B^  B3  B4I. 

Durch  Specialisirung  der  Coefficienten  in  den  drei  Gleichungen  erhält 
man  eine  bedeutende  Anzahl  von  verschiedenen  ein  -  zweideutigen  Transfor- 
mationen.   Wir  wollen  jedoch  hier  nur  den  allgemeinen  Fall  betrachten. 


§3. 

Uebar  die  den  Ebenen  des y-  (Doppel-)  Baumes  entsprechenden  Flächen 
vierter  Ordnung  im  einfaehen  (x-)  Eanme. 

um  diejenigen  Flächen  des  o?- Raumes  zu  finden,  welche  den  Ebenen 
des  y- Raumes  entsprechen,  nimmt  zu  den  drei  Gleichungen  I)  noch  die 
Gleichung  einer  Ebene  des  ^-Baumes 

Zuiyi  =  0 
und    eliminirt  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  y.     Man  erhält  sodann  als 
Gleichung  der  entsprechenden  Fläche  die  gleich  0  gesetzte  Determinante: 

tt,  «j  «3  U4 
A|  Aj  A3  A4 
Bi  Bj  B3  B4 

Ti  r,  r,  r. 

Dieselbe  ist  in  den  x  vom  vierten  Grade,   also  die  durch  sie  dargestellte 
Fläche  von  der  vierten  Ordnung,  ^  , 
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Den  sämmtlichen  Ebenen  des  «/-Raumes  entsprechen  die  sftmmÜichen 
Flächen  vierter  Ordnung,  die  man  erhält,  wenn  man  den  u  alle  möglichen 
Werthe  beilegt. 

Da  je  drei  dieser  Flächen  nur  zwei  veränderliche  Punkte  gemein  haben 
dürfen ,  so  ist  klar,  dass  62  Schnittpunkte  oder  deren  Aequivalente  fest  sein 
müssen  für  alle  Flächen  dieses  Systems. 

Um  diese  gemeinsamen  Elemente  zu  finden,  benützt  man  dieselbe  Me- 
thode, die  Herr  Professor  Nöther  bei  den  ein  •eindeutigen  Transformationen 
angewendet  hat.     (S.  Mathem.  Annalen ,  Bd.  3  S.  553.) 

Bezeichnen  wir  nämlich  in  der  obigen  Gleichung  der  Fläche  vierter 
Ordnung  die  ünterdeterminanten  der  Ui  mit  iptf  so  ist  durch 

Z  Ui  g)<  =  0 
eine  beliebige  Fläche  des  Systems  dargestellt.    Hierzu  gehören  auch  ^i^O, 
g)2  =  0,   g>3  =  0,   q>^=0.     Diejenigen  Elemente,  welche  diese  vier  Flächen 
gemeinsam  haben,  müssen  nun  in  jeder  Fläche  des  Systems  enthalten  sein. 

Es  ist  aber 

Ai  (Pi  +^i<P2  +  As 9s  +  A4 <P4  ~  0, 
Bx9>i  +  B^  V«  +  8393+6494  ^  0,      , 
fj  9i  +  Tg  92  +  fs  93  +  r4  94  ^  0. 
Für  den  Schnitt  von  9i  =  0  und  9^  =  0  ist  also 

A39s  +  A4  94  =  0, 
6393+6494  =  0 

und  r393  +  r494=o.. 

Für  die  Coordinaten  dieses  Schnittes  ist  also  entweder  auch  93  =  0 
und  94  =  0,  d.  h.  auch  93  =  9^  =  0  muss  durch  diesen  Theil  des  Schnittes 
von  g)j  =  ^2  =  0  hindurchgehen ,  oder  es.  ist 

A3-AA4-=o,  B3-;iB4=o,  r3-;ir4=o. 

Diese  drei  Gleichungen  stellen  aber  drei  projectivische  Flächenbüschel  von 
der  ersten ,  resp.  ersten  und  zweiten  Ordnung  dar  und  erzeugen  eihe  Corve 

=  0 


fünfter   Ordnung    als  Schnitt  einer   Fläche  zweiter  Ordnung 


r,  r, 


A3A, 
B,  B, 

0,     welche    eine    Gerade 


und    einer    Fläche    dritter   Ordnung 
A3  =  A4  =  0  gemeinsam  haben. 

Diese  Curve  fünfter  Ordnung  stellt  den  beweglichen  Theil  des  Schnittes 
von  9j  =  9>j  =  0  dar;  für  den  übrigen  Theil  des  Schnittes,  welcher  eine 
Curve  elfter  Ordnung  ist,  muss  auch  g)3  =  g)^  =  0  sein.  Diese  Curve  elfter 
Ordnung  ist  also  fest  für  alle  Flächen  des  Systems  Z  u«  9,-  =  0. 

Das  Geschlecht  der  Curve  fünfter  Ordnung  ist  <=2,  denn  die  Zahl  der 
scheinbaren  Doppelpunkte  ist  =4. 

Die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  der  Curve  elfter  Ordnaog  ist 
=  31,  also  ihr  Geschlecht  =  14. 
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Diese  Resultate  ergeben  sich  durch  Anwendung  der  Formel  des  Artikels 
108  in  Salmon's  Baumgeometrie,  U.  Theil. 

Aus  der  Formel  des  Artikels  109  folgt  die  Zahl  der  Durchschnitts- 
pnnkte  der  beiden  Curven  elfter  und  fünfter  Ordnung. 

Dieselbe  ist  =  18. 

Die  bewegliche  Curve  fünfter  Ordnung  P'^  entspricht  deijenigen  Ge- 
raden P  des  y- Baumes,  in  welcher  sich  die  zwei  Ebenen  schneiden,  die 
swei  Fischen  des  Systems  J.Uiipi=0  entsprechen,  und  zwar  entspricht 
jedem  Punkte  auf  F  ein  Punktepaar  auf  P\, 

Je  drei  Flftchen  des  Systems  J.Uig>i==0  schneiden  sich  ausser  der 
festen  CurTe  elfter  Ordnung  noch  in  zwei  veränderlichen  Punkten,  denn  die 
den  beweglichen  Theil  des  Schnittes  zweier  von  diesen  Flächen  darstellende 
Curve  P\  kann  die  dritte  ausser  der  Curve  elfter  Ordnung  nur  mehr  in 
4.5—18  =  2  Punkten  treffen.  Man  ersieht  daraus,  dass  die  Curve  elfter 
Ordnung  das  Aequivalent  für  die  62  Schnittpunkte  der  Flächen  des  Systems 
ist,  welche  nach  der  Natur  der  Transformation  fest  sein  müssen,  und  dass 
also  weitere  feste  Punkte  nicht  mehr  existiren  können. 

Während  nun  im  Allgemeinen  jedem  Punkte  des  x-  (einfachen)  Baumes 
nur  ein  Punkt  des  y-  (Doppel-)  Baumes  entspricht,  entspricht  jedem  Punkte 
der  festen  Curve  elfter  Ordnung  nach  der  allgemeinen  Theorie  eine  Gerade. 
Diese  Geraden  erfüllen  eine  Fläche,  welche  von  einer  beliebigen  Geraden  P 
des  y- Baumes  in  soviel  Punkten  getroffen  wird,  als  die  der  Geraden  ent- 
sprechende Curve  P\  des  o;- Baumes  die  Curve  elfter  Ordnung  trifft,  näm- 
lich in  18  Punkten.     Die  betreffende  Fläche  ist  also  von  der  18.  Ordnung. 


§4. 

lieber  die  den  Ebenen  des  einfaeben  (x-)  BanmeB  entsprechenden 

Plächen  fünfter  Ordnung  des  y-  (Doppel-)  Baumes. 

Wir  wollen  nunaiehr  diejenigen  FlSchen  des  y-Baomes  aufsnohen, 
welche*  den  Ebenen  des  x- Baumes  entsprechen. 

Dieselben  ergeben  sich  durch  Elimination  der  Xi  aus  den  Gleichungen 
II)  in  §  2  und  der  Ebenengleichnng 

Z  u,  Xi  =  0 
nnd  zwar  in  folgender  Form: 


F(u,  «) 


C^i  C,9  c,.  c. 


IS  ^is  ^l* 


'u 


C^,  C„  C„  Cj 

^»l    ^8«    ^88   ^84 
Co,    Cm    Cm    Ca, 


»I      «8 

j4,  At 


43 
-^3    ^4 


B,  Bg  Bj  B4 


"1 

«8 
«4 

0 
0 
0 


0 

0 

0 


B. 
B, 

0 
0 
0 


=  0. 


Hierbei  sind  Cik  =  Cki,  At  und  B<  linear  in  y^. 
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Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Flftche  ist  daher  von  der  fttnften 
Ordnung,  was  auch  mit  der  Thatsache  übereinstimmt,  dass  den  Geraden  des 
«/-Eaumes  Curven  fünfter  Ordnung  im  a;- Baume  entsprechen. 

Die  Betrachtung  der  durch  die  Matrix 

Wj     ttg     Uj     1*4 
A^   j9^   j9q   A^ 

JSj     JSj     Bg    B^ 

dargestellten  Determinanten  ergiebt  nun ,  dass  dieselben  fElr  die  Coordinaten 
y  einer  und  derselben  Curve  dritter  Ordnung  sSmmÜich  verschwinden. 

Diese  Curve  dritter  Ordnung  muss  also  für  die  Fläche  fünfter  Ordnung 
F(tt,  t*)  =  0  Doppelcurve  sein,  wie  man  aus  der  Form  von  F{u^  w)==0  ersieht 

Femer  werden  die  Determinanten  des  Systems 

A^  A^  A^  AA 
-Bi  ^2  -Bs  -B4II 
durch   die  Coordinaten  {y)  von  vier  Punkten  e,,  ^,  e,,  e^  sftmmtlich  zum 
Verschwinden  gebracht. 

Diese  vier  Punkte  müssen  daher  ebenfalls  als  Doppelpunkte  auf 
J^(u,i*)  =  0  liegen  und  zwar  bleiben  sie  fest  für  alle  Flächen  des  dreifach 
unendlichen  Systems  F(u,  ti)  =  0,  während  die  Doppelcurve  dritter  Ordnung 
sich  mit  den  ut  ändert. 

Man  sieht,  dass  auch  die  sämmtlichen  Doppelcurven  dritter  Ordnung 
durch  die  vier  festen  Doppelpunkte  gehen  müssen. 

Doch  sind  es  diese  vier  Punkte  nicht  allein,  welche  die  AUgemeinheit 
der  Lage  der  Doppelcurven  beschränken.  In  welcher  Weise  eine  solche 
Beschränkung  noch  weiterhin  stattfindet,  werden  wir  später  sehen.  (S.  §  11.) 


§5. 

ITeber  die  ITebergangsfläche  Q  =  0  des  y-  (Doppel-)  Saumes  und 
ihre  Lage  zu  den  Flächen  F{u,u)^0, 

Bezeichnet  man,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  die  der  Ebene  Zujd^  =0 
entsprechende  Fläche  fünfter  Ordnung  im  ^- Baume  mit  JP(uy  tf)  =  0  und 
in  gleicher  Weise  die  der  Ebene  Zt7ja;,==0  entsprechende  Fläche  mit 
F{y^  v)  =  0,  so  lässt  sich  das  Product  i\u,  w).  F(»,  1^)  in  folgender  Form 
schreiben : 

in)  P(u,  w).  F{v,  v)  -  F(u,  v)«-  [ABuvfQ. 

Hier  ist: 


F(«,r)  = 


^n 

c,. 

0„ 

Cm 

A 

Bi 

»1 

Ct, 

«?M 

c«, 

Cu 

A 

B, 

«» 

c„ 

ö» 

c^ 

c^ 

A 

B, 

«'s 

du 

c« 

c^ 

Cu 

A 

B, 

«4 

A 

A 

A 

A 

0 

0 

0 

B^ 

B, 

Bs 

B. 

0 

0 

0 

"1 

»» 

»s 

»4 

0 

0 

0 

Uigitized  by 

Google 


Von  Dr.  B.  Wimmeb. 


221 


(ABuv) 


. 


Q  = 


A^  B^  Wj  »I 
A^  B^  u^  v^ 

A    ^4    ^4    ^4  I 
Cjj    (7,2   C,8   Cj4    Ai     Bi 

Cji  Cgj  Cg3  C24   -^2   -Bj 

^81  ^88  ^bH  ^84  -^8  As 
^41  ^42  ^48  ^44  -^4  ""4 
^1     ^,    ^3    ^4      0        0 

B,   B,  B^  B,    0     0 

Um  zu  diesem  Resultat  zu  gelangen,  wendet  man  den  Determinanten - 
satz  von  Hesse  auf  die  unterstrichenen  Glieder  der  nachfolgenden  Deter- 
minante an: 

C,i  C,j  Ci8  Cu    -^1    -^1    ^1 
5, 


C21    C„    Cj3    C24 

C31  ^82  ^88  ^84 
C41  C48  C45  C44 
^,     ^2     ilj     Ä^     0 

5,  ^,  ^3  B,    0 
0 


-4,     2^2     Wg 


Ug      t«3     1*4 
P-      »•      »4 


^     -ßs     ««8 

^4     ^4     ^4 

0 

0 
0 
0 


0 


0  0 

0  0 

Q  Q 

0  0 


F{u,t)=^0  stellt  eine  Fläche  fünfter  Ordnung  im  y- Räume  dar, 
welche  die  Doppelcurye  von  F{u^  u)  =  0  und  auch  diejenige  von  F{v,  v)  =  0, 
aber  beide  einfach  enthält. 

Ebenso  enthält  F{Uy  v)=0  die  vier  Punkte  c,,  Cj,  Cg,  e^  doppelt. 

(^^14  2')  =0  stellt  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  im  ^- Räume  dar, 
welche  die  erwähnten  Doppelcurven  ebenfalls  einfach  und  auch  die  vier 
Punkte  e, ,  ^2,  «3,  ^4  einfach  enthält. 

Qc=0  ist  die  Gleichung  einer  Fläche  sechster  Ordnung,  welche  die 
Doppelcurven  nicht,  die  vier  Punkte  e,,  ßg,  63,  e^  dagegen  doppelt  enthält. 
Sie  ist  von  u  unabhängig. 

Die  Identität  III)  sagt  uns  nun,  dass  die  Fläche  F(u,  u)=0  sowohl, 
als  auch  F{v^  »)  =  0  die  Fläche  Q  =  0  in  je  einer  Curve  15.  Ordnung  be- 
rühren, welch'  letztere  Curven  den  Schnitt  von  F{Uy  v)=^0  und  Q  =  ü 
ausmachen  müssen. 

Ebenso  können  wir  uns  aus  dieser  Identität  wiederum  überzeugen,  dass 
sowohl  die  von  den  Ut  abhängige  Curve  dritter  Ordnung  für  F(u ,  v)  =  0, 
ab  auch  die  von  den  Vi  abhängige  Curve  dritter  Ordnung  Doppelcurve  für 
F{v^  r)  =  0  sein  muss. 

Aus  der  Identität  III)  folgt  ferner,  dass  die  Gleichung  der  Fläche 
F{u^  u)  =B  0  bis  auf  einen  von  den  Ui  unabhängigen  Factor  F{t>j  9)  in  der 
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geschrieben  werden  kann,  oder  auch  in  der  Form 

{F(u,  v)  +  (ÄBuv)  j/Q)  (F[u,  v)  -  (ÄBuv)  l/Q)  =  0. 

Da  aber  sowohl  F{UjV)y   als   auch   (ÄBuv)  linear  von  den  ut  abhSngig 
sind,  so  kann  diese  Gleichung  auch,  wie  folgt,  geschrieben  werden: 

[Zui  {Mi  +  Ni  j/Q)] .  [Lui  {Mi  -  Ni  j/Q)]  =  0, 

wo  die  Mi  und  Ni  von  den  U|  unabhängig  sind,  und  zwar 

OUi  OUi 

Da  die  eben  geschriebene  Gleichung  der  Gleichung  ru^rCf  =0  ftis  be- 
liebige Ui  entsprechen  muss,  so  muss  man  J.UiXi  einem  der  beiden  Fac- 
toren  proportional  setzen;  wir  setzen  nun 

a)  ^Xi^Mi  +  Nij/Q. 

Dann  ent-spricht  einem  Punkte  Xy  für  welchen  Zuia;i  =  0  ist,  ein  Punkt  y 

von  ^(u,  m)  =  0,  und  zwar  wird  dafür  VQ  =  —  -,   ^  ^i  »  also  eine  rationale 

l^UiNi 

Function   der  y,    d.  h.   man   hat  Iftngs  F{u^u)  =  0  ein  ganz  bestimmtes 

Blatt,   welches  ZuiXi  eindeutig  entspricht.     Ein  zweites,  von  dem  ersten 

völlig  getrenntes  Blatt  erhält  man   dadurch,   dass  man  längs  F(i«,tt)  =  0 

^Q  den  entgegengesetzten  rationalen  Werth  giebt.     Die  zugehörige  FlSche 

des  a;- Baumes  würde  man  erhalten  durch  0«,==  JJf/+ J^Ti  •= — :r=-\  von  dieser 

J.UiNi' 

Fläche  wird  später  gehandelt  werden. 

Man  kann  also  sagen,  dass  der  ganze  ^-Baum  doppelt  überdeckt  ist 
und  dass  sich  die  beiden  Blätter  durch  das  Vorzeichen  von  ^Q  unter* 
scheiden. 

Geht  man  von  einem  Punkte  y  aus  und  setzt  die  beiden  Werthe  von 
yO.  ein,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  a)  zwei  zugehörige  Werthe 
von  Xy  d.  h.  ein  Punktepaar  des  o;- Baumes. 

Für  diejenigen  Punkte  y,,  für  welche  Q  =  0  ist,  fallen  die  beiden 
Werthe  von  Xi  zusammen  und  Q  =  0  ist  somit  die  üebergangsfläche  des 
Doppelraumes. 

§6. 

lieber  die  den  Geraden  des  x-  (einfachen)  Raumes  entsprechenden 

Cnrven  vierter  Ordnung  des  y- Raumes. 

Daraus,  dass  den  Ebenen  des  y- Raumes  Flächen  vierter  Ordnung  im 
a;- Baume  entsprechen  (§3),  kann  man  schon  schliessen,  dass  den  Geraden 
des  rc- Raumes  Gurven  vierter  Ordnung  im  y- Baume  entsprechen  werden. 
Um  diese  n&her  zu  bestinunen,  verfährt  man  auf  folgende  Weise: 
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Die  Gerade  des  o;- Raumes  sei  gegeben  durch 
J.uiXi=zO  und  Zw'ia?,==0. 
Ihre  entsprechende  Curve  muss  daher  sowohl  auf 

F{u,v)-{ABuv)]/Q  =  0, 
als  auch  auf  ^ 

F{u\  v)  -  {ÄBuv) /Q  =  0 
liegen  und  somit  auf 

Fiu,  v).{ÄBu\  v)  -  F(uv).{ÄBuv):=^0. 

Die  letztere  Gleichung  lässt  sich  aber  wieder  auf  die  Form  bringen: 

{ÄBuu).F{v,v)=^0 

und  zwar  durch  Anwendung  des  Hess  ersehen  Determinantensatzes  auf  die 

nnterstrichenen  Glieder  der  folgenden  Determinante: 


Cn 

^1%    ^IS 

Cu 

A 

5. 

«1 

«1 

»1 

(7„ 

o„  0,, 

Cu 

^S 

-B, 

«» 

«'« 

«8 

<?«. 

Cj»  Cj, 

G^ 

^ 

^. 

«s 

«'s 

»8 

c» 

c„  c^ 

Cu 

^4 

^4 

«4 

«♦ 

f« 

A 

A,  Ä, 

A 

0 

0 

0 

0 

0 

Bi 

B,  B, 

Bi 

0 

0 

0 

0 

0 

»i 

»»      »8 

»4 

0 

0 

0 

0 

0 

f'. 

»'«     V, 

»'* 

0 

0 

0 

0 

0 

000000001 

Da  nun  JP(r,  e)  =  0  von  den  m,-  und  Ui  vollkommen  unabhängig  ist, 
80  muss  die  der  Geraden  {uu)  entsprechende  Curve  auf  {ABuu)^0  liegen, 
d.  h.  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung ,  deren  Gleichung  von  der  obigen 
Form  {ÄBuv)  =  0  ist  und  welche  somit  mit  F{u^  w)  =  0  und  F{u\  t**)  =  0 
die  Doppelcurven  dritter  Ordnung  gemeinsam  hat.  Sie  hat  daher  mit 
F(u,  u)  =  0  noch  eine  Curve  vierter  Ordnung  gemein ,  welche  auch  auf 
F{u\u)=^0  liegen  und  der  Geraden  {uu)  Pankt  für  Punkt  entsprechen 
muss.* 

Mit  Zuhilfenahme  einer  bekannten  Formel  (Salmon,  1.  c.  Art  118) 
findet  man,  dass  unsere  Curve  vierter  Ordnung  —  wir  wollen  sie  P^  nennen 
—  mit  der  Doppelcurve  dritter  Ordnung  der  Fläche  F{UfU)  =  0  sieben 
Punkte  gemein  hat« 

Hieraus  lässt  sich  wiederum  folgern,  dass  P^  in  keiner  andern  Fläche 
zweiter  Ordnung  mehr  liegen  kann ,  da  dieselbe  sonst  auch  die  Doppelcurve 
dritter  Ordnung  enthalten  müsste,  also  mit  {ÄBuu')  =  0  eine  Curve  sie- 
benter Ordnung  gemein  haben  müsste,  was  nicht  möglich  ist.  Die  Curve  P^ 
ist  daher  von  der  zweiten  Art. 

Sie  berührt  die  Fläche  Q  =  0  in  zwölf  Paukten.  Diese  zwölf  Punkte 
sind  zugleich  Berührungspunkte  von  F{u ,  w)  =  0  mit  F{u\  u)  =  0. 

*  {ÄBuu')  ist  nur  von  den  Goordinaten  der  Geraden  (uu)  abhängig,  also  der 
Geraden  «geordnet.  ^  ^^^^^^^  ^^  GoOqIc 
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Ausser  der  Curve  P^  schneiden  sich  zwei  Flftchen  fünfter  Ordnung 
F(t*,  u)  =  0  und  F{u\  u)  =  0  noch  in  einer  Curve  21.  Ordnung.  Dieselbe 
entspricht  denjenigen  Punktepaaren  im  o;- Räume,  von  denen  der  eine  Punkt 
auf  der  Ebene  (m),  der  andere  conjugirte  auf  der  Ebene  {u)  liegt 

In  jeder  Ebene  bilden  diese  Punkte  eine  Curve  von  der  19.  Ordnung, 
wie  wir  später  sehen  werden.     (§  8.) 

Diese  Curve  21.  Ordnung  schneidet  die  Curve  P^  erstens  in  den 
2.7  =  14  Punkten,  in  welchen  P^  von  den  beiden  Doppelcurven  von 
F{UfU)  =  0  und  F{u\  u)=0  (welche  Punkte  natürlich  nicht  zusamnoen- 
fallen  können)  getroffen  wird ,  zweitens  in  den  zwölf  Punkten ,  in  denen 
Q  =  0  von  P4  getroffen,  resp.  berührt  wird.  Das  giebt  im  Ganzen  26 
Schnittpunkte  —  ein  Resultat,  das  sich  durch  Anwendung  einer  bekannten 
Formel  über  die  Durchschnittspunkte  zweier  Curven,  welche  den  vollst&n- 
digen  Schnitt  zweier  Flächen  ausmachen,  verificiren  lässt.  (Salmon,  Lc. 
Art.  109.) 

§7. 
JS^her  die  Doppelfläehe  Q'  des  einfachen  {x-)  Raumes. 

Der  üebergangsfiäche  Q  des  y- Raumes  entspricht  im  a;- Räume  eine 
Fläche  zwölfter  Ordnung  Q'  eindeutig.  Die  Gerade  P'  des  a;- Raumes  trifft 
nämlich  Q'  in  soviel  Punkten,  als  die  der  Geraden  entsprechende  Gurre 
vierter  Ordnung  P^  die  Fläche  Q  trifft,  also  in  zwölf  Punkten. 

Eigentlich  sollte  einer  Fläche  sechster  Ordnung  des  |^- Raumes  Q  eine 
Fläche  24.  Ordnung  entsprechen;  da  jedoch  immer  zwei  der  entsprechenden 
Punkte  zusammenfallen,  so  ist  die  Fläche  eine  doppelt  zu  zählende  Fläche 
zwölfter  Ordnung.     (S.  auch  §  9,  Ende.) 

Diese  Fläche  Q'  ist  die  Jacobiana  der  Flächen  vierter  Ordnung ,  welche 
den  Ebenen  des  ^-Raumes  entsprechen,  und  wird  Doppelfläche  genannt. 
Sie  geht  dreimal  durch  die  Hauptcurve  elfter  Ordnung  des  rc- Raumes.  Jede 
Ebene  (u)  d^s  o;- Raumes  schneidet  Q'  längs  einer  Curve  zwölfter  Ordnung, 
welcher  im  ^- Räume  die  Berührungscurve  15.  Ordnung  zwischen  Q  s=0  und 
F{u^  <♦)  =  0  entspricht 

Da  jeder  Punkt  der  Hauptcurve  elfter  Ordnung  für  Q'  dreifach  ist,  so 
folgt  daraus,  dass  die  dem  Punkte  entsprechende  Gerade  des  y- Raumes 
mit  Q  nur  drei  Punkte  gemeinsam  haben  kann,  also  Q  in  diesen  drei 
Punkten  berühren  muss.  Somit  wird  Q  auch  von  der  Fläche  18.  Ordnung 
berührt,  welche  diese  Geraden  enthält. 

Die  den  Geraden  des  ^-Raumes  entsprechenden  Curven  fünfter  Ordnung 
treffen  Q'  ausser  der  Hauptcurve  noch  in  je  sechs  Punkten,  welche  den 
sechs  Punkten  entsprechen,  in  denen  Q  von  der  entsprechenden  Geraden 
getroffen  wird.  Die  den  Ebenen  des  y- Raumes  entsprechenden  Flächen 
vierter  Ordnung  schneiden  Q'  noch  in  einer  Curve  15.  Ordnung  u.  s.  w, 
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.§8. 
üeber  die  involntorisohe  Transformation  im  einfachen  (x-)  Baume. 

Da  jedem  Pankte  des  y- Baumes  zwei  Punkte  des  ä?- Baumes  ent* 
sprechen,  so  kann  man  sagen:  Die  Punkte  x  entsprechen  sich  involutorisch, 
d.  h.  jedem  Punkte  x  entspricht  ein  zweiter  Punkt  x  und  diesem  wieder 
der  erste. 

Einer  Ebene  Tt^Xi^sO  des  a;- Baumes  entspricht  im  y- Baume  eine 
Fläche  ftlnffcer  Ordnung;  dieser  muss  nun  im  o;- Baume  wieder  eine  Flftche 
20.  Ordnung  entsprechen ,  welche  jedoch  in  die  Ebene  Z  u<  rc^  =  0  und  eine 
Fläche  19.  Ordnung  zerfÄllt. 

Diejenigen  Punkte  also,  welche  den  Punkten  einer  Ebene  (u)  des 
o;- Baumes  involutorisch  entsprechen  oder  ihnen  conjugirt  sind,  erfüllen 
eine  Fläche  19.  Ordnung  Fii''\  Dieselbe  geht  fdnfmal  durch  die  Haupt- 
cnnre  elfter  Ordnung  und  auch  durch  die  Curve  zwölfter  Ordnung,  in 
welcher  Q'  von  der  Ebene  (v)  geschnitten  wird.  Die  Fläche  Fi^"^  schneidet 
daher  die  Ebene  u  noch  in  einer  Curve  siebenter  Ordnung,  welche  die  elf 
Schnittpunkte  der  Ebene  (u)  mit  der  Hauptcurve  elfter  Ordnung  als  Doppel- 
punkte enthält  und  von  den  conjugirten  Punktepaaren  gebildet  wird ,  welche 
in  der  Ebene  {u)  liegen.  Diese  Curve  siebenter  Ordnung  entspricht  der 
Doppelcurve  von  F{u^u)  =  0  und  ist  vom  Geschlechte  4. 

Aus  dem  Obigen  folgt  unmittelbar,  dass  den  Punkten  einer  Geraden  P^ 
des  o;- Baumes  die  Punkte  einer  Baumcurve  19.  Ordnung  P\q  involutorisch 
entsprechen.  Dieselbe  hat  mit  der  Geraden  P'  die  zwölf  Punkte  gemein, 
in  denen  Q'  von  P'  getroffen  wird. 

Suchen  wir  nunmehr  diejenigen  Punkte  einer  Ebene  (u),  welche  ihre 
involutorisch  entsprechenden  auf  einer  andern  Ebene  (u)  haben,  so  findet 
man,  dass  diese  Punkte  von  der  Ebene  (u)  aus  der  Fläche  F'ii"^  aus- 
geschnitten werden,  ebenso,  wie  ihre  entsprechenden  Punkte  in  (u)  von 
einer  Flftche  ^'19^ .  Die  gesuchten  Punkte  bilden  daher  eine  Curve 
19,  Ordnung,  ebenso  ihre  entsprechenden  in  (u). 

Diese  beiden  Curven  haben  die  zwölf  Punkte  gemeinsam ,  in  denen  die 
Schnittlinie  ihrer  Ebenen  Q'  schneidet.  Jede  derselben  hat  femer  die  elf 
Punkte  za  fünffachen  Punkten,  die  von  der  Hauptcurve  elfter  Ordnung  in 
(tt)  und  bez.  {u)  ausgeschnitten  werden.  Beiden  Curven  entspricht  im 
y- Baume  die  Curve  21.  Ordnung,  welche  F{UyU)  =  0  und  F{u\u)=^0 
ausser  P^  noch  gemeinsam  haben.     (S.  §  6.) 

Suchen  wir  ferner  diejenigen  Punkte  einer  Ebene  (u),  deren  involuto- 
risch entsprechende  in  einer  gegebenen  Geraden  P'  liegen,  so  finden  wir, 
dass  es  19  solcher  Punkte  giebt  Dieselben  werden  auf  {u)  von  der  der 
Geraden  P'  involutorisch  entsprechenden  Clirve  P\q  ausgeschnitten,  ebenso 
ihre  entsprechenden  auf  P'  von  der  Fläche  ^19" . 
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Diese  2.19  Punkte  entsprechen  mit  Hinzurechnung  des  Schnittpunktes 
von  {u)  und  P'  und  seines  conjugirten  den  20  Schnittpunkten  der  Curve  F^ 
im  j^- Baume  (welche  P'  entspricht)  mit  JP(u,w)  =  0. 

Nehmen  wir  nunmehr  drei  Ebenen  im  ^- Baume  (u),  (u ),  (u")  und 
bezeichnen  ihre  resp.  Schnitte  mit  {uu)^  C^V'),  (uu"),  so  giebt  es  auf  der 
Oeraden  {uu)  19  Punkte,  deren  involutorisch  entsprechende  auf  i«"  liegen, 
ebenso  auf  (uu')  19  Punkte,  deren  involutorisch  entsprechende  auf»'  Hegen, 
und  schliesslich  gilt  dasselbe  von  {uu")  und  u.  (S.  Biccardo  de  Paolis, 
Le  trasf.  doppie  dello  spazio,  B.  Acc.  dei  Lincei  1885,  S.  14.) 

Einem  jeden  dieser  sich  im  o;- Baume  involutorisch  entsprechenden 
Punktepaare  entspricht  nun  im  |^- Baume  ein  und  nur  ein  Punkt  y,  welcher 
daher  den  drei  Fl&chen  des  y- Baumes  F(uyU)  =  0,  F{u\u)^0  nnd 
F{u\  u")  =  0  gemeinsam  sein  muss. 

Das  ergiebt  57  gemeinsame  Punkte  der  erwfthnten  Flftchen. 

§9. 
ITeber  weitere  Hauptpunkte  im  y-  (Doppel-)  Saume. 

Die  eben  abgeleiteten  Beziehungen  setzen  uns  in  den  Stand ,  die  Haapt- 
elemente  des  y- Baumes  des  Weiteren  festzulegen. 

Wir  haben  bereits  gefunden  (§  4),  dass  die  sftmmtlichen  den  Ebenen 
des  o;- Baumes  entsprechenden  Flächen  fflnfter  Ordnung  vier  Doppelpunkte 
^1»  ^1  ^81  ^4  gemeinsam  haben. 

Fttr  jeden  dieser  vier  Punkte  wird  aber  die  erste  der  Gleichungen  II) 
identisch  mit  der  zweiten  bis  auf  einen  constanten  Factor.  Die  dem  Punkte 
e,  z.  B.  entsprechenden  Punkte  des  o;- Baumes  liegen  daher  auf  dem  durch 
die  zweite  und  dritte  Gleichung  von  II)  bestimmten  Kegelschnitte  E\» 
Ebenso  entsprechen  dem  Punkte  e,  die  Punkte  vom  Kegelschnitte  E\^  t^ 
die  von  E\  und  e^  die  von  E\. 

Jeder  von  diesen  Kegelschnitten  geht  achtmal  durch  die  Hauptcnrre 
elfter  ()rdnung  —  da  ihm  sonst  kein  Punkt  entsprechen  könnte  —  und  liegt 
doppelt  auf  den  sftmmtlichen  Flftchen  19.  Ordnung  F\g  und  einfach  auf  Q'. 

Drei  Flftchen  fünfter  Ordnung  haben  im  Ganzen  125  Schnittpunkte. 
32  derselben  werden  durch  die  Doppelpunkte,  Ö7  nach  §  8  absorbirt, 
wfthrend  eii^  Punkt  dem  Schnittpunkte  der  drei  entsprechenden  Ebenen  des 
o;- Baumes  entspricht. 

Die  drei  Flftchen  müssen  also  ausserdem  noch  35  Punkte  gemeinsam 
haben,  welche  allen  Flftchen  fünfter  Ordnung  F{u,u)  =  0  einfach  angehGren. 
Diesen  35  Punkten  müssen  sodann  im  a;- Baume  die  sftmmtlichen  Ponkte 
je  einer  Geraden  entsprechen,  und  zwar  müssen  diese  Geraden  vierpunktige 
Sehnen  der  Hauptcurve  elfter  Ordnung  sein,  da  ihnen  sonst  im  y-Banme 
keine  Punkte  entsprechen  konnten.  ^-^  , 
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Dieses  letztere  Besnltat  ISsst  sich  verificiren  mit  Zuhilfenahme  einer 
Formel  von  Zenthen  (Annali  di  mat.  S.  II — III,  S.  189),  nach  welcher 
unsere  Hanptcurve  elfter  Ordnung  35  vierpunktige  Sehnen  haben  muss. 

Diese  35  Geraden  liegen  einfach  auf  den  Flächen  F\q  und  Q\ 

Dass  diese  35  Geraden  auch  auf  Q'  liegen,  folgt  daraus,  dass  auch  die 
entsprechenden  35  Hauptpunkte  des  y* Baumes  auf  Q  liegen,  was  wir  sofort 
darthnn  werden. 

Die  35  Punkte  liegen  auf  sftmmtlichen  Flächen  F{u^  i«)  =  0  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Werthe  von  u.     Daher  liegen  sie  auch  auf  den  Flachen 

du,      "^^    du,     "'    du,     ^'    du,     ^ 
and  somit  auch  auf 

df   ^       dF  ^       dF  ,       dF      ^ 

^dui       ^du,       *3ttg        *du, 
oder  auf 

F(u,v)z=.0, 

Da  diese  Punkte  nun  auch  auf  F(u^v)  =  0  liegen,  so  müssen  sie  nach  der 
Identität  III)  auf  Q  =  0  doppelt  liegen. 

Jede  Ebene  (u)  des  o;- Baumes  wird  von  ihrer  involutorisch  entspre- 
chenden Fi9^^  längs  einer  Curve  zwölfter  und  siebenter  Ordnung  ge- 
schnitten. Diese  beiden  Curven  treffen  sich  ausser  in  den  elf  Schnittpunkten 
mit  der  Hauptcurve  elfter  Ordnung  und  den  acht  Schnittpunkten  mit  E\^ 
-E'g,  -B'g,  E\  (in  den  ersteren  je  sechs-  und  in  den  letzteren  je  einmal) 
noch  in  zehn  Punkten.  Diese  entsprechen  den  zehn  Schnittpunkten  der 
Doppelcurye  von  F{u,u)  =  0  mit  Q  =  0  ausser  Cj,  e^,  63,  64  und  sind  fttr 
JP(w,  w)  =  0  Cuspidalpunkte. 

Noch  ist  zu  erwähnen,  dass  die  vier  Punkte  e^  e,,  63,  64  fUr  die  der 
Hanptcurve  elfter  Ordnung  des  o;- Baumes  entsprechende  Fläche  18.  Ordnung 
achtfach  sein  müssen,  während  die  übrigen  35  festen  Punkte  des  |^- Baumes 
für  dieselbe  Fläche  vierfach  sind. 

Bezüglich  der  Geometrie  auf  den  Flächen  fünfter  Ordnung  mit  Doppel- 
carve  dritter  Ordnung  vergleiche  man  Clebsch  (üeber  die  Abbildung  al- 
gebraischer Flächen,  Mathem.  Annalen,  Bd.  I  S.  284). 

Anmerkung.  Dass  E\y  ...  für  ^19"^  doppelt  ist,  ergiebt  sich 
daraus,  dass  jede  Ebene  {u)  die  Kegelschnitte  E\,  ...  in  je  zwei  Punkten 
schneidet,  während  jede  der  35  Geraden  von  (u)  nur  in  einem  Punkte  ge- 
troffen wird. 

Dass  die  E\j  ...  und  die  35  Geraden  für  Q'  nur  einfach  sind, 
ergiebt  sich  am  einfachsten  aus  der  Bemerkung,  dass  Q'  selbst  doppelt  zu 
zfthlen  ist. 
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§10. 

üeber  die  Hanptelemente  der  involntorischen  Transformation  im 

einfachen  (x-)  Banme. 

Wir  wissen  bereits,  dass  die  einer  Ebene  {u)  involutoriscb  entspre- 
chende Flftche  f'i^"^  die  Hauptcurre  elfter  Ordnung  fünfinal,  die  vier 
Kegelschnitte  E\y  E\,  E\,  E\  doppelt  und  die  35  vierfachen  Sehnen  der 
Hauptcurve  elfter  Ordnung  einfach  enth&lt.  Zwei  Flächen  Fx^^  und 
Fx%*^  schneiden  sich  daher  in  einer  variablen  Curve  19.  Ordnung  i^'19, 
welche  der  Geraden  {uu)  entspricht.  Dieselbe  trifft  die  Hauptcurve  elfter 
Ordnung  72  mal,  eine  weitere  Fläche  J'ii"  ^  also  noch  in  einem  variab- 
len Punkte,  wie  es  auch  sein  muss. 

unsere  involutorische  Transformation  hat  daher  folgende  Hauptelemente: 

1.  die    Hauptcurve    elfter    Ordnung,    durch    welche    F\^'    fünfmal 
und  P',9  72 mal  geht; 

2.  die   vier  Kegelschnitte  E\^  E\,  E\,  E\,   durch  -welche  FÜ"^ 
je  zweimal  und  P\^  gar  nicht  geht; 

3.  die  35  vierpunktigen  Sehnen,   durch  welche  F\%^  je  einmal  und 
P\^  gar  nicht  geht. 

Jedem  Punkte  p'  der  Hauptcurve  elfter  Ordnung  entspricht  eine  Curve 
fünfter  Ordnung,  welche  die  Hauptcurve  elfter  Ordnn^ig  19 mal  und  zwar 
dreimal  in  p'  trifft.  Diese  Curven  erfüllen  eine  Flftche  72.  Ordnung.  Die- 
selbe geht  18 mal  durch  die  Hauptcurven  elfter  Ordnung,  je  achtmal  durch 
E\^  E\^  JS'g,  E\  und  je  viermal  durch  die  35  vierfachen  Sehnen  der 
Hauptcurve  elfter  Ordnung. 

Einem  Punkte  e  von  E\j  E\^  ...  entspricht  wieder  resp.  E\^  E\^ 
E\i  E\,  Einem  Pu|^te  der  35  vierpunktigen  Sehnen  entspricht  wieder 
seine  zugehörige  vierpunktige  Sehne. 

§11. 

ITeber  den  durch  die  involutorische  Transformation  des  o;- Raumes 
bestimmten  Strahlenoomplez. 

Jedem  Punkte  des  ^-Baumes  entsprechen  zwei  Punkte  des  o;- Baumes. 
Die  Verbindungslinien  dieser  zwei  Punkte  bilden  je  einen  Strahl  des  Com- 
plexes,  dessen  einzelne  Strahlen  den  Punkten  des  y- Baumes  entsprechen. 
Derselbe  ist  bestimmt  durch  die  beiden  Gleichungen: 

wo  Äi  und  Bi  die  bekannten  in  §  2  definirten  Functionen  sind. 

Vermöge  dieser  beiden  Gleichungen  sind  die  Ebenen  des  x- Baumes 
collinear  auf  sich  selbst  bezogen,  denn  für  jeden  Werth  von  yj,  y^,  y^,  y^ 
erhalten   wir  zwei  Ebenen  im  a;- Baume,  die  einander  somit  collinear  zu* 
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geordnet  sind,  da  auch  die  y  in  die  Gleichungen  linear  eingehen.  Die 
Schnitte  solcher  zwei  Ebenen  bilden  den  Be  je 'sehen  Tetraedercomplex* 
(Beje,  Geometrie  der  Lage,  II.  Theil,  2.  Aufl.,  S.  135flgg.) 

Wenn  ich  hier  auf  einem  andern  Wege  die  Haupteigenschaften  des- 
selben nochmals  ableite,  so  geschieht  es  wegen  der  engen  Beziehungen,  in 
denen  die  hierbei  auftretenden  Elemente  zu  unserer  Transformation  stehen. 

Die  Coordinaten  der  einzelnen  Geraden  des  Complezes  sind 


itik  =  Q  • 


Ä,  Bi 


Ehe  wir  diesen  Complex  weiter  betrachten,  erinnern  wir  uns  zunftchst,  dass, 
wie  wir  in  §  6  gesehen,  einer  jeden  (jeraden  {uu)  des  a;-Baumes  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung 

{ÄBuu)=0 

zugeordnet  ist.  Wir  fragen  nun:  Welcher  Art  wird  die  Flftche,  die  einer 
Complezgeraden  zugeordnet  ist?  Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  irgend 
einen  Punkt  y'  des  ^-Baumes,  so  ist  die  ihm  zugehörige  Complexgerade 
bestimmt  durch 

ZÄ\xi=0  und   ZB'iXi=0, 

wo  in  Ai  und  Bi  statt  yt  y'i  gesetzt  wurde. 

Die  Gleichung  der  dieser  Geraden  entsprechenden  Fläche  wird  daher: 


A^  -Bi  -^i  B\ 
A%  B^  A^  B ^ 
A^  B^  A\  -B'j 
A,  B,  A\  B\ 


=  0. 


Es  ist  das  offenbar  die  Gleichung  eines  Kegels  mit  der  Spitze  in  y\y  y\^ 
if\f  y'4*  ^*  ^**  Biner  Geraden  des  Complexes  ist  ein  Kegel  zweiten  Grades 
zugeordnet,  der  seine  Spitze  in  dem  der  Geraden  entsprechenden  Punkte  hat. 

Nehmen  wir  nun  im  o;- Baume  irgend  eine  Ebene  (u)  und  in  derselben 
einen  Funkt  h'  und  fragen ,  wieviele  Complexgerade  in  der  Ebene  (u)  liegen 
und  durch  den  Punkt  1/  hindurchgehen.  Einer  jeden  Geraden  des  Strahl- 
bfischels  durch  V  in  (u)  entspricht  im  y- Baume  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, welche  durch*  die  Doppelcurve  von  F(u^u)=0  und  durch  den  V  ent- 
sprechenden Punkt  h  geht  Wird  nun  die  Gerade  durch  1/  Complexgerade, 
so  wird  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  Kegel.  Es  fragt  sich  nun,  wie- 
viele Kegel  zweiter  Ordnung  durch  die  Doppelcurve  dritter  Ordnung  und  h 
hindurchgehen  I  so  dass  ihre  Spitze  auf  der  Doppelcurve  liegt.  Wir  erhalten 
diese  Kegel,  wenn  wir  durch  h  die  Sehne  an  die  Doppelcurve  dritter  Ord- 
nung   ziehen  und  von  den  beiden  Schnittpunkten  aus  die  Curve  projiciren. 

Ss  giebt  daher  zwei  solcher  Kegel ,  denen  zwei  Complexgerade  durch  b 
entsprechen.  ^  Der  Complex  ist  also  von  der  zweiten  Ordnung.       f"^^^^T^ 
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Anmerkung  1.  Die  Cnrve  vierter  Ordnnng,  welche  einer  Complex- 
geraden  Punkt  für  Punkt  entspricht,  hat  in  dem  die  Complexgerade  be- 
stimmenden Punkte  y  einen  Doppelpunkt. 

Anmerkung  2.  Nunmehr  erkennt  man  auch,  dass  durch  zwei  be- 
liebig gewählte  Punkte  im  Allgemeinen  keine  Doppelcurve  dritter  Ordnung 
einer  F(u^u)  =  0  des  y -Raumes  hindurchgehen  wird,  da  die  durch  einen 
Punkt  ausser  e,,  e^,  e^,  e^  gehenden  Doppelcurven  dritter  Ordnung  auf  dem 
Kegel  liegen  müssen,  der  durch  diesen  Punkt,  resp.  seine  entsprechende 
Complexgerade  bestimmt  ist.     (S.  §  4.) 

Man  erkennt  sofort,  dass  den  vier  Hauptpunkten  6|,  e^,  63,  64  des 
y- Baumes,  für  deren  Coordinaten  'LAiXi^^O  und  J.BiXi^=0  zusammen- 
follen,  die  s&mmtlichen  Geraden  dieser  Ebene  J^AiXi^O  oder  ZJ?j:Bi  =  0 
entsprechen ,  dass  also  die  s&mmtlichen  Geraden ,  welche  in  der  Ebene  je 
eines  der  Kegelschnitte  jE7\,  E\y  E\  und  E\  liegen,  zum  Complex  ge- 
hören. 
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XV. 

Die  Wendepole  der  absoluten  und  der  relativen 

Bewegung. 

Von 

Prof.  Ferdinand  Wittenbaüeb 

ia  Gras. 


Hierzu  Taf.  VIÜ. 


In  einer  früheren  Abhandlung*  hat  Verfasser  die  Oleichzeitigkeit  all- 
gemeiner ebenen  Bewegungen  eines  ebenen  Systems  behandelt  und  u.  A. 
die  Construotion  des  resuliirenden  Wendepoles  gelehrt,  wobei  auf  die  be- 
sondere Eignung  des  barycentrischen  Calculs  fdr  derartige  Untersuchungen 
hingewiesen  wurde. 

(Gegenwärtige  Arbeit  hat  den  Zweck,  einen  Schritt  weiter  zu  gehen 
und  zanSchst  die  Construotion  des  Wendepoles  der  absoluten  Bewegung 
eines  ebenen  Systems  zu  lehren,  welches  eine  Eigenbewegung  besitzt  und 
fiberdies  von  einem  oder  mehreren  anderen  bewegten  Systemen  geführt 
wird;  hauptsttchlich  aber  die  ümkehrung  dieser  Aufgabe  vorzunehmen  und 
die  Gonstruction  des  Wendepoles  der  relativen  Bewegung  eines  ebenen 
Systems  mit  Bezog  auf  das  führende  System  zu  zeigen;  endlich  einen  Finger- 
zeig za  geben  für  die  Gonstruction  des  Beschleunigungspoles  der  absolut^i 
Bewegung  in  dem  einen,  der  relativen  Bewegung  im  andern  Falle. 

Eines  besonderen  Hinweises  auf  die  bekannte  Wichtigkeit  des  Wende- 
poles für  die  Untersuchung  der  ErtLnunungsverhältnisse  der  Bahnen  der 
Systempunkte  bedarf  es  hier  wohl  nicht 

Auch  in  vorliegenden  Ausführungen  wurde  an  der  Benützung  des  bary- 
centrischen Calculs  mit  Vortheil  festgehalten. 

1.  Der  Bewegungszustand  eines  ebenen  Systems  2^  in  zwei  aufeinander 
folgenden  Zeitelementen  sei  durch  Angabe  des  augenblicklichen  Drehpunktes 
0^^   des  Wendepoles  «Tg,   der  Winkelgeschwindigkeit  cd,  und  der  Winkel- 

B  (Ott 
beechleunigung  1^  =  -^  vollständig  bekannt 

*  Ueber  gleichzeitige  Bewegungen  eines  ebenen  Systems.  Zeitschrifb  f.  Math, 
u.  Physik,  XXXm.  --  t 
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Dieses  System  werde  jedoch  gleichzeitig  genöthigt,  die  Bewegung  emes 
andern  in  seiner  Ebene  gelegenen  Systems  mitzumachen;  letztere  Bewegung 

sei  durch  die  entsprechenden  Angaben  von  Oj,  7^,  to^  und  jlj  =  -^  eben- 
falls vollständig  bekannt.  Es  möge  im  Folgenden  diese  letztere  Bewegung 
als  führende,  jene  erstgenannte  als  geführte  Bewegung  bezeichnet  werden. 

Zun&chst  soll  gezeigt  werden,  welcher  Art  die  resultirende  Bewegung 
des  Systems  2^  in  Bezug  auf  die  ruhende  Ebene,  also  die  absolute  Be- 
wegung jenes  Systems  ist 

Diese    Bewegung   wird   in   zwei   aufeinander   folgenden    Zeitelementen 

o 

durch  die  entsprechenden  Angaben   von  0,  /,  a>   und  A  =  -r-   yollkommen 

ot 

bestimmt  sein,   wobei  aus  den  Elementen  der  Mechanik  bekannt  ist,  dass 

w^iDj  +  Wg,    A  =  Xi  +  A, 
und  der  resultirende  Drehpunkt  0  den  barycentrischen  Ausdruck  besitzt 

flo  0  ^  <D|  Oj  +  flOg  Og . 
Es  erübrigt  also  nur,  den  resultirenden  Wendepol  J  der  absoluten  Bewegung 
zu  ermitteln. 

Im  ersten  Zeitelemente  dt  ist  die  resultirende  Bewegung  des  Systems 
eine  Drehung  um  0.  Durch  dieselbe  gelange  0^  nach  (0^)  (Fig.  1).  Nun 
tritt  ein  Wechsel  der  Drehpunkte  ein;  die  fahrende  Bewegung  erhält  den 
neuen  Drehpunkt  0\j  die  geführte  den  neuen  Drehpunkt  O'g,  wobei 

OiO\  =  dimi.dt,     {0^)0\  =  d^a^.dt, 
LJ^O^O\^J\{0^)0\=:  90^. 
Hierin  bezeichnen 

die  Durchmesser  der  Wendekreise  der  führenden  und  der  geführten  Be- 
wegung, kurz  gesagt  die  Wendedurchmesser. 

Gleichzeitig  sind  die  Winkelgeschwindigkeiten  oo^  und  o»,  übergegangec 
in  m^  +  d  a^  und  i»^  -|-  3  cd,  . 

Im  zweiten  Zeitelemente  dt  ist  die  absolute  Bewegung  des  geführten 
Systems  eine  Drehung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 

(D  +  d  10  SS  DO,  +  <»s  +  ^  O^l  +^ö>2 

um  den  augenblicklichen  Drehpunkt  (/,  der  den  barycentrischen  Ausdruck  ha: 

Die  Winkelgeschwindigkeit  lo^  +  3  c»,  um  0\  kann  nun  durch  folgende 
Geschwindigkeiten  ersetzt  werden: 

a)  die  Winkelgeschwindigkeit  o>|  um  0^; 
h)  die  elementare  Winkelgeschwindigkeit  do>|  um  0,; 
c)  die  elementare  Translationsgeschwindigkeit  {»,  +  ^•j).Ö,Ö'i  in  der 
Richtung  0,/j.  Tonalp 
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Ebenso  kann  die  Winkelgeschwindigkeit  m^  +  da>^  um  0\  ersetzt  wer- 
den durch: 

d)  die  Winkelgeschwindigkeit  o>,  um  0^] 

e)  die  elementare  Winkelgeschwindigkeit  deo,  um  0^; 

f)  die  elementare  Translationsgeschwindigkeit  {ia^+dai^»0\{0^  in 
der  Richtung  0^J^\ 

g)  die  elementare  Translationsgeschwindigkeit  (0)2  +  ^  cog)  •  (^s)  ^2  ^^ 
der  Richtung  00^. 

Endlich  kann  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  m  +  dm  um  (/ 
ersetzt  werden  durch: 

h)  die  Winkelgeschwindigkeit  <o  um  0; 

i)  die   elementare  Winkelgeschwindigkeit  do»   um   einen   Punkt  B, 
welcher  durch  den  barycentrischen  Ausdruck 

1)  aa).jB=  a«i.Oi  +  aa>2.o, 

gegeben  ist; 
h)  die  elementare  Translationsgeschwindigkeit   {iO'\rdoi)»0'0  in  der 

Richtung  0^; 
l)  die  elementare  Translationsgeschwindigkeit  dm.OB^  deren  Rich- 
tung aus  jener  von  OB  durch  eine  Drehung  um  90^  im  Sinne 
von  dm  entsteht. 
Die  unter  a)  bis  g)  angeführten  Bewegungen  sind  den  unter  h)  bis  l) 
genannten   äquivalent;   nun  sind  aber  die  Bewegungen  a)  und  d)  mit  h)^ 
l)  und  e)  mit  i)  ohnedies  Squivalent;  es  herrscht  also  auch  Aequivalenz 
zwischen  den  Bewegungen  c),  /*),  g)  einerseits  und  Ä;),  l)  andererseits  oder 
die  geometrische   Summe  der  Translationsgeschwindigkeiten  c),  /),  g)  ist 
identisch  mit  jener  von  k)  und  l). 
Bezeichnet  man 

Oi02  =  a,    OB  =  6,    0/=d 
und  bemerkt,  dass 

OCf^dio.dt,    {0^a=^am^.dt, 
ßo  kann  gesetzt  werden: 

Translationsgeschwindigkeit  c)  =  d^ o>| {fa^  +  dm{).dty 

n  /■>  =  <Ä2<»«(«>«  +  ^"2)-^^ 

»  ^)=  acöj  ((Og  +  öcoj).^^ 

^  h)  =  dia{(io  +  dm)»dty 

Mit  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen  Glieder  höherer  Ordnung 
ergiebt  sich  somit  folgendes  Resultat: 

2)  da)*  =  dja)i*  +  c?2a)2*  +  aa^m^  —  hk^ 

wobei  die  Striche  die  geometrische  Summirung  andeuten  sollen. 

Bezeichnet  man  das  Product  eines  Wendedurchmessers  in  das  Quadrat  der 
zugehörigen  Winkelgeschwindigkeit  alsreducirten  Wendedurchmesser, 
60  kann  nach  obiger  Gleichung  und  mit  Hinweis  auf  Fig.  2  g^||gr^  ^^^vlc 
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Der  reducirte  Wendedurchmesser  der  resnltirenden  aas 
der  geführten  nnd  der  führenden  Bewegung  ist  die  geome- 
trische Summe  der  reducirten  Wendedurchmesser  der  genann- 
ten Bewegungen  und  zweier  zusätziger  Strecken,  von  denen 
die  eine  0^  =  aio^€i)^  die  Richtung  0^0^  vom  führenden  zum  ge- 
führten Drehpunkte  hat,  während  die  Richtung  der  zweiten 
02=^  —  ^^  ans  jener  von  OB  durch  Drehung  um  90^  entgegen 
dem  Sinne  der  resultirenden  Winkelbeschleunigung  hervor- 
geht. 

Vertauschen  die  führende  und  die  geführte  Bewegung  ihre  Rollen,  so 
ändert  nur  die  Strecke  0^  ihren  Sinn;  es  ist  dann  (Fig.  2)  04'  der  resnl- 
tirende  reducirte  Wendedurchmesser. 

2,  Zunächst  soll  hier  der  specielle  Fall  weiter  verfolgt  werden,  dass 
die  Intensitäten  der  Winkelgeschwindigkeiten  o»^,  w^  sich  im  zweiten  Zeit- 
elemente  nicht  ändern  würden.  Dann  verschwinden  1^,  A^,  A,  also  auch  j^j^ 
und  es  geht  Gleichung  2)  über  in 

3)  di»*  =  dia»j*  +  <ljO)2*  +  aiDiC02. 

Dieser  Gleichung  lässt  sich   mit  Hilfe  des  barycentrischen  Calculs  ein  be- 
merkenswerther  Ausdruck  verleihen.     Nennt  man  nämlich 

die  Abstände  der  Funkte    ^'^  -^«'  ^'   ^»'   ^«'  ^ 

von  einer  beliebigen  Geraden  der  Ebene,  so  ist 

IJco  =i?(a)j  +  Wg)  =  Pi  ©1 +1),  wg, 
femer  mit  Benützung  der  Gleichung  3) 

{q  —  p) »«  =  (q^  — pj)  w,«  +  {q^  — Pg)  Wj«  +  ( A  -JPi)  «i  «»i . 
Die  Vergleichung  beider  Relationen  giebt 

Diese  Beziehung  kann  als  barycentrischer  Ausdruck  angesetzt  werden: 

4)  a^J  =  ©j*«7i  +  Wj*  Jj  +  2  o>|  (Og .  Og . 
Hieraus  folgt  der  Satz: 

Der  Wendepol  der  resultirenden  aus  der  geführten  und  der 
führenden  Bewegung  ist  der  Schwerpunkt  der  Wendepole  die- 
ser beiden  Bewegungen  und  des  Drehpunktes  der  ersteren, 
wenn  in  jenen  die  Quadrate  der  zugehörigen  Winkelgeschwin- 
digkeiten, in  letzterem  das  doppelte  Froduct  dieser  Winkel- 
geschwindigkeiten als  Gewichte  angebracht  werden. 

3.  Dieser  Satz  gestattet  die  Ausführung  einer  linearen  Constraction 
behufs  Gewinnung  des  resultirenden  Wendepoles  /  aus  den  Punkten  0|,/| 
der  führenden,  0^,  J^  der  geführten  Bewegung  nnd  dem  resultirenden  Dreh- 
punkte 0.  r^  1 
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Zeichnet  man  nämlich  (Fig.  3)  die  Linien  O^J^^  O^J^  und  O/,,  ferner 
OK^\O^J,,    OK^WO^J^,    K^L^IO.O^,    M^JK.K^, 
80  gieht  der  Schnitt  der  Geraden  K^L^  und  M^J  den  gesuchten  Wendepol. 
Beachtet  man  nämlich  den  barycentrischen  Ausdruck 
0)0=  a>|0,  +  ö>2Ö8> 
60  folgt  aus  der  angegebenen  Construction 

endbch 

d.  1, 

uflj  =  i»j*  J,  +  a>g*c7j  +  2  fD|  cDg  Oj . 

Ph.  Gilbert  hat  die  Construction  des  Wendepoles  J  unter  Voraus- 
setzung jener  Beschränkung,  welche  zu  Beginn  des  vorhergehenden  Artikels 
hervorgehoben  wurde,  in  anderer  Weise  gelehrt.* 

Zum  Vergleiche  sei  dessen  Construction  hier  ohne  Beweisführung  mit- 

getheilt.    (Fig.  4.)    Gilbert  zieht  zunächst  ebenfalls  die  Linien  O^/^i  ^2*^1« 

0J:,||0ic7,,   0Z,||0,e7g,   ferner 

K,a\\OJ,,    aW\0,J,,     hJ\\0,J, 
endlich 

acllOgJTj,     cJ\\Oh 

und  findet  im  Schnitte  der  Linien  hJ  und  cJ  den  gesuchten  Wendepol. 

Ist  eine  der  beiden  gegebenen  Bewegungen  eine  dauernde  Rotation, 
d.  h.  wechselt  ihr  Drehpunkt  durch  zwei  Zeitelemente  hindurch  seine  Lage 
nicht,  so  wird  sich  die  Construction  des  resultirenden  Wendepoles  noch  ver- 
einfachen. Ist  z.  6.  die  geführte  Bewegung  eine  dauernde  Rotation,  so  fällt 
•/j  mit  O2  zusammen  und  der  Ausdruck  4)  geht  über  in 

welcher  auch  geschrieben  werden  kann 

a>  y  s=s  (Dj  Zj  +  (Oj  Og , 

wobei  nach  früher 

ö)  JSlj  =■  (Oj /j  +  Wj  ^2  • 

Demnach  ziehe  man  (Fig.  5)  die  Linien  0^  7^,  OK^lO^J^,  OJ'IOiJTj, 
dann  ist  der  Schnitt  der  Geraden  OJ  mit  O^/j  der  gesuchte  Wendepol. 

Sind  beide  Bewegungen,  die  führende,  sowie  die  geführte,  dauernde 
Rotationen,  so  föllt  auch  J^  mit  0^  zusammen.  Dann  wird  der  Ausdruck 
ftir  den  resultirenden  Wendepol  J' 

a,V=  «i^Oj  +  a)jj(2a)4  +  idj)0, 
oder 

0)7'=  cojO  +  ßJjOg. 

In  diesem  Falle  nehme  man  behufs  Construction  des  Punktes  J'  einen 
Pankt  K^  ausserhalb  der  Geraden  0^0^  beliebig  an  (Fig.  5),  ziehe  OJWO^K^^ 

*  Sur  rextension  ans  Mouvements  plans  relatifis  de  la  mäthode  des  normales 
et  des  centres  de  courbnre.    Soc.  sdent.  de  Bruzelles,  1878.  ,,   ,    ..  »  ,.  ioaIf> 
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jy\K^O^  dann  ist  der  Schnitt  der  Geraden  //'  und  0^0^  der  gesuchte 
Wendepol. 

4.  Bezeichnen  wir  vorttbergehend  den  resultirenden  Wendepol  mit /„, 
wenn  O^J^i»^  die  führende,  O^J^oa^  die  geftLhrte  Bewegung  charakterisireo; 
es  ist  dann  nach  4) 

00*  J,2  =  ö>i*«^i  +  ^^t  +  2  «1  ©2  Oj . 

Bei  einer  ümkehrung  der  Bewegung  wird  die  ftihrende  zur  geführten,  die 
geführte  zur  führenden,  und  der  resultirende  Wendepol  J^i  e^^^t  den 
Ausdruck  •       g.  «712710  n 

Die  Addition  der  beiden  letzten  Ausdrücke  liefert 

«>*(-^i2  +  «^ai)  =  2(coj*/,  +  ö>2*-^2  +  «>i  o>2  ^1  +  ^i  ®2  ^a)- 
Nun   wurde  in   der    bereits   eingangs   erwähnten   Abhandlung  geieigt 
(Art.  7) ,  dass  der  resultirende  Wendepol  J  zweier  gleichzeitig  stattfindenden 
Bewegungen  eines  ebenen  Systems  den  Ausdruck  besitze 

(0*/  s=  (O^J^  +  »j^/j  +  (0,  o»2  ^1  +  <ö|  (»2  ^2 . 

Es  folgt  also  durch  Vergleichung 

•'i.  +  -^«  =  2/, 
d.  h.  der  resultirende  Wendepol  zweier  gleichzeitig  stattfindenden  Bewegongeo 
eines   ebenen   Systems   halbirt   die  Verbindungslinie  der  Wendepole  jener 
Bewegungen,   welche   entstehen,    wenn   man  die  eine   der   gegebenen  Be- 
wegungen als  führende,  die  andere  als  geführte  betrachtet  und  umgekehrt 

6«  Giebt  es  im  System  2^2  ®^^  drittes  System  2^,  welches  die  Be- 
wegungen von  2^2  mitmacht  und  überdies  eine  durch  die  Angabe  Ton  O3,  J,,  0| 
gekennzeichnete  Eigenbewegung  besitzt,  so  ist  2^  das  führende,  2^  das  ge- 
führte System  und  es  besteht  der  Ausdruck 

(©2  +  0)3)*.  J^  =  »2*.  «72  +  ©3*.  ^3  +  2©2©3.03. 

Macht  überdies  2^  als  geführtes  System  die  Bewegung  eines  Systems 
27|  mit,  so  ist  der  Ausdruck  für  den  Wendepol  der  absoluten  Bewegung 
des  Systems  2^ 

(w,  +  ©2  +  ©3)*.  Jm  =  »1* .  Ji  +  (W2  +  ®s)*'  «^28  +  2(©2  +  ©j)  »1  .^18 

und  da 

(©2+©s).02S  =  ©2-02 +©3.03, 

(©,  +  ©2+®8)   "^m 
=  ©l^  ij  +  ©2'  .  ^2  +  ^Z'  ^Z  +  2©|©2.  Og  +  2(©j+  ©2)  ©,.  O3. 

Führt  das  System  2^  noch  ein  viertes  System  2^^  welches  die  dnreli 
Angabe  von  0^,  /^,  ©^  gekennzeichnete  Eigenbewegung  besitzt,  so  gewinnt 
man  für  den  Wendepol  der  absoluten  Bewegung  des  Systems  Z^  den  Aas- 

^'^"^^  («i  +  Wi  +  Ws+^J^-^im 

=  G>i*.«7,  +  ©2^^  +  fO^'J^  +  »4*.<^4  +  2©i©,.02  +  2(«»i  +  ©2)©j.öj 
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Hieraus  ist  auch  das  Bildungsgesetz  fOr  den  Ausdruck  des  resultirenden 
Wendepoles  von  beliebig  vielen,  einander  führenden  Bewegungen  zu  ent- 
nehmen. 

6.  Nun  möge  wieder  zum  allgemeinen,  im  Art.  1  behandelten  Falle 
beschleunigter  Bewegungen  zurückgekehrt  werden.  Schreiben  wir  Oleich- 
nng  2)  in  der  Form 

*\w/         '\<»/  ur  cor 

Dann  ist  ^  ^ 

der  Durchmesser  des  resultirenden  Wendekreises  in  dem,  in  Art,  2 — 5  be- 
handelten speciellen  Falle ,  dass  eine  Beschleunigung  der  Bewegungen  nicht 
eintritt;  es  ist  also  allgemein 

wenn  ß  =  &  •  —    eine  von  der  Grösse  der  Winkelbeschlennigungen  k^ ,   A^ 

abhängige  Strecke  bedeutet. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Regel  für  die  Auffindung  des  resultiren- 
den Wendepoles  zweier  allgemeinen  Bewegungen,  von  denen  die  eine  die 
ftihrende,  die  andere  die  geführte  ist: 

Man  construire  zunächst  nach  Art.  3  den  resultirenden  Wendepol  ohne 
Rücksicht  auf  die  Winkelbeschleunigung  der  Bewegungen;  zu  dem  so  erhal- 
tenen Wendedurchmesser   OJ=ö  addire  man   in  J  die  Strecke  ß=b'—s 

geometrisch  derart  hinzu,  dass  ihre  Bichtung  aus  jener  von  OB=^h  durch 
Drehung  um  90^  entgegen  dem  Sinne  der  resultirenden  Winkelbeschleuni- 
gnng  X  hervorgeht.  Der  Endpunkt  der  zugefügten  Strecke  ß  ist  der  resul- 
tirende  WendepoL 

7.  Die  bisher  gefundenen  Resultate  gestatten  eine  einfache  Anwendung 
auf  die  Untersuchung  der  relativen  Bewegung  eines  ebenen  Systems  2^ 
in  Bezug  auf  ein  in  derselben  Ebene  bewegtes  System  2^ .  Denn  die  Auf- 
gabe, den  Wendepol  J^  der  relativen  oder  geführten  Bewegung  eines  ebenen 
Systems  aus  den  Angaben  0,  J^  o,  X  der  absoluten  Bewegung  und  jenen 
^o  *^i»  ''"d  ^1  ^^^  führenden  Systembewegung  zu  construiren,  ist  nur  eine 
Umkehmng  der  bisherigen  Untersuchung. 

Um  diese  Aufgabe  als  eine  die  relative  Bewegung  betreffende  beson- 
ders zu  kennzeichnen,  mögen  von  nun  an  die  bisherigen  Bezeichnungen  0,, 
«'s»  ^9  ^t  du^^  ^^0  neuen  0,.,  J,.,  Or,  kr  ersetzt  und  gleichzeitig  bemerkt 
werden,  dass 

09^  ^  0)  —  C9| ,       Ar  =  A-  —  A,  , 
Cor  .  ^r  =  fi>  .  ö  —  ö)j  .  Oj  . 

8»  Zunächst  möge  wieder  von  der  vereinfachenden  Voraussetzung  Ge- 
brauch gemacht  werden,  dass  keine  Winkelbeschlennigungen  vorhanden  sind. 
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Fttr  diesen  Fall  gilt  der  Ausdruck  4)^  welcher  nunmehr  in  der  Form  ge- 
schrieben werden  kann: 

5)  OOr^./r  =  W*.«^  —  ö)j*./|  —  2g)j  »r-ör 

oder 

Construirt  man  einen  Punkt  J\  auf  der  Verlängerung  des  Wende* 
durchmessers  OjJj  über  0^  hinaus  derart,  dass  ^\0^  =  O^Ji^  so  kenn- 
zeichnen 0|,  J\^  C30j  bekanntlich  eine  Bewegung  des  ebenen  Systems,  welche 
die  führende,  durch  0,,  Z^,  w^  gegebene  durch  zwei  aufeinander  folgende 
Zeitelemente  vollkommen  tilgt.  Man  kann  demnach  jene  Bewegung  als  die 
ümkehrung  der  letzteren  bezeichnen.     Nun  ist 

also 

6)  a>r*»«/r  =«>*./+ »1*.  «/\  —  2o>IDi*0. 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

Der  Wendepol  der  relativen  Bewegung  eines  ebenen  Sj- 
stems  in  Bezug  auf  ein  führendes  System  ist  der  Schwerpunkt 
der  Wendepole  der  absoluten  und  der  Ümkehrung  der  führen- 
den Bewegung,  sowie  des  Drehpunktes  der  ersteren,  wenn  in 
jenen  Wendepolen  die  Quadrate  der  zugehürigen  Winkel- 
geschwindigkeiten, im  letzteren  das  negative  doppelte  Pro- 
duct  dieser  Winkelgeschwindigkeiten  als  Gewichte. angebracht 
werden. 

Hiernach  gestaltet  sich  die  Construction  des  Wendepoles  Jr  der  rela- 
tiven Bewegung  aus  den  Wendepolen  J  und  J|  der  absoluten  und  der  ftlhren- 
den  Bewegung,  sowie  aus  den  zugehörigen  Drehpunkten  0^,  0,  Oj  in  fol- 
gender Weise  (Fig.  6): 

Construirt  man  zunächst  den  Wendepol  J\  der  ümkehrung  der  ftllireii- 
den  Bewegung,  indem  man  J\0^  =  OiJ^  macht,  zieht  die  lAmeti  J\0, 
JO^,  JOr,  femer  OrP\\OJ,  OrPi\\0,Ji,  PR\\OrO^,  RJ^P^P,  so  ist  der 
Schnitt  der  Geraden  P^Q  und  BJr  der  gesuchte  Wendepol  Jf  der  relatiTen 
Bewegung.    Denn  nach  dieser  Construction  ist 

also  , 

Sollte  diese  Construction  ungenaue  Schnitte  geben,  so  könnte  Jr  auch  auf 
folgende  Weise  gefunden  werden  (vergl.  Fig.  3  u.  4) : 

Man  ziehe  Of,  ||0,<7,,  Oh\O^K^,  O^L^ihJ,  dann  ist  L^  der  Schnitt 
von  OjXj  und  JTjJ;  femer  X^^^yOgO^,  OZ^il^i-^s«  ^^^^  ^^  J^^Jr^^ 
Schnitt  der  Linien  O^L^  und  O^K^. 

Sind  sowohl  die  absolute,  als  auch  die  führende  Bewegung  daoernde 
Rotationen,  so  geht  der  Ausdruck  6)  über  in  r^  i 
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oder 

Behufs  ConBimctioii  von  Jr  nimmt  man  in  diesem  Falle  ausserhalb  der 
Geraden  0^0,  einen  beliebigen  Punkt  M  an  (Fig.  7),  verbindet  ihn  mit  0, 
0.  und  0.,  rieht  o,2V||JfO..     2^J,l|0.itf, 

80  schneiden  sich  die  Geraden  "SJr  und  OrO|  im  gesuchten  Wendepole  /r* 

9.  Folgendes  Beispiel  mOge  die  Anwendung  der  im  vorigen  Artikel  ge- 
lehrten Construction  zeigen. 

In,  bezw.  auf  einem  ruhenden  fijreise  K^  (Fig.  8)  rollen  zwei  Kreise  K 
und  K^\  die  Winkelgeschwindigkeit  des  letzteren  sei  doppelt  so  gross,  wie 
die  des  ersteren,  und  derselben  entgegengesetzt  gerichtet.  Man  suche  den 
Wendepol  der  relativen  Bewegung  des  Kreises  K  in  Bezug  auf  den  JTreis  K^ . 

ZnnSchst  construire  man  die  Wendepole  J  und  J^  der  Bewegungen  der 
beiden  fijreise  in  Bezug  auf  den  ruhenden  Kreis  K^\  hierzu  dient  die  Be- 
merkung, dass  die  Punkte  'S^J^O^'M^y  sowie  NJOM^  harmonisch  liegen. 
Hierauf  bestimme  man  Or  aus  ^  ^       o  n  n 

imd  führe  nun  mit  den  Punkten  Jf  J^  0^^  0  und  Or  die  im  vorigen  Artikel 
gezeigte  Construction  durch. 

10.  Bezeichnen  0,  /,  es,  wie  bisher,  die  absolute  Bewegung  des 
Sjstemes  Z^,  hingegen  ^i,  «/i,  <»i  die  ftlhrende  Bewegung  des  Systems  Zj, 
80  ist  der  Wendepol  der  relativen  Bewegung  nach  5)  durch  den  Ausdruck  gegeben 

worin 

Kehrt  man  jetzt  die  Betrachtung  um,  so  dass  0,  7,  o  die  führende, 
Oj,  y^  o>,  die  absolute  Bewegung  kennzeichnen,  d.  h.  sucht  man  die  rela- 
tive Bewegung  des  Systems  2^  mit  Bezug  auf  2^>  so  wird  der  Ausdruck 
für  den  Wendepol  der  relativen  Bewegung 

m'r.J'r  =  ^\"^i  ""  <»*.•/  —  2a)CoV.  O'r^ 

worin 

CO  r  ^  Wj  —  CO. 

Addirt  man  beide  Ausdrücke,  so  wird,  da  Or  und  O'r  identische  Punkte  sind, 

/,  +  7V=2.<)„ 
d.  h.  Of  halbirt  die  Strecke  Jr^f  Dieses  Resultat  sagt  die  bekannte  That- 
Sache  ans,  dass  durch  die  Vertauschung  der  Bollen  der  Systeme  £^  und  Z^ 
die  relative  Bewegung  in  ihre  entgegengesetzte  verwandelt  wird;  der  Wende- 
durchmesser  OrJr  wird  in  den  ihm  gleichen  und  entgegengesetzt  gerichteten 
^rJ'r  verwandelt 

Bezeichnet  man  das  Verhältniss 

80  kann  der  Ausdruck  6)  in  der  Form  geschrieben  werden  ^  t 
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und  ebenso  wird  nach  Umkehrung  der  relativen  Bewegung 

Diese  beiden  Ausdrücke  gehOren  zwei  Parabeln  an ,  von  denen  die  erste  die 
Linien  OJ  und  0J\  in  den  Punkten  /und  /\,  die  zweite  die  Linien  O^J, 
und  O^J'  in  den  Punkten  J^  und  J'  berührt.  Auf  der  ersten  Parabel  liegen 
die  Wendepole  der  relativen  Bewegungen  für  alle  Werthe  des  Verhältnisses 
0» :  Q)i ,  auf  der  zweiten  Parabel  liegen  die  Wendepole  der  umgekehrten  rela- 
tiven Bewegungen  (Fig.  9). 

Die  Verbindungslinie  je  zweier  demselben  Werthe  von  a>:a)i  entspre- 
chenden Punkte  Jr  und  /V  dieser  Parabeln  wird  durch  die  Gerade  0^0  in 
Or  halbirt 

Jede  der  beiden  Parabeln  schneidet  die  Linie  0^0^  in  zwei  Punkten. 
Nach  den  Ausführungen  des  Art.  9  der  eingangs  angezogenen  Abhandlung 
werden  diesen  Schnittpunkten  Werthe  von  o :  oo^  entsprechen ,  die  sich  nur 
durch  das  Vorzeichen  unterscheiden.  Es  giebt  also  im  Allgemeinen  zwei 
nur  durch  das  Vorzeichen  unterschiedene  Werthe  von  a):o)|,  für  welche  der 
Wendedurchmesser  der  relativen  Bewegung  in  die  Linie  0^0^  f&llt.  Eine 
dieser  Lagen  ist  in  Fig.  9  durch  die  Bezeichnungen  v»  Or,  tr  ersichtlich 
gemacht. 

Die  relativen  Drehpunkte  Or,  welche  diesen  beiden  ausgezeichneten 
Wendedurchmessem  angehören,  theilen  die  Strecke  0^0^  harmonisch. 

11.  In  den  Artikeln  7 — 10,  welche  die  Construction  des  Wendepoles 
der  relativen  Bewegung  behandelten,  wurde  die  Annahme  gemacht,  dass 
weder  die  absolute  Bewegung  des  Systems  Z^ «  °^^^  ^^^  führende  des  Systems 
2?j  Winkelbeschleunigung  besitzen  würden.  Jedoch  auch  wenn  solche  Wln- 
kelbeschleunignngen  iL,  bezw.  A^  vorhanden  sind,  wenn  also  die  relative 
Bewegung  eine  Win]^elbeschleunigung  Ar  =»  A  —  A|  besitzt ,  Iftsst  sich  die 
Construction  von  Jr  ausführen. 

Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  die  Zusatzstrecke  /3  =  &  •  -^  (Art  6) 

zu  berechnen  oder  zu  construiren  und  dieselbe  vom  Wendepole  der  abso- 
luten Bewegung  aus  in  einer  Richtung  aufzutragen,  welche  aus  jener  von 
OB  durch  eine  Drehung  um  90^  im  Sinne  der  Winkelbeschleunignng  l 
hervorgeht.  Der  Endpunkt  dieser  Strecke  ß  ist  der  Punkt  7,  mit  dessen 
Hilfe  die  in  Art.  8  gelehrte  Construction  von  Jr  auszuftlhren  ist. 

Bezüglich  der  Zusatzstrecke  mOge  noch  bemerkt  werden,  dass  ihr  mit 
Benützung  des  Ausdruckes  1)  die  Form  gegeben  werden  kann 

wodurch  ihre  Abhängigkeit  von  beiden  Bewegungen,  der  absoluten  and  der 
führenden,  gekennzeichnet  erscheint. 
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Noch  auf  eine  andere  Weise  könnte  Jr  gefanden  werden.     Schreibt 
man  nftmlich  Gleichung  2)  in  der  Perm 


80  ist 


VcOr/  ^   \Wr/  VflOr/ 


der  Durchmesser  des  Wendekreises  der  relativen  Bewegung  für  den  Pall, 
dass  keine  Winkelbeschleunignngen  vorhanden  sind.  Construirt  man  femer 
einen  Punkt  Br  derart,  dass  sein  Ausdruck 

ist,  so  wird 

CO  Ar 
"""^  X  Ir 

Or*  Cor* 

also  -      _ 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Regel  fUr  die  Auffindung  des  Wendepoles  der 
relativen  Bewegung  im  allgemeinsten  Palle: 

Man  construire  zunächst  nach  Art.  8  den  relativen  Wendepol  ohne 
Bncksicht  auf  die  Winkelbeschleunigungen  der  Bewegungen;  zu  dem  so 
erhaltenen    Wendedurchmesser    OrJr^=^^r    addire    man    in    Jr   die    Strecke 

ßr  =  hr — g   geometrisch  derart  hinzu,   dass   ihre  Richtung  aus  jener  von 

O^Br  durch  Drehung  um  90^  im  Sinne  der  relativen  Winkelbeschleu- 
nigung  Ir  hervorgeht.  Der  Endpunkt  der  zugefügten  Strecke  ßr  ist  der 
gesuchte  relative  Wendepol. 

12.  Es  ist  von  Wichtigkeit,  daraufhinzuweisen,  dass  vorliegende  Ent- 
Wickelungen  geeignet  sind,  zwei  fundamentale  Aufgaben  der  Bewegungs- 
theorie eines  ebenen  Systems  zu  lOsen,  nämlich: 

a)  Aus  den  Beschleunigungsmittelpunkten  einer  geführten  und  einer 
führenden  Bewegung  den  Beschleunigungsmittelpunkt  der  resultirenden  Be- 
wegung des  geführten  Systems  und 

h)  aus  den  Beschleunigungsmittelp  unkten  der  Bewegungen  zweier  ebenen 
Systeme  den  Beschleunigungsmittelpunkt  ihrer  relativen  Bewegung  zu  con- 
stmiren. 

Es  ist  nämlich  bekannt,  dass  die  Angabe  von  0,  J  und  —x  hinreicht, 

CO 

um  für  die  augenblickliche  Bewegung  eines  ebenen  Systems  deren  Beschleu- 
nigungsmittelpunkt  G  zu  construiren;  denn  dieser  ist  der  andere  Schnitt 
einer  durch  0  gehenden  Geraden  mit  dem  Wendekreise,  deren  Winkel  q> 
gegen  den  Wendedurchmesser  durch  die  Beziehung  gegeben  ist 

ZtitMlivill  £  Mathematik  vu  Physik  XXXVI,  4.  ^^  /^  ^  ^  ^T  ^ 
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Sind  also  im  Falle  a)  die  Punkte  O^,  J^,  ö^;  Og,  J^i  ^2»  8<>^®  ^^^  ^^' 
tirende  Drehpunkt  0  gegeben ,  so  construire  man  zunächst  nach  Art.  3  and  6 
den  Wendepol  J,  wobei  behufs  Construction  der  Zusatzstrecke  ß  die  leicht 
zu  entwickelnden  Beziehungen  zu  benutzen  sind: 

ß^h.tangq)^ 

atangq>        / ' 

Hierauf  zeichne  man  über  OJ  als  Durchmesser  den  Wendekreis  und  lege 
die  Gerade  OG  unter  dem  Winkel  q>  gegen  OJ;  der  Schnitt  beider  ist  der 
gesuchte  Beschleunigungsmittelpunkt  G, 

In  ähnlicher  Weise  gestaltet  sich  die  Lösung  von  b). 

Die  betreffenden  Constructionen  lassen  sich  in  eleganter  Weise  durch- 
führen,  doch  wurde  ihre  Mittheilung,  sowie  ihre  Anwendung  auf  Beispiele 
aus  der  Praxis  der  Kinematik  mit  Rücksicht  auf  den  Rahmen  dieser  Zeit- 
schrift unterdrückt. 
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Xn.  Ueber  die  Anwendnng  der  Methode  des  Imaginären  auf  Probleme 
des  Oleiohgewiohts  und  der  Bewegung  in  einer  Ebene. 

Bildet  eine  Strecke  r  mit  der  positiTen  Richtung  der  x-Aze  einen 
Winkel  er,  so  wollen  wir  die  OrOsse  re'*  als  das  „ imaginäre  Moment''  der 
Strecke  bezeichnen. 

Aue  dieser  Definition  folgen  dann  durch  Analogie  leicht  die  nach- 
stehenden : 

Das  imaginäre  Moment  eines  Carvenelementes  ds  ist  dargestellt  durch 
dsef**^  wenn  a  der  Winkel  ist,  den  die  Tangente  in  dem  betrachteten  Punkte 
mit  der  a;-Axe  bildet. 

Das  imaginäre  Moment  einer  Kraft  P^  die  mit  der  positiTen  x-Axe 
den  Winkel  a  bildet,  ist  gleich  P^^. 

Das    imaginäre  Oeschwindigkeitsmoment  eines  bewegten  Punktes  zur 

Zeit  t  ist  gleich  — r- — 
dt 

Das  imaginäre  Beschleunigungsmoment  eines  bewegten  Punktes  ist  dar- 

gestellt  durch  -z- oder  durch       -^     >  wo  v  die  (Geschwindigkeit  zur 

dt  dt 

Zeit  t  ist. 

Wir  wollen  zunächst  einige  Sätze  über  das  imaginäre  Moment  ableiten, 
die  wir  in  den  nachfolgenden  Entwickelnngen  benutzen  werden. 

In  der  analytischen  Mechanik  bringt  man  eine  fijraft  als  positiv  in 
Bechnnng,  wenn  sie  die  positive  Abscisse  zu  vergrössern  strebt. 

Man  kann  diese  Bezeichnungsweise  auf  die  Geometrie  übertragen,  wenn 
man  jeder  Strecke  eine  Richtung  beilegt,  in  der  sie  durchlaufen  werden 
soll.  Diese  Richtung  entspricht  dann  der  Richtung  der  Kraft,  welche  durch 
diese  Strecke  dargestellt  werden  kann.  Wenn  ich  also  eine  Strecke  durch- 
laufe, so  dass  ich  bei  der  Bewegung  von  kleineren  zu  grösseren  Abscissen 
übergehe,  so  werde  ich  diese  Strecke  positiv,  im  entgegengesetzten  Falle 
negativ  in  Rechnung  ziehen. 

Denken  wir  uns  jetzt  ein  ebenes,  in  sich  geschlossenes  Polygon,  dessen 
Seiten  r|,  r,,  r,,  ...,  fn  mit  der  positiven  Richtung  der  a;-Axe  entsprechend 
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die  Winkel  a^y  or^,  1x3,  ...,  er„  bilden.  Wenn  wir  von  einem  beliebigen 
Eckpunkte  aus  in  einer  bestimmten  Bichtang  das  Polygon  durchlaufen  und 
den  einzelnen  Seiten  r  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  geben,  ent- 
sprechend dem  oben  angedeuteten  Sinne  der  Zählung,  so  erhftlt  man: 

r,  cos  «i  =  aJj  —  a?i , 
r8C(w«j  =  Ä3  — a?2, 


rnCOSCln  =  Xi  —  Xn. 

Hier  bedeutet  allgemein  xu  die  Abscisse  des  Schnittpunktes  der  Strecken  n 
und  r*— 1. 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  folgt: 

r^  cosa^  +  rg  coÄCj  +  •  •  •  +  »"n cosa„  =  0. 
Analog  ergiebt  sich: 

r^  sina^  +  r,  sincrg  +  •  •  •  +  ^n  5mcf„  =  0. 

Multiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  mit  i  und  addirt  sie  zur  ersieren,  so 

wird  wegen 

cosa  +  isina^^": 

I)  ^  riC««*  +  r8e'«*  +  r3C'*^  +  --.  +  r„c«'«»  =  0. 

Wir  haben  demnach  den  Satz: 

Durchläuft  man  ein  ebenes  Polygon  in  einer  bestimmten 
Bichtung,  so  ist  die  algebraische  Summe  der  imaginären  Mo- 
mente der  Seiten  der  Null  gleich. 

Die  Endpunkte  einer  Strecke  r  mögen  die  Coordinaten  x ,  y  und  Xi ,  jfj 
haben.  Dann  ist,  wenn  q>  den  Winkel  bezeichnet,  den  diese  Strecke  mit 
der  positiven  Seite  der  x-Axe  bildet: 

rcosq>  =  X'-Xiy     r8ing>  =  y  —  y^, 
woraus  folgt: 

r^9  =  x  +  iy  —  {x^  +  ty,). 

Verändere  ich  die  Lage  und  Länge  dieser  Strecke  um  unendlich  wenig,  so 
werden  die  Endpunkte  derselben  Curvenelemente  ds  und  ds^  beschreiben. 
Die  Bichtungen  dieser  Elemente ,  welche  mit  den  Bichtungen  der  Tangenten 
in  diesen  Punkten  zusammenfallen,  mögen  mit  der  a;-Axe  die  Winkel  a 
und  tfj  bilden.     Durch  Differentiation  der  obigen  Gleichung  entsteht: 

d(re*>)  =dx  +  idy—  {dx^  +  i  dy,). 
Nun  ist  aber: 

dx  +  idy  =  d8  e'«,     dx^  +  i  dyj  =  ds,  €•"«, 
also  wird: 

n)  d{f&9)  ==  ds  e«'«  -  ds,  c«*««. 
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Da8  Differential  des  imaginären  Momentes  einer  Strecke 
ist  demnach  gleich  der  Differenz  der  imaginären  Momente  der 
beiden  Curvenelemente,  welche  durch  die  Endpunkte  der 
Strecke  heschriehen  werden,  wenn  diese  eine  unendlich  kleine 
Verschiebung  erleidet 

Wir  wollen  jetzt  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  und  das 
d'AIembert'sche  Princip  mit  Hilfe  der  oben  aufgestellten  Definitionen 
umformen. 

Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  kann  man  in  der  Form 
schreiben: 

r.  +  .^-^  +  Ä.^-f +...  =  0, 

dyn        dyn       dyn 

ä 

WO  Xn  und  Y„  die  Componenten  der  wirkenden  Kräfte,  JD  =  0,  Jlf=Of 
N=0^  ...  die  zwischen  den  Coordinaten  der  Punkte  herrschenden  Beding- 
ungen, A,  fi,  V  zu  eliminirende*  unbekannte  Coefficienten  darstellen.  Für 
jeden  Punkt  gilt  ein  derartiges  Gleichungssjstem ,  wie  wir  es  hier  für  den 
Punkt  mit  den  Coordinaten  Xn  nnd  yn  aufgestellt  haben. 

Mnltiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  mit  %  und  addirt  sie  zur  ersten, 
80  wird,  wenn  P  die  ganze  auf  den  betrachteten  Punkt  wirkende  Kraft  ist 
und  diese  mit  der  Bichtung  der  a;-Axe  einen  Winkel  <p  bildet: 

\dx^       dyj      '^\dxn       dyn/ 
Man    j^eiss  nun,  dass  die  Kräfte,  welche  die  Verbindungen  ersetzen,   sich 
ausd     cken  durch: 


dL^         ^ 
'dy„-'^^' 

Femer  ist: 

Sind  nun  die  Winkel,  welche  die  Krftfto  P,,  />,  u.  s.  w.  mit  der  sr-Axe 
bilden,  entsprechend  <P|,  ip^  n.  s.  w.,  so  hat  man: 

dL     \  dM    1 

dL     l  dM   l 

Demnach  wird  die  letzte  Gleichung: 
ni)  P«**"  +  P^e"f  +  P>efv>  + . . .  =  0.  Onoolp 
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Ein  System  von  Punkten,  welches  beliebigen  Bedingungen 
unterworfen  ist,  befindet  sich  im  Oleichgewicht,  wenn  für 
jeden  Punkt  die  Summe  der  imaginären  Momente  aller  auf 
diesen  Punkt  wirkenden  Kr&fte  incl.  der  Verbindungskrftfte 
der  Null  gleich  ist. 

Nach  dem  Prinoip  von  d'Alembert  gilt  für  jeden  Punkt  des  Systems 
das  Gleichungspaar: 

m^=X,  +  ^  — +  ^— +  ..., 

Bildet  die  Tangente  der  Bahncurve  des  betrachteten  Punktes  zur  Zeit  t 
mit  der  x-Axe  den  Winkel  a,    so  erhält  man  analog  unter  Berficksich- 

IV)  ^*        ~^' 

at 

Fflr  jeden  Punkt  des  Systems  ist  also  das  imaginäre  Be- 
schleunigungsmoment gleich  der  Summe  der  imaginären  Mo- 
mente der  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte  incl«  der  Yerbin- 
dungskräfte. 

Als  Beispiel  für  die  oben  aufgestellten  Sätze  wollen  wir  die  Au^be 
aus  der  Statik  lösen :  Die  Gleichgewichtscurve  eines  unendlich  dUnnen  Fadens 
aufzustellen  unter  dem  Einflüsse  von  Centralkräften.  Die  Dichtigkeit  d^ 
Fadens  wird  hier  constant  und  gleich  der  Einheit  angenommen. 

Die  Bedingung  für  das  Oleichgewicht  ist,  dass  sich  an  je4em  Corven- 
element  folgende  Kräfte  das  Oleichgewicht  halten: 

1.  die  Spannung  T,  deren  imaginäres  Moment  ist  T(f^\ 

2.  die   Spannung   am   andern  Ende    des   betrachteten  Elementes  ds^ 
deren  Moment  ist  —  (T+c«T)(e*«+c««'«); 

8.  die  auf  das  Curvenelement  wirkende  Kraft  —  d8f{r)^  deren  Moment 
ist  —  de  f{r)^9,  wenn  die  Kraftrichtung  mit  der  o;- Aze  den  Winkel 
<p  bildet. 
Das  Princip  der  virtuellen  Oeschwindigkeiten  giebt  dann: 

T^a  ^{T+dT)  (e««  +  de«)  -  ds  f{r)  ^^  =  0. 

Dieser  Gleichung  kann  man  leicht  die  folgende  Form  geben: 

1)  d{T&^)  =  dsf(r)(^9. 

Ausserdem  hat  man  hier  noch  die  Oleichung  II) ,  in  der  jedoch  dSi^O  zu 
setzen  ist,  weil  die  Kraft  nach  einem  festen  Centrum  gerichtet  ist  Also 
hat  man: 

2)  d{re^9)^d8d^'^.  ^  t 
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Fflhrt  man  die  angedeuteten  Differentiationen  ans  and  zerspaltet  die  Qleich- 
img,  80  erhftit  man: 

3)  dT=^d8f(r)co8{q>-a), 

4)  Tda=^d8  f(r)  8m{q)  —  «), 

5)  dr=^d8C08{q>  —  a)^ 

6)  rdfp=^-'d8  8in{g>'^€c). 
Aas  3)  nnd  5)  folgt  sofort: 

7)  dT^f{r)dr, 

wodurch  T  als  Function  von  r  bestimmt  ist. 
Aus  3)  und  4)  ergiebt  sich: 
dT 

und  analog  aus  5)  und  6) 

--^-^dfpcotgiqf  —  a). 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  zieht  man: 
dT     dr     (?m(y-a) 

Das  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist: 

8)  Tr^»(9>  — of)  =  c, 
wo  c  eine  willkürliche  Gonstante  bedeutet. 

Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dass  die  Grösse  r  m (9  —  a)  das  mit 
umgekehrtem  Vorzeichen  genommene  Loth  ist,  welches  man  von  dem  an- 
ziehenden Centrum  auf  die  Tangente  des  Punktes  der  Curve  fallen  kann, 
welchem  als  Badiusvector  die  Strecke  r  zugehört  -—  die  Spannung  ist 
also  diesem  Lothe  umgekehrt  proportional. 

Die  Gleichung  7)  entspricht  dem  Satze  von  der  lebendigen 
Kraft,  die  Gleichung  8)  dem  Flächensatze  bei  der  Central- 
bewegung. 

Aus  Gleichung  8)  ergiebt  sich  leicht: 


und  demnach  folgt  aus  der  Gleichung 

—  z=i  ^  d<p  cotg  (<p  —  «) : 

9)  '  ^'        ^' 


y*        dr  


als  Gleichung  der  Fadencurve  in  Polarcoordinaten,  indem  der 
Werth  für  T  als  Function  von  r  aus  Gleichung  7)  zu  entneh- 
men ist. 

Als  Beispiel  aus   der  Dynamik  wollen  wir  das  bekannte  Problem  der 
Centralbewegung  behandeln.  ^^  . 
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Wenn  wieder  r  der  Radius  veotor,  <p  und  a  die  Winkel  sind,  welche 
Badius  vector  and  Tangente  mit  der  o;- Aze  bilden,  so  ist  nach  dem  Princip 
von  d'Alembert  znnSchst: 

Ausserdem  hat  man  als  Bedingung  dafür,  dass  die  Eraftrichtung  stets  durch 
einen  festen  Punkt  geht:        ^^^^^^  ^  ^^  ^. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  unmittelbar: 

Fuhrt  man  die  angedeutete  Differentiation  ans  und  zerspaltet  die  Gleichong, 
so  wird:  ,,  ,       , 

und 


1  die  erste  Gleichuni 


Setzt  man  -rr^^p,  so  wird  die  erste  Gleichung: 


deren  Integral  ist: 

wo  c  eine  Constante  bedeutet. 
Gleichung  12)  wird  dann: 

Multiplicirt  man  mit  dr  und  integrirt,  so  wird: 
^      7A /Vdr 

Wegen  -t^  =  --9  hat  man  dann: 
dt      f' 

cdr 


y2p-^-f(r)dr^F(r). 


-L 


als  Gleichung  der  Bahn  in  Polarcoordlnaten.  Eine  so  directe  Integration 
des  Problems,  wie  nach  der  obigen  Methode,  wird  man  auf  einem  andern 
Wege  kaum  erreichen  können. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  eine  Anwendung  auf  die  Beschleuni- 
gungen höherer  Ordnung  machen. 

Aus  ds  ef**  i=^  dx  +  dy  folgt: 

^«      da?  ,   ,dy 

Wenn  man  diesen  Ausdruck  n-mal  differenzirt  und  bedenkt,  dass  man 
— j—-  auf  die  Form 
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bringen  kann,  wo  M  und  J^  sich  nur  aus  den  Ableitungen  von  v  und  o 
zusammensetzen,  so  wird: 

Durch  Zerspaltung  entsteht: 

Hieraus  erkennt  man,  dass  M  und  N  Tangential-  und  Normalcomponente 
der  Beschleunigung  n*^  Ordnung  sind,  da  ja  die  letzten  Gleichungen  be- 
sagen,  dass  die  Componenten  von  M  und  JV^  in  Richtung  der  Axen  durch 

ä^Hnr  ^»d  "S^iHT  dargestellt  sind. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Differentiirt  man  das  imaginäre  Oeschwindigkeitsmoment 
ve^'  n-mal  und  dividirt  das  Resultat  durch  e'*,  so  stellt  der 
reelle  Theil  des  erhaltenen  Ausdrucks  die  Tangentialbeschleu- 
nigung n*®' Ordnung,  der  Coefficient  von  i  die  Normalbeschleu- 
nigung  n**'  Ordnung  vor. 

Will  man  die  Beschleunigungen  höherer  Ordnung  durch  v  und  den 
Krümmungsradius  ^,  sowie  deren  Ableitungen  darstellen,  so  muss  man  setzen: 


dt 
Q 
Das  zu  differentiirende  Moment  ist  dann: 


=/r 


ißät 

Berlin,  im  Juli  1890.  Dr.  A.  Glbiohbn. 


Xm  Versuch  über  die  Gleichung  otiP+yP  =  gP. 

In  der  Gleichung  «  .     « 

^  xP  +  yP  =  gP 

bedeute  jp  eine  Primzahl  ^2,  während  x^  y^  e  positive  ganze  Zahlen  vor- 
stellen, die,  wie  wir  ohne  Weiteres  annehmen  dürfen,  prim  gegen  ein- 
ander sind. 

Hier  sind  zwei  Fälle  denkbar: 

1.  keine  der  Zahlen  x^  y^  a  enthält  den  Factor  p\ 

2.  eine  von  ihnen,  sagen  wir  x,  ist  =0(nioc2p). 

Im  ersten  Falle  (s.  meinen  im  Jahre  1889  in  dieser  Zeitschrift  unter 
Hr.  IX  der  „Kleineren  Mittheilungen^  abgedruckten  Aufsatz)  sind  x  +  y^ 
«  — aj,  B  —  y  p^  Potenzen,  so  dass  wir 

ic  +  y  =  aP,    £f  —  rt  =  6P,    e^y=^cP 
setzen  können,  während  im  zweiten  Falle  C^ r\r\n\o 
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sein  muss.     In  beiden  Fällen  ist 
ftp         0  —  X 

also  auch 

b      a 

Da  x  +  y^  g-^Xf  e  —  y  ebenso  wie  x^  y  nnd  0  prim  gegen  einander 
sind,  and 

gPssaP  +  yl^j     yP  =  jf P  —  a;P,      yP^g?  ^yP 

resp.  die  Factoren  x  +  y,  e^-x,  g-^y  haben,  so  mnss 
den  Factor  («  + y )(*"-«) (^  —  y)  oder  vielmehr,  da  z.B. 


-^^ 


+y) -«]'= «^ + y +2*  (- 1)»-*  y  (p -?- i),-i<»+y)' -»«.«'.  ** 
-  (p)!  («+y)'-'« + (p)»{*+y)'-*-««  - . .  . 


--.?' 


'(-l)«-»i(p-g-l)j.,(«+y)P-'^.a;9.3^ 


ist,  den  Factor  p{x+y){0-'X){e-'y)  enthalten,  so  dass  wir 

{x  +  y-z)P^p{x+y)(z^x){e'-y)F 
setzen  können,   wo  F  im  Allgemeinen  eine  Function  von  x^  y^  g  bedeatet 
[NB.  Für  i>  =  3  haben  wir 

ix+y-aY==(x+yy^ifiS(x+y)^e  +  S{x+y)g* 
=  ^{x+y)xy  -  S{x+yy0  +  3ix+y)e' 
=  Hx+y)[0'^{x+y)0,+  xy] 

also  ^=1.    Zugleich  erkennen  wir,  dass  eine  der  Zahlen  x,  y,  e  =  0(mod3) 

sein  mnss.] 

Nach  Obigem  muss  entweder  pF^  oder  F  eine  p^  Potenz,  d.  h.  entr 

wö^^r  „       -  ^       -.       ^     >^ 

pF^p^.fP,   oder  Fc=/1» 

sein,  so  dass  in  beiden  Fällen 

x+y  —  0=pahcf 
wird.     Hieraus  folgt 

|.  =  6P-»+|,acA    -^a^-^-phef, 
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|-=i--(ai»-«-&i'-i)+i>(a+ft)üf 
oder,  dap  — 1  gerade  ist,  mithin  op-^  — 6P-*  den  Theiler  a  +  h  hat, 


i-i  +  (<^+^){pcf' 


a  +  b      ) 
wofür  wir,  da  oS^"^  =  1  =  5P-'  {tnodp)  i^t, 

setzen  können,  wo  ^  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet 
Femer  erhalten  wir,  wenn  wir  phcf=Ä  setzen, 

{x+yy  =  {g  +  aÄ)P 
oder 

»'+y'+V(-l)«->|-(j» -«-!),_.  (»+y)'-»«.«».»« 

folglich,   da  a^+yP  =  5P  ist,  und   V(-l)*-*-(jp-ff-l)j-i{Ä+y)'-^« 
X«».y«  den  Factor  |)(a?+y)«y  enthält,  mithin 

=p(«+y)«y9(«»y) 

gesetzt  werden  darf, 

oder,  wenn  wir  durch 

pa^.Ä=^p^(x+y)bcf 
dividiren. 


In  dieser  Gleichung  haben  —  und  ^  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler,  und 

a 

^   mu88   ein  Factor  des  Ausdrucks  auf  der  linken  Seite  derselben  sein. 

0 

Setzen  wir  nun  den  Quotienten  dieses  Ausdrucks  und  des  Factors 

~   oder  —  +  pg 

SO  erhalten  wir  für  die  Coefficienten  k  folgende  Gleichungen: 

ki+pg  =  — 9 — -A, 
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h      +P9K      =     ^^'^"'^    A\ 

h,^, +pg  k^^,  =  ^^^lY'  -^''-^ 

pgJcp^2^—- — 
P 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  sehen  wir,  dass,  da  |>^  und  ^ — ^-A 

ganze  Zahlen  sind,  und  J.  =  p5c/*  ist,  \  eine  ganze  Zahl  sein  and  den 
Factor  p  haben  muss.  Weiter  folgt  dann  aus  der  zweiten,  dass  Ic^  eine 
ganze  Zahl  ist  und  den  Factor  p^  hat  u.  s.  w.  üeberhaupt  sind  alle  h  ganze 
Zahlen ,  und  "kq  muss  =  0  {^fmdpl^^  sein. 

Setzen  wir  demnach  Ä,=j7'.Zy,  A  =  pB^  so  wird 

> 

Aus  der  letzten  Gleichung  geht  hervor,  dass 

B  =  0  (modp)y  also  flfL_2  =  0  (modpP""*) 
sein  muss.  \       r/i  cfp*         vx-/ 

Nehmen  wir  nun  ^  =  0  {modp)  an,  so  folgt  aus  den  vorhergehenden 
Gleichungen ,  dass  auch  alle  l  =  0  {modp)  sein  müssen ;  und  nehmen  wir 
Zp— 2  =  0  (nuxj/))  an,  so  ergiebt  sich  aus  der  vorletzten  Gleichung,  dass 
jedenfalls  entweder,  wie  wir  soeben  voraussetzten,  g^  oder  Ip.s^O  (modp) 
sein  muss.  Bei  der  letzteren  Annahme  werden  ebenfalls  alle  l  und  wegen 
der  ersten  Gleichung  auch  ^  =  0  (fnodp).     Kurz,  es  muss 

g  =  ph 
und,  wie  leicht  zu  erkennen, 

lq^=p'^,mq 
sein,  wo  h  und  t»,   ebenso  wie  g  und  {,  ganze  Zahlen  vorstellen.     Setzen 
wir  nun  noch 

so  erhalten  wir  ^  , 
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+  »  =^£=1^0, 


+  Äm.     =-i^:^c^ 


3 


+  Äm,      =     ^^^'^«     C». 


/Ifllp  — 2  = 


1> 

Diese  Gleichungen  haben  genau  dieselbe  Form,  wie  die  obigen  für  l,  müssen 
also  auch  zu  denselben  Resultaten  führen ;  wir  würden  daher  bei  Fortsetzung 
unseres  Verfahrens  ähnliche  Gleichungen  mit  immer  kleiner  werdenden 
.  Zahlen  finden ,  während  zugleich  x-^-y  —  g  einer  immer  höheren  Poten  von  p 
congrnent  würde,  und  das  in  infinitum. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  Gleichung 

wenn  p^2  i^t,  nicht  in  positiven  ganzen  Zahlen  gelöst  werden  kann. 
Anmerkung.     Für  j7  =  3  haben  wir 

a)'+-(i)+f'=(7+*.)(^»'). 

also 

Sg  +  ki  =  Ä,    3^Äj  =  -g-; 
es  müsste  mithin 

9gk,^Ä^^{3g  +  k,Y  oder  (3p)*  +  V  =  3A 
sein,    was  nicht  möglich   ist,   da  {3gy+{kiy^(ßg—k^Y  +  6gki>6gk^ 
sein  mnss. 

Wir  könnten  auch  so  schliessen:  ^ 

3^  ist  hier  =(a  +  ft)(3c-a  +  &);  es  müsste  also,  da  3^^^  = -^  =  3ft*c* 
ist,  a  +  b  ein  Theiler  von  3ft*c*  sein. 
Nun  sind  aber  x  +  y  =  a^  und  ;?  — 2?=  &•,  also  auch  a  und  6,  sowie  a  +  h 
und  h  prim  gegen  einander;  und  ginge  a+  6  in  3t^  auf,  so  hätten  9c?=^0  —  y 
und  a^+h^  =  e+y  den  gemeinschaftlichen  Theiler  a  +  h,  während  sie  doch 
höchstens  den  Factor  2  gemein  haben  können,  und  a  +  h  unmöglich  =2 
sein  kann. 

y        g                  (           a'*"' —  6P—^\ 
Allgemein  muss  nach  Obigem  -^  =  — V(fl  +  h)\pcf ^-r I 

^  ^ ,..  (i)'-v<-ii(i)'-'^+...+(±)^,-:+^'. 

also   a  +  h  ein  solcher  von  =  p'"~*.ft''""'.ci» ""*./>""'   sein;  es  würde 

P 
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daher   genügen,   zu   beweisen,   dass  a  +  b  und  f  keine  gemeinschafÜichen 
Theiler  haben  können,  wenn  wir  die  Unmöglichkeit  der  Gleichung  x^+yP^^^ 
wo  p  eine  Primzahl  >2  isti  für  positive  ganze  Zahlen  darthun  wollen. 
Höxter  a.  d.  Weser.  Aug.  Biskb. 


XIV.  Kriterien  der  Theilbarkeit  dekadischer  ZaUen. 

Die  von  mir  im  ersten  Hefte  angefUhrte  diesbezügliche  Regel  gestattet 
folgende  Verallgemeinerungen : 

Um  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Zahl  Z  durch  n  theilbar  ist, 
multiplicire  man  die  zwei  letzten  Ziffern  von  Z  mit  der  für  jedes  »  be- 
sonders zu  bestimmenden  Zahl  y  und  subtrahire  das  erhaltene  Product  yon 
den  vorhergehenden  Ziffern.  Ist  der  gefundene  Best  durch  n  theilbar,  80 
ist  das  ein  Criterium  dafür,  dass  Z  durch  n  getheilt  werden  kann. 

Die  Zahl  p  bestimmt  sich  nach  folgender  Regel: 

Man  schreibe  diejenigen  Vielfachen  von  n  auf,  welche  mit  den  Ziffern 
Ol  endigen ,  und  streiche  diese  beiden  Ziffern  fort  Die  so  erhaltenen  Zahlen 
genügen  den  für  y  angeführten  Bedingungen. 

Beispiel:  fi  =  7.     Die  Vielfachen  von  7,  welche  mit  Tien  Ziffern  Ol 
endigen,  sind:         ^^^^^^     7. 143  =  1001  etc. 
Streicht  man  hier  die  Ziffern  Ol  fort,  so  erh&lt  man  die  Zahlen 

3,  10  etc. 

um  also  zu  entscheiden,  ob  die  Zahl  47341  durch  7  theilbar  ist,  molti* 
tiplicire  man  die  zwei  letzten  Ziffern  (41)  mit  3  und  subtrahire  das  erhal- 
tene Product  (123)  von  den  vorhergehenden  Ziffern  (473).  Der  gefundene 
Rest  (350)  ist  durch  7  theilbar;  folglich  ist  es  auch  47341. 

Oder  ganz  allgemein :  Man  multiplicire  die  p  letzten  Ziffern  von  Z  mit 
der  far  jedes  n  besonders  zu  bestimmenden  Zahl  v  und  subtrahire  das  erhal- 
tene Product  von  den  vorhergehenden  Ziffern.  Ist  der  gefundene  Best  durch 
n  theilbar,  so  ist  es  auch  Z. 

Die  Zahl  v  ergiebt  sich  nach  folgender  Begel: 

Man  schreibe  diejenigen  Vielfachen  von  n  auf,  welche  mit  der  Ziffer  1 
und  p  —  l  vorherstehenden  Nullen  endigen.-  Streicht  man  diese  Endungen 
...  0001  fort,  dann  genügen  die  so  erhaltenen  Zahlen  den  für  v  angegebenen 
Bedingungen. 

Bemerkung.  Wörtlich  dieselben  Regeln  gelten  für  alle  ZahlensTsteme, 
welche  dem  dekadischen  System  analog  gebildet  sind. 

Bilden  wir  z.  B.  ein  solches  Zahlensystem  aus  den  vier  Zeichen  0,  1« 
2,  3  und  bezeichnen 
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die  dekadische  Zahl  0  mit  0, 


n  n 

so  gelten  für  die  Zahlen  dieses  Systems  wörtlich  dieselben  Regeln,  welche 
oben  för  das  dekadische  System  angegeben  sind. 

Berlin.  Di  BTRICHKBIT,    Cand.  math. 
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Preisanfgabe 


der 


Fürstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft 

in  Leipzig. 


FQr  das  Jahr  1894. 

Die  Yon  Leverrier  aasgeführte  Bestimmung  der  sftcolaren  Störungen 
der  Bahnen,  namentlich  der  inneren  Planeten,  hat  bekanntlich  unbefriedi- 
gende Resultate  ergeben ;  insofern  die  Glieder  der  zweiten  Näherung ,  welche 
nur  ungenau  und  unter  ümst&nden  selbst  grösser  als  die  Glieder  der  ersten 
NSheron^  gefunden  wurden,  sich  fllr  die  Berechnung  der  Störungen  als 
unbrauchbar  erwiesen  haben.  Dieses  unbefriedigende  Ergebniss,  das  in 
seinen  weiteren  Folgen  mit  gewissen  Anomalien  in  der  Bewegung  des  Mer- 
cur,  beziehungsweise  seines  Perihels  zusammenzuhängen  scheint,  ist  Le- 
verrier* geneigt,  der  bisher  befolgten  Behandlungsweise  zuzuschreiben, 
bei  welcher  in  erster  Näherung  die  Differentialgleichungen  des  Problems  als 
linear  betrachtet  werden.     Die  Gesellschaft  wünscht  demgemäss 

eine  neue  Bestimmung  der  säcularen  Störungen  wenig- 
stens der  Bahnen  von  Mercur,  Venus,  Erde  und  Mars 
unter  Berücksichtigung  der  Glieder  höherer  Ordnung 
mittels  einer  einwurfsfreien  Methode,  bei  welcher  die  von  Leverrier  an- 
getroffene Schwierigkeit,  welche  gegen  die  Brauchbarkeit  der  erhaltenen 
Resultate  sprechen  würde,  als  beseitigt  betrachtet  werden  kann.  —  Preis 
1000  Mark. 


*  Recherebes  astronomiqaes,  Chap.  IX,  art.  16  und  Additions  III,  S.  51. 
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Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besondem  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  andern 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  pagin irt,  femer 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Umschlag  begleitet 
sein,  welcher  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit  trSgt,  inwendig  den 
Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Jede  Bewerbungsschrifl  moss 
auf  dem  Titelblatte  die  Angabe  einer  Adresse  enthalten,  an  welche  die 
Arbeit  für  den  Fall,  dass  sie  nicht  preiswürdig  befunden  würde,  zorftck- 
zusenden  ist  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem  30.  November  des 
angegebenen  Jahres,  und  die  Zusendung  ist  an  den  SecretSr  der  Ge- 
sellschaft (für  das  Jahr  1891  Geh.  Bath  Professor  Dr.  W.  Hankel,  Höbe 
Strasse  15)  zu  richten.  Die  Resultate  der  Prüfung  der  eingegangenen 
Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitung  im  März  oder  April  des  fol- 
genden Jahres  bekannt  gemacht.  Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden 
Eigenthum  der  Gesellschaft. 

B.  Leuokart.     W.  Hankel.     A.  Leskien.     W.  Bosoher,  Piäses. 
H.  Lipsins.  F.  Zirkel.   G.  Voigt.   F.  Zameke.  W.  Seheibner. 


Losung  der  Preisanfgabe  der  Physikalisch -ökonomischen 
Clesellschaft  zu  Königsberg. 

Im  Jahrgang  XXXV  S.  128  dieser  Zeitschrift  hatte  obige  Gesellschaft 
eine  Preisaufgabe  gestellt,  welche  eine  möglichst  umfassende  theoretische  Ver- 
werthung  der  Eönigsberger  Bodentemperatur -Beobachtungen  fQr  die  Er- 
kenntniss  der  W&rmebewegungen  in  der  Erde  und  ihrer  Ursachen  forderte. 

Der  ausgesetzte  Preis  von  300  Mk.  ist  Herrn  Dr.  Adolf  Schmidt, 
Gymnasiallehrer  in  Gotha,  verliehen,  welcher  die  Aufgabe  in  mathematisch- 
physikalischem  Sinne  bearbeitet  und  besonders  die  Theorie  mit  den  Beob- 
achtungen erfolgreich  verglichen  hat  Ausserdem  wurde  eine  Belohnong 
von  150  Mk.  Herrn  Dr.  Ernst  Leyst,  Verweser  des  magnetisch -meteoro- 
logischen Observatoriums  zu  Pawlowsk,  verliehen,  welcher  in  seiner  nume- 
risch-statistischen Arbeit  besonders  die  Temperaturbewegung  im  ErdinDern 
zu  beschreiben  sucht. 

Die  beiden  so  gekrönten  Preisarbeiten  und  das  ausführliche  ürtheil  der 
Preisrichter  werden  in  den  Schriften  der  Physikalisch  -  ökonomischen  Gesell- 
schaft, Jahrgang  XXXH  für  1891,  gedruckt.  j^^.  j^  p^^^ 
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XVI. 

Construction  der  Krümmungsmittelpunkte  der  Hüll- 
bahnevoluten  bei  starren  ebenen  Systemen. 

Von 

Prof.  Dr.  ß.  Müller 

In  Braunsohweig. 


Ist  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  aus  einer  Phase  S  in 
zwei  unendlich  benachbarte  Phasen  8\  8"  in  irgend  einer  Weise  festgelegt, 
80  kennt  man  von  allen  Sjstempnnkten  A  und  allen  Systemcurven  h  die 
Rrümmungsmittelpunkte  A  bez.  B  für  die  augenblicklich  erzeugten  Elemente 
der  zugehörigen  Bahncurven   a  und  Hüllbahncurven   ß.     Die  Hinzufügung 
einer  vierten   unendlich    benachbarten   Sjstemlage  ^S^'^'  bestimmt  dann  die 
Krümmung   der  Evoluten   von   a  und  |3  in  A  und  B.     In   einem  früheren 
Aufsätze*  behandelte  ich  die  Krümmung  der  Bahnevoluten,  die  den  Punk- 
ten des  Systems  entsprechen;  der  betreffende  Krümmungsradius  konnte  in 
sehr  einfacher  Weise  construirt  werden,  wenn  für  die  betrachtete  Phase  der 
Wendekreis    und  die  Kreispunktcurve  bekannt  waren.     Im  Folgenden  wird 
die  umfassendere  Aufgabe  gelöst,  den  Krümmungsmittelpunkt  der  Hüllbahn- 
eyolute   für  eine  beliebige  Curve  des  Systems  zu   bestimmen,   wobei  die 
vier  aufeinander  folgenden  Systemlagen  ganz  allgemein  dadurch  definirt  sein 
können,    dass   für  irgend   zwei  Systemcurven   die  Krümmungsmittelpunkte 
ihrer  Hüllbahnen  und  der  Evoluten  derselben  vorgeschrieben  sind.     Dabei 
werden   die   früheren  Ergebnisse  gelegentlich  Verwendung  finden;   die  Ab- 
leitung der  erforderlichen  Formeln  erfolgt  aber  unabhängig  von  der  vorigen 
Arbeit  und  nicht,  wie  damals,  auf  analytisch -geometrischem  Wege. 

1.  Angenommen,  ein  System  gelange  aus  der  Anfangslage  S  in  die 
nnendlich  benachbarten  Lagen  8\  8'\  8'"  durch  aufeinander  folgende  Dreh- 
ungen um  die  Pole  P,  P\  P",  bez.  um  die  Winkel  dO,  d^  +  cP»,  de  +  2cP&. 
Wir  bezeichnen  die  Polbahntangenten  PP'  und  P'P'  bez.  mit  t  und  t\ 
den  Winkel  tt'  mit  djj  und  setzen  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
unserer  Darlegungen  die  Strecke  P'P''=PP'=du  (Fig.  1), 


^  Ueber  die  Krümmung  der  Bahnevolaten  bei  starren  ebenen  Systemen,  diese 
itochr.  Bd.86S.193.  uot.zea.y^iOC 
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Fig.  1. 


Sei  ferner  a  eine  beliebige  Systemcurve  in  der  Phase  5,  A  der  Krflm- 
mungsmittelpankt  des  Punktes  von  a,  in  welchem  a  augenblicklich  die  Hall- 

bahncurve  er  berührt,  A  auf 
PA  der  zugehörige  Erüm- 
mnngsmittelpunkt  von  o, 
a^  die  Evolute  Ton  a  und 
,  A^  der  Erümmungsmittel- 
^1  punkt  derselben  im  Ponkte 

A,  Kommen  0,0^,  -^j  -^i 
in  der  Phase  8'  in  die  Lagen 
a\  a\ ,  A\  A\ ,  so  bestimmt 
die  aus  P'  an  a\  gehende 
Tangente  auf  a  den  Be- 
rührungspunkt mit  a  nnd 
auf  a\  den  zugehörigen 
Erümmungsmittelpunkt  F; 
demselben  entspreche  für  0 
der  Erümmungsmittelpunkt 

B.  Dann  sind  A,  B  zwei  an- 
endlich benachbarte  Punkte  | 
der  HüUbahneTolute  a^;  die 
Normalen  in  A  und  B  bez.  zu 
PA  und  P'B  schneiden  sieb 
imErttmmungsmittelpnnkte 
A|  von  a|  an  der  Stelle  A.  1 

Wir  setzen  nun Pii  =  r,  LAPt^q>,  AA^=^s,  PA  =  ^,  P'B'^r+dr, 
LB'PY==g>  +  dq>j  P'B  =  ^  +  d^,  AAi  =  tf;  dann  ergiebt  sich 

AB 
dr^dg) 
Ziehen  wir  noch  PQJ^P'B,  so  ist,  von  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter 
Ordnung  abgesehen,  | 

AB  =  PA-CB 

'='Q'-{Q  +  dQ)  +  ducos{g>  +  dg>^  dt) 
ducos<p  —  dQf 

ducosq>  —  dQ 


also 

1) 


0  = 


dt  —  d(p 
Sei  femer  b»  der  Durchmesser  des  Wendekreises  für  die  Phase  S^  so 


ist  bekanntlich 

demnach 
2) 


rdusing> 


du 


rd^  —  dusinq) 


Durch  Anwendung  derselben  Formel  auf  die  Phase  S'  folj 


Uigitized  by  ^ 


%Q\e 


Q  +  dQ 
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(r  +  dr)du8in{q>  +  dq^) 


{r  +  dr){d^  +  dP&)'-du8in{q>  +  dip) 
oder  bis  anf  Grössen  erster  Ordnung 

, r  du  8inq>  +  du  {r  cos(p  dq>  +  drsinq>) 

^       ^  '^  {r  d^  —  du  3in(p)  +  {r  d^e  +  dr  d&  —  du  dg>  cos(p) 

_      rdusinq>  r*{d^d(p.cosq>  —  d^^9ing>)'-drdu8in^q> 

r  d&  —  dusing>  {r  d^  —  dusing))*  ' 

also 

Q.  ,        f'{d&dq>ca8q>^fi^8m(p)  —  drdusfn^g>. 

o)  aQ= .    ,  ■■ — 3 — : — r5 au. 

^  {rd^^dustn<pY 

Die  hierin  enthaltenen  anbekannten  Grössen  dr,  dq>  sind  leicht  zu  ermitteln. 

und 

P'Ä\^=^PÄ\^  +  du^'^2PA\.dueo8A\Pi 

oder  bis  anf  Grössen  erster  Ordnung 

=  PAi^-2du.PÄiC0sA^Pt 

=  r*  +  5*  —  2  du(r  co5g)  —  5«ng)), 

folglich  

P'S^  r'\'dr^  }/f^  —  2  du{r  co8(p  —  s  $ing>) 

4)  =r (rco^qo  — s«t«y) 

nnd  demnach 

5)  dr  = (r  cosg)  —  s  sing>). 

Es  ist  femer,  von  Grössen  zweiter  Ordnung  abgesehen, 

LA'FP^LB'P'P, 

also 

sinÄP'P=:8in(q^  +  dg>  —  dt) 

6)  =i8intp  +  {dg>  —  dT)co8g>. 

Andererseits  folgt  aus  A  PP'Ä 

PA' 
sinÄP'P  =  ^  8inA'PP\ 

Nun  geht  P-'J?  fttr  5  =  0  in  P'A'  über,  also  ist  nach  4) 

P'A'=r  —  ducosq> 
und  daher 


8inÄP'P= / sffi(9-d'^) 


=  (  IH cosg>j(8ing>  --d^cosqi) 

rd^  —  dusmw 

Durch  Vergleichung  mit  6)  folgt 

-.                                -         ,            rd^  —  dusinqi 
i)  aq>  —  aT  = • 

jl^fitized  by  VjOOQIC 
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Dann  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  3),  5),  7) 

ducos<p  "-dg 
_r^du\d^{2d&  —  dr)cosq>  +  d^&sinq>\  -Sr^du^d&8in<p  cosq>  +  sdu^sin^q; 
~  r(rd&  —  dusinq>)^ 

und   wir   erhalten   schliesslich   aus  1)   für   den   Erttmmungsradias  der 
Hüllbahnevolute  den  Werth 
ö^     _i^du\d9(2d^-dx)cosq)-\^d^&sinq>\-3r^du'd98ing>co8(p+8du^sin^q> 

(rd^-dusimpf 
Dabei  sind  r  und  du  wesentlich  positive  Grössen.  Die  Winkel  d&  =  ÄPÄy 
dx^tt\  q)  =  APt  sind  positiv,  wenn  der  zuerst  geschriebene  Schenkel  bei 
einer  Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers  den  Winkel  durchläuft;  s  wird 
positiv  gerechnet,  wenn  der  Winkel -^j PX  in  dem  eben  angegebenen  Sinne 
positiv  ist;  die  positive  Richtung  von  a  ist  derjenigen  von  8  entgegengesetzt. 
Für  8  =  0  verwandelt  sich  Gleichung  8)  in  die  früher  abgeleitete 
Formel  für  den  Krümmungsradius  der  Bahnevolute  des  System- 
Punktes  Ä*    Bezeichnen  wir  denselben  wieder  mit  r,  so  geht  8)  über  in 

9)  o  =  x  +  s{^)\ 

wobei   Q  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,    so  lange  A  und  A  aaf 
entgegengesetztem  Seiten  von  P  liegen. 

Betrachten  wir  in  9)  8  als  veränderlich,  so  wird  jedem  Punkte  Jj  der 
Geraden  ÄÄi  ein  Punkt  A|  auf  AA^  zugeordnet,  und  dann  sind  die  ent- 
stehenden Punktreihen  einander  ähnlich. 

^'  '  2.    Nehmen   wir  an,   der  augenblickliche  Be- 

rührungspunkt der  Gurven  a  und  a  sei  ein  Unda- 
lationspunkt  von  a,  so  ist  in  Gleichung  8)  r^oo, 
^  5  =  0,  und  wir  erhalten 


10)  a  = 


du(2d^-dT) 


C08g>  + 


ducPd^ 


■smtp' 


de^  —-r   .      ^^i 

Dann  liegt  der  Punkt  A  auf  dem  Rttckkebrkreise  x 
und  die  Gerade  AA,  geht  durch  den  Rückkehrpol  K; 
machen   wir   daher   in  Fig.  2  auf  der  Polbahnnor- 

und  auf  einer  Parallelen  zu  t 

dud^d^ 


12) 


ZU- 


d03 


so  ist  Aj  der  Pusspunkt  der  von  U  auf  A  K  gefäll- 
ten Senkrechten,  d.  h.  A^  liegt  auf  einem  Kreise  x,, 
der  K  und  U  zu  Gegenpunkten  hat.    Daher  der  Satz: 


a.  a.  0. 
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Die  Erümmungsmittelpunkte  der  Evoluten  aller  Hüllbahncar- 
ven,  welche  die  zugehörigen  Systemcarven  momentan  in  ün- 
dulationspunkten  derselben  berühren,  liegen  auf  einem  Kreise 
Xj,  der  durch  den  Rückkehrpol  geht. 

Aus  Gleichung  8)  folgt  ferner  durch  Auflösung  nach  5,  wenn  zugleich 
_       gdusingf 
gesetzt  wird,  ""- q  d9-du  Binq> 

^Q^du\d^{d&-{-dT)cos<p''€pd'sing)\-3Q^du^d98inq>co8g>-\-adu^sin^<p 

^  {gd^  —  dusintp)^ 

Hierdurch  wird  jedem  Punktepaare  B,  Bj  des  festen  Systems  ein  Punktepaar 
B^  B^  des  beweglichen  Systems  zugeordnet.  Insbesondere  ergiebt  sich  für 
p  =  oo,  tf  =  0  du(d&  +  dt)  ^  dud^&   . 

und  dann  befindet  sich  B  auf  dem  Wendekreise  w  und  B^  auf  einem  Kreise  le^^,  der 

TTund  98  zu  Gegenpunkten  hat,  wenn  in  Fig.  2  Wden  Wendepol  bezeichnet  und 

auf  n  du{d^  +  dT)      ^ 

^~  d»^ 

sowie  auf  einer  Parallelen  zu  ^  ^«.  ^a 

gemacht  ist  D.  h.:  Die  Krümmungsmittelpunkte  der  Evoluten 
aller  Sjstemcurven,  welche  die  zugehörigen  Hüllbahncurven 
momentan  in  ündulationspunkten  derselben  berühren,  liegen 
auf  einem  Kreise  w^^  der  durch  den  Wendepol  geht. 

3«  Wir  denken  uns  nunmehr  vier  unendlich  nahe  Systemphasen  in  all- 
gemeinster Weise  dadurch  festgelegt,  dass  für  irgend  zwei  Systemcurven 
J,  «  in  der  Phase  8  die  Punkte  LL^A\^  MMiMM^  gegeben  sind  — 
dabei  bedeutet  also  L  den  Krümmungsmittelpunkt  desjenigen  Punktes  der 
Cnrve  l,  in  welchem  sie  augenblicklich  ihre  Hüllbahn  k  berührt,  A  den 
entsprechenden  Krümmungsmittelpunkt  von  A,  X|  und  A^  die  zugehörigen 
Krflmmungsmittelpunkte  der  Evoluten  von  {  und  A,  und  es  ist  XA  senk« 
recht  zuZX^und  AA^.  Dann  soll  für  irgend  eine  andere  System- 
earve a  der  Krümmungsmittelpunkt  A|  der  Hüllbahnevolute 
construirt  werden,  wenn  die  entsprechenden  Krümmungsmit- 
telpnnkte  Ä,  A^  bekannt  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit  A^,  \*  die  Krümmungsmittel- 
punkte, die  an  Stelle  von  A,  A]  treten  würden,  wenn  der  augenblickliche 
Berührungspunkt  der  Curven  ly  X  ein  ündulationspunkt  von  l  wäre  —  oder 
mit  anderen  Worten  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Hüllbahn  bez.  der  HüU- 
babnevolute  der  Systemgeraden  XXi ;  es  seien  ferner  M*,  Mj*  die  entsprechen- 
den Punkte  für  die  Systemgerade  iSf  Jfj.  Alsdann  finden  wir  aus  X,  A,  Jf, 
M  die  Punkte  A^,  M*,  sowie  den  Rückkehrpol  K  und  den  Wendepol  W  mit 
Hilfe  der  Bobil Herrschen  Construction.  Setzen  wir  nun  PL  =  ry  /*A  =  9, 
LL^^s,  AA,=»ö,  LLPt^qf,  PTr=PK  =  ^«,  so  ist  nach  Gleichung  10)^^t^ 
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'^  ^  =  d^3  5 

ans  Oleiohang  8)  folgt  aber 

du  \d^(2  d^  -  dx)  eo8(p  +  d*'»  simp] 
_     /r  d^  —  du  8m(pY       fdusinq>\^     Sdu^d^sinipcosip 

also  erhalten  wir  mit  Bücksicht  auf  2) 

oder,   wenn  L^  den  Fussponkt  des  von  W  auf  PZ  gefiülten  Lothes  be- 
zeichnet, 

.3,        ..V  =  ..,(^/-...(-.)'h.,:?%^. 


ng,s. 


Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Strecke  A^A^*  eine  einfache  ConstructiöB 
Bezüglich  der  Ausführung  verweisen  wir  auf  Fig.  3:  in  derselben  ist 

Uigitized  by  '^^JKJKJWiy^ 


Von  Prof.  Dr.  B.  Müllbb.  263 

P^  senkrecht  zu  PL  and  gleich  S.WL^,  L^d  parallel  zu  ZSR,  also 

In  ganz  derselben  Weise  finden  wir  den  Punkt  M^*,  und  dann  ist 
durch  Ai*,  M*  und  den  Eückkehrpol  K  der  Kreis  x^  bestimmt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  der  gesuchte  Krümmungsmittelpunkt  A^ 
leicht  zu  ermitteln.  Sind  nftmlich  Ä^  und  A*  bez.  die  Pusspunkte  der  von 
W  und  K  auf  PÄ  gefällten  Lothe  und  trifft  die  Gerade  KA*  den  Kreis  x^ 
in  Ai*,  80  ist  nach  Gleichung  13) 

A*v=AA,(^-^j  -^^Atz;  +^ — PÄ — 

folglich  haben  wir  die  Strecke  AAi  zu  construiren  nach  der  Formel 
,,,  =  (,.,,_3.-^).(-)V....(-)*. 

4.  Aus  diesen  Darlegungen  folgt  zugleich  eine  Lösung  der  Aufgabe, 
die  Krümmungsradien  Qn^  9p  der  Polbahn  bez.  der  Polcurve  zu 
construiren,  wenn  vier  aufeinander  folgende  Systemlagen 
darch  die  Punkte  iAXjAi,  JfMJfiMi  gegeben  sind.  Ertheilen  wir 
nämlich  der  Strecke  Qn  das  positive  Vorzeichen ,  wenn  der  betreffende  Krüm- 
mongskreis  unterhalb  der  Polbahntangente  liegt,  und  rechnen  Qp  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  positiv,  so  ergiebt  sich  aus  Fig.  1 

du 

und  es  ist  1       1  „  1  _  ^^ 

Qp       Qn        iw       du 
"^  du 

^^^d^-dx 
Haben  wir  nun  den  Kreis  x,   in  der  vorhin  angegebenen  Weise  ermittelt 
und  schneidet  derselbe  die  Polbahnnormale  in  Z  (Fig.  2) ,   so  erhalten  wir 
mit  Rücksicht  auf  Gleichung  11)   die  leicht  zu  construirenden  Ausdrücke* 

^'""D^-KX       W^'     ^'      KZ 

5.  Wir  entwickeln  im  Folgenden  noch  eine  zweite  Construction  für 
den  Krümmungsmittelpunkt  der  Hüllbahnevolute.  Durch  Gleichung  9)  ist 
die  Bestimmung   des   Punktes    A   zurückgeführt  auf  die  Ermittelung   des 

*  Vergl.  auch  Grübler,  Die  Krümmung  der  Polbahnen,  diese  ZeitBchrifb, 
Bd.  34  S.  305.  Bilden  wir  die  Gleichung  8)  sowohl  für  i,  als  für  M,  so  finden 
wir  durch  Elimination  von  d*^  nach  kurzer  Rechnung  die  von  Herrn  Grübler 

abgeleiteten  Formeln  fElr  —  und  — . 
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Erümmungsmittelpunktes  91  für  die  Evolate  derjenigen  Bahncurve,  die  der 
Punkt  A  beschreibt ,  wenn  derselbe  als  Systempunkt  betrachtet  wird ,  und  für 
diese  Aufgabe  haben  wir  früher  eine  einfache  Lösung  abgeleitet  unter  der 
Voraussetzung,   dass  der  Wendekreis  und   gewisse  Bestimmungsstücke  der 
Ereispunktcurve   bekannt   sind.*      Es   dürfte  angemessen  sein,   die   damals 
gefundene  Construction  zunächst  kurz  jcu  wiederholen. 
Setzen  wir  in  Gleichung  8)  5  =  0  =  0,  so  folgt 
14)    r\dd'{2d^'-dt)cos(p  +  d^^sinq)\  —  Sdud^sin(pco8q>=^0 
als  Polargleichnng  der  Ereispunktcurve  des  Systems  in  der  Phase  S,  d.  h. 
des   Ortes   derjenigen  Systempunkte,   die   augenblicklich  Bahnelemente  mit 
stationärem  Erttmmungskreise   durchschreiten.     Die  Ereispunktcurve  hat  in 
P   einen  Doppelpunkt   mit  den  Tangenten   t  und   «;    für  die  zugehörigen 
Erümmungskreise  c  und  e  erhalten  wir  aus  14)  bez.  die  Gleichungen 

lO)  ,r=:____ —stfifp 

2d&-'dT 
und 

Sdud& 
16)  «'=— IFZ «wqp. 


d^& 


Fig.  4. 


ir' 


?l^A, 


*  a.  a.  0. 
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Sind  nun  die  Kreise  c   und  e,   sowie  der  Wendekreis  w  gegeben,   so 
ist  hierdurch  die  Bewegung  des  Systems  aus  der  Phase  S  in  die  drei  un- 
mittelbar folgenden  Phasen   bestimmt,  und   dann  ergiebt  sich,  wie  früher 
abgeleitet  wurde,  zu  irgend  einem  Sjstempunkte  A  der  Erümmungsmittel- 
pankt  %  seiner  Bahnevolute  in  folgender  Weise.     (Fig.  4.)     Wir  verbinden 
A  mit  dem  Wendepol  TT,   errichten  in  P  zu  PA  ein   Loth,    welches  die 
Polbahnnormale  n  in  Z7  schneidet  >  ziehen  Z7A  parallel  zu  n  bis  A  auf  PA 
und  durch  A  eine  Parallele  zu  PTJ\  dieselbe  trifft  X  TT  in  Z.     Sind  ferner 
C  und  'E  bez.  die  Schnittpunkte  von  c  mit  n  und  von  e  mit  PA ,  und  trifft 
?U  die  Gerade  AC  m  C\  eine  durch  E  gehende  Parallele  zu  n  in  E\  so 
projiciren   wir  die  Punkte  C\  E'  aus  A  auf  PZ  und   die  so  gefundenen 
Punkte  C'\  E"  aus  TJ  auf  ^Z.    Erhalten  wir  hierdurch  die  Punkte  C"\  E" 
so  ist  A 31  =  3. C'"J?'",  wobei  wir  die  Strecke  C'"J57"' von  A  aus  entgegen 
gesetzt  zu  AZ  aufzutragen  haben,  weil  in  unserer  Figur  der  Punkt  E'  ausser 
halb  der  in  der  Bichtung  von  P  nach  U  durchlaufenen  Strecke  PC'  liegt 

Durch  dieselbe  Construction  finden  wir  aber  auch  den  Krümmungsmittel 
pankt  Ai  der  Hüllbahnevolute  einer  Systemearve  a,  wenn  A  den  Krümmungs 
mittelpunkt  von  a  bezeichnet  und  wenn  überdies  der  zugehörige  Krüm 
mnngsmittelpunkt  A^  der  Evolute  von  a  gegeben  ist.    Es  ist  nSmlich  nach  9) 

AA.=Aa+^^.(^y; 

machen  wir  daher  auf  PTJ  die  Strecke  PT=PA  und  ziehen  A^Q  senk- 
recht iviAT  bis  PAj  00'  parallel  zn  AT  bis  u4u4,,  ÖV  parallel  zu  A^O 
bis  PA ,  so  erhalten  wir  den  Punkt  A^  >  indem  wir  die  Strecke  A  0"  von  31 
aus  entgegengesetzt  zu  AA^  auf  A31  abtragen. 

6,  Sind  nun  vier  unendlich  benachbarte  Systemlagen  wie  unter  3  de- 
finirt  durch  Angabe  der  Punkte  LAL^\,  3fMlf^M|,  und  soll  zu  irgend 
einem  Punktepaare  A^  A^  der  Punkt  A^  nach  dem  zuletzt  entwickelten  Ver- 
fahren construirt  werden,  so  müssen  wir  zuvor  die  Kreise  c,  e  aus  den 
Daten  der  Aufgabe  bestimmen.  Bezeichnen  wir  die  Durchmesser  von  e,  e 
bez.  mit  bc,  b«,  so  ist  nach  15)  und  16) 

im  h  ~   Saude 

oder  mit  Bücksiebt  auf  die  Gleichungen  11)  und  12)  (Fig.  2) 
.        SiJ"      .        3  b«,« 

und  hiernach  können  wir  b^  b*  leicht  construiren,  sobald  wir  den  Kreis  Xj 
in  der  vorher  angegebenen  Weise  bestimmt  haben. 

Einfacher  gestaltet  sich  aber  die  Construction  von  bc,  bei  wenn  wir 
zunächst  die  Punkte  X©,  M^  ermitteln,  in  denen  bez.  die  Geraden  PX, 
PM  die  Kreispunktcurve  schneiden. 
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wir  Pio  =  ro  und  wie  oben  LLPi^fpy  so  folgt  aus  Glaich- 


ong  14) 


rn  = 


^dud^sm(pcosq> 


®      d^  (2  d^  —  dt)  co8q>  +  (P^  smtp 
Nun  ist  aber  in  Fig.  3        ^        ^                               ^ «    .      » 
A*  a!       du\d^(2  dO  -  dt)  cosQ)  +  d«0  ^^i 
A*  A  1  =  — " T—i » 

mithin  wird 


dd^ 


rA  =  - 


3bM,^m<pco5<p      Pi^c^^P3[l 


PaJ 


A*A,*  A*A/ 

Machen  wir  daher  in  Fig.  3  DD  =  {RSR,  —  @®i,  so  erhalten  wir  den 
io,  indem  wir  durch  SR  zu  Oi+  eine  Parallele  ziehen.  \ 

Wir  denken  uns  in  derselben  Weise  den  Punkt  M^  bestimmt  und  bk 
zeichnen  PM^  mit  r\,  LMPi  mit  <p.  Bilden  wir  dann  die  Gleichung  dl 
Kreispunktcurve  sowohl  für  den  Punkt  io,  als  für  M^  und  eliminiren  vi 
sehen  beiden  Gleichungen  d*^  bez.  2d^  — dr,  so  ergiebt  sich  nach  I 


und  18) 


bc  = 


roroW>(y  — <p) 


te  = 


8mq>  sing)'(r(^C08q>'-'  r\co8q>) 
rof'o  m(y  — y) 


eosqi  cosq)\rQ8inq>  —  r^srng)') 

Fig.  5. 


i 

Seinunini 
gdieVerbindu 
linie  des  Polei 
"^^  mit  dem 

^^>,  punkte  der 

^  ^  ^  gezeichneten  C 

v.^     deniilfundAl 
so  ist  bekannt] 

femer  JJundJt 

die  Schnittpnnk 

^  ~  ~D     der  Geraden  Lq  äJj 

mit  q  und   mit  einer  Normalen  in  P  zn  g  und  bezeichnen  wir  LL^Er' 

mit  1^,  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  LqM^  mit  h^  so  erhalten  wir    | 

rprogmCop  — y")  L^M^^h 


folglich  wird 


rQsmq>—  r^  sin  tp 


LqMq.cos^ 


^PJ, 


Lf^MQ.sintif 


-PH, 


8tn(p  stntp  cosqtcosq> 
Hieraus  ergiebt  sich  aber  die  folgende  einfache  Constrnction.  Wir  «leben 
durch  J  und  H  bez.  Parallelen  zu  PS,  PJy  bestimmen  die  Schnittpunkte 
Fy  Q  derselben  mit  PL^  und  errichten  in  F  und  G  zu  PLq  die  Lothe  FC 
und  QD.  Schneidet  FC  dii^  Polbahnnormale  in  C,  GD  die  Polbahntangente 
in  i>,  so  sind  C  und  B  die  Gegenpunkte  von  P  bez.  in  den  Kreisen  C  und  «• 
Braunschweig,  lO.Mai  189L ;,g,„zea.yGoOQle 


Fig.6. 


•i. 
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Die  BestimninTig  der  Ereispunktcurven  eines  ebenen 
Oelenkvierseits. 

Von 

Prof.  Dr.  C.  Rodenbebg 

in  Hannover. 

Hierzu  Taf.  IX. 


Für  die  Belatiybewegang  zweier  starrer  Systeme  a^  und  a^  ist  durch, 
die  bekannten  B  ob  i  liier 'sehen  Constructionen  die  quadratische  Verwandt- 
schaft der  Erümmungsmittelpunkte  gegeben,  sobald  zu  zwei  Punkten  Ä^y  B^ 
von  0}  die  ihnen  bez.  entsprechenden  A^^  B^  gegeben  sind.  Mit  der  nächst- 
folgenden Aufgabe,  der  Construction  des  Ortes  derjenigen  Punkte  des  einen 
Systems,  welche  in  Bezug  auf  das  andere  Bahnen  mit  stationären  Erttm- 
mungskreisen  beschreiben,  beschäftigt  sich  dieser  Aufsatz  und  löst  die  Auf- 
gabe iinter  der  Voraussetzung,  dass  die  Bobillie raschen  Bestinmiungs- 
elemente  die  hervorgehobene  ausgezeichnete  Eigenschaft  besitzen,  also  den 
gesuchten  Orten  h^  und  Ä^,  den  „Ereispunktcurven^  angehören.  Diese 
Voraussetzung  trifft  zu  bei  den  Gegenseiten  Ä^B^  und  A^B^  eines  Gelenk, 
vierseits  (Fig.  1) ,  weil  hier  die  Bahnen  der  (^elenkpunkte  A^^  B^im  System 
(Tg  Ereise  sind,  und  natürlich  auch  umgekehrt  £^j  B^  in  c^  Ereise  be- 
schreiben. 

Nun  hat  Herr  Burmester*  den  Satz  bewiesen:  Sind  vier  Belativ- 
lagen  zweier  Systeme  ^i  und  0^  gegeben ,  so  erfOllen  diejenigen  Punkte  des 
einen  Systems,  deren  vier  Lagen  im  andern  System  sich  auf  einem  und 
demselben  Ereise  befinden,  eine  Focalcurve  dritter  Ordnung.  Für  vier  con- 
seeutive  Lagen  bei  continuirlicher  Bewegung  gehen  jene  Gurven  natür- 
lich in  die  von  uns  gesuchten  Tc^  und  lo^  über,  aber  es  ist,  wie  es  scheint, 
nicht  möglich,  die  von  Herrn  Burmester  gegebenen  Constructionen  auf 
den  vorliegenden  Fall  zu  übertragen. 

Behufs  einer  ersten  Orientirung  über  das  Verhalten  dieser  Curven  \ 
und  ÄSg  betrachten  wir  den  speciellen  Fall  eines  gleichschenkligen  Gelenk- 
trapezes.  Sei  in  Fig.  1  dementsprechend  A^A^^B^B^^  J^B^^A^B^.  Dann 

*  Vergl  „Lehrbuch  der  Kinematik^,  Bd.  I  Abschn.  9.  r^  ^ 
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ist,  wie  die  in  der  Figur  angedeutete  B  ob  i  liier 'sehe  Construction*  ergiebt, 
die  Rollcurventangente  t  der  Glieder  a^ ,  a^  parallel  Ä^  By  und  die  Normale  n 
eine  Symmetrielinie  der  Figur.  Auf  dieser  Geraden  sei  0^  C^  ein  Paar  sich 
entsprechender  Krümmungsmittelpunkte.  Der  bemerkten  Symmetrie  wegen 
müssen  aber  die  Krümmungskreise  aller  Bahnen  von  solchen  Punkten  eine 
gerade  Anzahl  von  Punkten  im  Berührungspunkte  mit  der  Bahncorve 
gemein  haben,  d.h.  mindestens  vier;  und  irgend  ein  i'nnkt  (7|  liegt  daher 
auf  Jc^^  C^  auf  k^.  Jede  der  Curven  k^  und  k2  zerföllt  demnach  in  die 
BoUcurvennormale  n  und  in  einen  Kreis.  Da  diese  Kreise  sich  in  der  qua- 
dratischen Verwandtschaft  entsprechen,  so  berührt  jeder  von  ihnen  die  Boll- 
curvenlangente  im  Pole  12.  Für  die  vier  in  Betracht  kommenden  consecn- 
tiven  Lagen  kann  die  Bewegung  auch  durch  das  Vierseit  A^C^  C^A^  bewirkt 
werden  y  und  da  man  von  diesem  ausgehend  auch  umgekehrt  wieder  das 
ursprüngliche  Trapez  construiren  kann,  so  folgt: 

1.  Enthält  eine  Kreispunktcurve  einen  einzigen  Punkt  der 
BoUcurvennormale,  welcher  nicht  dem  Pole  unendlich 
nahe  liegt,  so  zerfällt  die  Curve  in  jene  Normale  und 
in  einen  Kreis,  welcher  die  Rollcurventangente  im  Pole 
berührt.  Genau  so  verhält  sich  die  Kreispunktcurve 
des  zweiten  Systems. 

Insbesondere  gehören  dann  auch  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Boll> 
curven  den  Kreispunktcurven  an,  und  umgekehrt: 

2.  Besitzen  in  einem  Augenblicke  der  Bewegung  die  Boll- 
curven  im  Pole  stationäre  Krümmungskreise,  so  zer- 
fällt jede  Kreispunktcurve  so,  wie  im  Satz  1  angegeben. 

Für  das  Gelenkvierseit  folgt  aus  1.  insbesondere: 
la)  Liegen    bei    einem   Gelenkvierseit   zwei   entsprechende 
Gelenkpunkte  zweier  Gegenseiten^  auf  der  Bollcnrven- 
normalen,  so  besteht  die  Kreispunktcurve  jedes  dieser 
Glieder  aus  der  Normalen  und  einem  Kreise,   welcher 
die  Rollcurventangente  im  Pole  berührt  und  daher  dnreh 
den  zweiten  Gelenkpunkt  eines  jeden  der  betreffenden 
Glieder  bestimmt  ist. 
Eine  nicht  zerfallende  Kreispunktcurve  kann  daher  von  der  BoUcurven- 
normalen  nur  in  drei  dem  Pole  unendlich  nahe  liegenden  Punkten  getroffen 
werden  und  es   ergiebt  sich  leicht,   dass  eine  solche  Curve  sich  in  Bezug 
auf  die  Rollcurventangente   ebenso   verhält.     Denn  einem  Punkte  X,  der 
Tangente  entspricht  in  der  quadratischen  Verwandtschaft  als  X^  stets  der 
Pol;  der  vollständigen  Reciprocität  von  k^  und  k^  wegen  ist  also  ein  Punkte- 
paar,    welches   nicht   dem   Pol  unendlich  nahe  liegt,    im  Allgemeinen  un- 
möglich. 


•  Vergl.  BurmCBter,  „Lehrbuch  der  Kinematik'*,  Bd,  1  S^Zflg. 
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Darans  folgt: 

3.  Bei  continuirlicber  Bewegnng  hat  jede  EreispunktcurTe 
den  Pol  zum  Doppelpunkt,*  dessen  ausgezeichnete  Tan- 
genten die  Rollcurventangente  und  -Normale  sind. 

Eine  solche  Curve  wird  bekanntlich  erzeugt  durch  die  Schnittpunkte 
entsprechender  Gurven  eines  Ereisbüschels  mit  •  vereinigten  Basispunkten 
und  eines  ihm  projectiven  Strahlenbüschels,  dessen  Strahlen  durch  die 
Mittelpunkte  der  ihnen  zugeordneten  Kreise  gehen.  Der  geradlinige  Ort 
der  Mittelpunkte  heisst  die  Focalaxe,  das  Centrnm  des  Strahlenbttschels 
das  Focalcentrum  der  Focalcurve.  Die  Focalaxe  geht  durch  den  Doppel- 
punkt und  dessen  Tangenten  halbiren  die  beiden  Winkel,  welche  von  der 
Verbindungslinie  des  Focalcentrums  mit  dem  Doppelpunkte  und  der  Focal- 
axe eingeschlossen  werden. 

Da  nun  nach  der  Bobilli  er 'sehen  Construction  die  Tangenten  des 
Doppelpunktes  als  bestimmt  angesehen  werden  können,  so  erscheint  die 
anfangs  gestellte  Aufgabe  nunmehr  in  der  Form:  Aus  zwei  Punkten  il^, 
B^  (Fig.  3)  einer  Focalcurve  mit  dem  Doppelpunkte  P  und  dessen 
Tangenten  Pt  und  Pn  das  Focalcentrum  F  und  die  Focalaxe  f 
zu  construiren. 

Denken  wir  zunächst  in  Fig.  2  ausser  Pt  und  Pn  nur  einen  Punkt, 
etwa  A^  gegeben  und  suchen  den  geometrischen  Ort  der  F  aller  dann  noch 
möglichen  Focalcurven.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durch  Ä^  und  P 
gehenden  Kreise  ist  die  zu  Ä^P  in  ihrer  Mitte  Ma  errichtete  Senkrechte. 
Ist  M  der  Mittelpunkt  eines  solchen  Kreises  und  macht  man  L  MPn 
^LnPF=a,  so  ist  offenbar  der  Schnittpunkt  F  der  Geraden  PF  mit 
A^M  ein  Focalcentrum,  PM  die  zugehörige  Focalaxe  einer  Curve  der  mög- 
lichen Schaar.  Nun  ist  aber  LMPA^  =  LMA^P=ß  und  daher  LPFA^ 
=  180°  — 2(a  +  /3),  d.  h.  constant.  Der  gesuchte  Ort  der  Punkte  F  ist 
daher  ein  Kreis,  dessen  Durchmesser  die  von  den  Tangenten  des  Doppel- 
punktes auf  MMa  abgeschnittene  Strecke  ist. 

Für  B^  erhalt  man  in  gleicher  Weise  einen  solchen  Kreis  und  daher 
die  Vorschrift: 

Um  zu  zwei  einander  gegenüberliegenden  Seiten  eines  Oe- 
lenkvierseits  -^i-Bj,  -^s-^s  die  Kreispunktcurven  k^  und  Jc^  zu 
construiren,  verbinde  man  zur  Bestimmung  von  k^  (Fig.  3)  A^ 
und  Bj^  mit  dem  Pole  P,  errichte  in  den  Mitten  Ma  und  Mt  dieser 
Geraden  Senkrechte,  schneide  sie  mit  der  Rollcurventangente 
Pt  und  -Normalen  Pn,  und  beschreibe  über  die  hierdurch  auf 
jenen  Senkrechten  abgeschnittenen  Strecken  als  Durchmesser 
zwei  Kreise,   welche  sich  ausser  im  Pole  im  gesuchten  Focal- 


*  Dass  ein  Doppelpunkt  auftreten  müsse,  theilte  mir  Herr  A.  Schönflies 
brieflich  mit. 
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centrnm  F'  treffen.  Die  Focalaxe  f  ergiebt  sich  dann  ortho- 
gonal symmetrisch  zu  "PF'  in  Bezug  auf  P^  oder  Pn.  Aus  J|^| 
erhftlt  man  in  derselben  Weise  P'\  wenn  man  nicht  vorzieht, 
1^  aus  der  quadratischen  Verwandtschaft  zu  construiren. 

Hervorgehoben  sei,  dass  sich  weder  die  Focalcentra,  noch  die  Focal- 
axen  in  der  quadratischen  Verwandtschaft  entsprechen. 

Die  Focalaxe  tri£ft  ihre  Curve  in  dem  einzigen  reellen  unendlich  fernen 
Punkte,  welchen  sie  besitzt,  und  dieser  ist  Erttmmungsmittelpunkt  der  Bahn 
des  Schnittpunktes  jenes  Strahles  mit  der  andern  Focalcurve,  d.  h.  dieaer 
Punkt  beschreibt  einen  ündulationspunkt;  wir  nennen  ihn  mit  Hrn.  Mehmke 
den  BalTschen  Punkt;  er  gehört  natürlich  auch  dem  Wendekreise  des  letzten 
Systems  an.  In  Fig.  4  sind  \  und  1^  gezeichnet.  Der  Wendekreis  von  \ 
ist  w\  der  BalTsche  Punkt  U^\  für  e^  sind  w"Y^  die  analogen  Gebilde. 
Wir  fassen  noch  einmal  zusammen: 

4.  Die  Focalaxe  einer  Ereispunktcurve  trifft  den  Wende- 
kreis des  andern  Systems  ausser  im  Pole  noch  in  dem 
Ball'schen  Punkte,  welcher  insbesondere  einen  ündu- 
lationspunkt beschreibt. 
Die  Kreispunktcnrven  \  und  ^^  können  sich,  ausser  im  Pole  nnd  in 
den  imaginären  Ereispunkten  auf  der  unendlich  fernen  Geraden,  nirgends 
schneiden ,  da  ein  solcher  Schnittpunkt  sich  in  der  quadratischen  Verwandt- 
schaft selbst  entsprechen  müsste,  eine  Eigenschaft,  welche  nur  den  erwShn- 
ten  Punkten  zukommt.     Im  Pole  liegen  daher  3.3  —  2  =  7  Schnittpunkte 
vereinigt»  und  da  deren  auf  jeder  Doppelpunktstangente  mindestens  drei 
liegen,   so  haben  wir  auf  der  einen  drei,  auf  der  andern  vier.     Im  Falle 
der  Ausartung  jeder  dieser  Gurven  in  einen  Ereis  und  der  Bollcurvennor- 
malen  haben  wir  auf  dieser  Geraden  unendlich  viele  Schnittpunkte  von  \ 
und  A^g,  auf  der  Bollcurventangente  nur  drei,   denen  auch  nie  ein  vierter 
beitreten  kann,  da  ausserhalb  des  Poles  kein  Schnittpunkt  reell  vorhanden 
ist.     Der  Schluss,  dass  im  Allgemeinen  die  Zweige  von  k^  und  Jb^  sich 
an  der  Bollcurvennormalen   osculiren,   an  der  Bollcurventan- 
gente einfach  berühren,  wird  durch  Anschauung  der  Figur  4  bestätigt 
Doch  möge  diese  Thatsache  durch  die  folgende  analytische  Behandlung  noch 
einmal  erwiesen  werden. 

Bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  Doppelpnnkts- 
tangenten,  ergiebt  sich  aus  der  oben  angegebenen  projectiven  Erzengongs- 
weise  leicht  als  Gleichung  einer  Ereispunktcurve: 

mit  der  Geraden 

als  Focalaxe  und  dem  Punkte  ^  dessen  Coordinaten 

=  _i_       R-        ^ 
smd,  als  Focaicentrum. 
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Ffir   ansere  Entwickelang  ist  es  zweckmftssiger,  Polarcoordinaten  r,  tp 

durch  die  Gleichungen 

r  =  x.cosg>f    y  =  r.sinq) 

einzuführen,  wodurch  die  Curvengleichung  übergeht  in: 

1  a     ,     h 

r       sintp     co8q>^ 
die  Coordinaten  e,  ^  des  Focalcentmms  in  der  Form 

c= —  >    <W^  =  — 

erscheinen ,  und  der  Winkel  «&*,  den  die  Focalaxe  mit  der  Abscissenaxe  ein- 
»chliesst,  bestimmt  ist  durch  <ö^*  =  — -— • 

0 

Sei  nun  die  BoUcurvennormale  die  Axe  9^  =  0,   und  haben  die  ge- 
gebenen Punktepaare  ÄiÄ^^  ^i^%  ^^^  Coordinaten  der  Klammern  in  der 

Schreibweise:         a  n   .\      a  /i     \       r.  /       x      t>  /       \ 
Mh^)^   Mh^)\    ^i(«»iZ),   ^2(»»2%)» 

wo  aus  Zweckmässigkeitsgründen  die  Argumente  if'  und  %  nur  Werthe  zwischen 

0®  und  180^  die  Badien  vectoren  aber  negative  Werthe  annehmen  sollen, 

wenn  bei  sonst  üblicher  Zählung  das  Argument  zwischen  180^  und  360^  liegt. 

Dann  bestehen  infolge  der  quadratischen  Verwandtschaft  die  Beziehungen 


««*(i-i)  =  '^^''(i^-i^)=T 


WO  d  der  Durchmesser  des  Wendekreises  ist.  Hierbei  ist  jedoch  zu  be- 
merken, dass  in  einer  Klammer  statt  d^  Differenz  die  Summe  zu  nehmen 
ist,  sobald  A^  und  A^  (oder  B^  und  ^2)  ^^^  verschiedenen  Seiten  des  Strahles 
vom  Pole  aus  liegen,  da  die  Argumente  von  A^  und  A^  als  gleichwerthig 
und  nicht  als  um  180^  verschieden  aufgefasst  werden. 
Setzt  man  nun  als  Gleichungen  von  ^  und  Je^  bezw. 

r       sintp     costp      r       sintp     V08g> 

li       «ini/;     cosiu      m^      sinx      008%^ 
I2      sin^     005t[;'    114      sinx     cosx 

Zi       ^2       8%ntlf^  *     ^^^cos^f     '       * 

—  -  —  =  ^(01-02)+ —  (^-^) 
Wj     «Wj      smx  cosx 

und  durch  Elimination  von  h^  —  h^ 

^* (r *" I")  "  ^^'^\m''mJ  "^  ^^1""^^  ^^**  "■  ^^^'     ^ 
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Der  Ausdruck  linker  Hand  muss  aber  nach  der  obigen  VerwandtBchaftogleicb- 
ung  verschwinden,  d.  h.  es  ist  entweder 

ttj  =  a,   oder  t^  =  x» 
Im  letzteren  Falle  hätten  wir  ein  durchschlagendes  Kurbelgetriebe  in  einer 
Verzweigungslage,  die  Punktepaare  würden   den  Pol  nicht  mehr  eindeutig 
bestimmen  und  die  Kreispunktcurven  ausarten.     Schliessen  wir  diesen  Fall 
aus,  so  bleibt  im  Allgemeinen  nur 

D.h.:  "'  =  «*• 

5.  Nimmt  man  die  Bollcurvennormale  zur  Axe  9^  =  0  eines 
Polarcoordinatensystems  rg),  so  sind  die  Oleiehungen 
der  Kreispunktcurven  \  und  Ä;^  bezw. 

r       sinq>     cosq>^     r       8inq>      cosq> 
Um  das  bereits  bemerkte  Verhalten  der  Curven  im  Ursprung  nachzu- 
weisen ,  nehmen  wir  zunächst  die  Coefficienten  von  -: —  als  verschieden  an 

8mq> 

und   lassen    sie   dann  einander  gleich   werden.      Durch  Subtraction  beider 
Gleichungen  I  unter  Annahme  desselben  Werthes  von  r  in  beiden,  erhalten  wir 

Oc=-^  (0^-0,)  +  — (5,-6,) 
sintp^  *     ^'      costp     '       * 

und  daher  als  Argument  des  einzigen   ausserhalb  des  Poles   im  Endlicben 
liegenden  Schnittpunktes 

Werden  nun  durch  stetige  Aenderung  a,  und  Og  einander  gleich,  so 
wird  <p  =  0,  d.  h.  der  Punkt  rückt  auf  dem  Zweige,  welcher  die  Rollcarven- 
normale  berührt,  in  den  Pol,  wie  oben  ausgesprochen  wurde. 

Nach  Erledigung  des  allgemeinen  Falles  mögen  noch  einige  Sonder- 
lagen des  Gelenkvierseits  betrachtet  werden,  in  denen  die  eine  oder  beide 
Kreispunktcurven  ausarten,  wie  wir  es  bei  den  einleitenden  Beispielen  schon 
beobachten  konnten.  Dabei  wird  sich  die  folgende  Bemerkung  als  nützlich 
erweisen.  Wenn  ein  Zweig  einer  Focalcurve  mit  Doppelpunkt  in  diesem 
von  einem  Kreise  berührt  wird,  so  haben  beide  Curven  dort  (mindestens) 
drei  unendlich  nahe  Punkte  miteinander  gemein ,  und  können  sich  daher 
ausser  in  den  imaginären  Kreispunkten  nur  noch  in  einem  weiteren  Punkte 
schneiden ,  oder  sofern  noch  zwei  Schnittpunkte  nachgewiesen  werden  können, 
enthält  die  Focalcurve  den  Kreis  als  einen  Theil.  Daraus  folgt  für  eine 
Kreispunktcurve:  Berührt  der  durch  zwei  Gelenkpunkte  eines  und  desselben 
Gliedes  eines  Gelenkvierseits  und  den  Pol  in  Bezug  auf  das  g^enttber- 
liegende  Glied  gelegte  Kreis  die  Bollcurventangente  oder  -Normale,  so  zer- 
fällt die  Kreispunktcurve  des  ersten  Gliedes  in  jenen  Kreis  und  seinen  durch 
den  Pol  gehenden  Durchmesser.     In  beiden,   wesentlich  voneinander  ver- 
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flchiedenen  Fällen  besitzen  auch  die  Ereispunktcurren  ^3,  Jc^  des  andern  Paares 
von  Gegenseiten,  deren  Systeme  darch  03,  0^  bezeichnet  seien,  bemerkens- 
wertfae  Eigenschaften,  weshalb  deren  Betrachtung  gleich  nebenher  mit 
erledigt  werden  soll. 

Wird  (Fig.  ö)  die  BoUcnrventangente  t^^  im  Pole  P^^  vom  Kreise  durch 
Ä^B^  berührt,  so  ist  die  A  ronhold 'sehe  CoUineationsaxe  des  Normal- 
strahlenpaares Pis^],  -Pis-^i  parallel  -^j^i,  daher  auch  A^BiWÄ^B^y  und 
aach  der  durch  A^B^  und  P^^  gelegte  Kreis  berührt  t^^.  In  diesem  Falle 
ist  also  der  Pol  P^  des  andern  Paares  von  Gegenseiten  a^a^  unendlich  fem. 
Die  Bollcurrentangente  ^34  ist  gegeben  durch  die  Beziehung:  Abstand  P^^ 
von  A^Bi  =  Abstand  der  Geraden  Ä^B^  und  i^^.  Die  Bollcurvennormale 
ist  die  unendlich  ferne  Gerade  n^^^g,  und  diese  hat  mit  jeder  der  Kreispunkt- 
cunren  k^  und  k^  fünf,  und  folglich  uuendlich  viele  Punkte  gemein,  d.  h. 
jede  Curve  zerMlt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  eine  Hyperbel ,  deren 
eine  Asymptote  ^34  ist.  Wie  sich  durch  Grenzübergang  ans  der  allgemeinen 
CoDstruction  des  Focalcentrums  ergiebt,  rückt  dieses  in  den  unendlich  fernen  « 
Pol  P34  und  die  Focalaze  f&llt  mit  ^34  zusammen.  Das  die  Focalcurve  er- 
zeugende Btrahlenbüschel  ist  also  ein  Parallelstrahlenbüschel  zu  ^34  und  die 
Kreise  des  Kreisbüschels  zerfallen  in  die  Normalen  zu  ^34  und  die  unendlich 
ferne  Gerade.  Nur  die  Normalen  kommen  bei  der  Erzeugung  einer  der 
Hyperbeln  in  Betracht,  diese  ist  daher  gegenseitig.  Von  den  beiden  erzeu- 
genden Strahlenbüscheln  sind  durch  die  gegebenen  Curvenpunkte  drei  Strahlen- 
paare gegeben,  nämlich  für  jM  die  Paare  ^34,  1134«;   B^R^j  die  Normale 

von  l^sj  zu  ^34;  ^^,  die  Normale  von  j^sj  zu  ^34.    Man  findet  hieraus 

das  Perspectivcentrum  der  beiden  Büschel,  für  \  sowohl  als  für  k^^  im 
Fasspnnkt  der  vom  Pole  P^^  anf  ^34  gefällten  Senkrechten  gelegen;  letztere 
Senkrechte  ist  daher  die  gemeinschaftliche  zweite  Asymptote.  Da  die  Wende- 
kreise der  Systeme  in  die  BoUcurventangente  und  in  die  unendlich  ferne 
Gerade  zerfallen,  so  giebt  es  keinen  einzigen  Punkt,  welcher  einen  ündu- 
lationspunkt  beschreibt  Ganz  anders  gestaltet  sich  die  Sache  bei  der  be- 
sondem  Annahme,  dass  eine  der  nicht  parallelen  Seiten  des  Gelenktrapezes, 
etwa  B^S^f  senkrecht  zu  ^34  steht;  denn  dann  wird  die  zugehörige  Hyperbel 
zom  Geradenpaar  der  früheren  Asymptoten  und  es  beschreibt  plötzlich  jeder 
Pnnkt  von  ^34  einen  ündulationspunkt.  Wir  fassen  das  Gesammtergebniss 
in  dem  folgenden  Satze  zusammen: 

6.  Sind  aj,  0^  zwei  einander  gegenüberliegende  Systeme 
eines  Gelenkvierseits  und  berührt  der  durch  zwei  Ge- 
lenkpunkte eines  dieser  beiden  Systeme  und  den  Pol 
gelegte  Kreis  die  BoUcurventangente,  so  trifft  das- 
selbe für  das  zweite  System  zu,  und  die  Kreispui^]clH- 
curven  zerfallen  in  diese  Kreise  und  die  BollcuryMyii^^ 
male.     Der  Wendepol  ist  in  jedem  System  der^FMf^fclh'i    , 
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Punkt  Die  Verbindungslinie  der  Gelenkpuukte  eines 
dieser  Systeme  ist  in  diesem  Falle  parallel  der  Verbin- 
dungslinie der  Gelenkpunkte  des  andern,  und  daherist 
der  Pol  der  beiden  übrigen  einander  gegenüberliegen- 
den Systme  (fj,  a^  unendlich  fern.  Die  Ereispunktcnr- 
ven  ÄJg,  k^  zerfallen  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und 
in  je  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  gemeinschaft- 
liche Asymptoten  die  Bollcurventangente  ^34  und  die 
vom  Pole  der  Systeme  0^,  0,  auf  f^^  gefällte  Normale  sind. 
Da  ^34  auch  den  im  Endlichen  verlaufenden  Theil  jedes 
der  Wendekreise  von  c^^  a^  darstellt,  so  beschreibt  kein 
Funkt  eines  dieser  Systeme  im  andern  einen  ündnla- 
tionspunkt.  Nur  in  dem  besondern  Falle,  dass  eine  der 
nicht  parallelen  Seiten  des  nachgewiesenen  Gelenktra- 
pezes senkrecht  zu  den  parallelen  steht,  zerfftllt  die  dem 
System  jener  Seite  angehörige  Hyperbel  in  die  früheren 
Asymptoten  und  mithin  beschreibt  dann  jeder  Punkt 
von  ^34,  als  diesem  System  angehörig  betrachtet,  im 
System  der  Gegenseite  einen  ündulationspunkt* 

Die  weitere  Specialisirung  des  am  Schlüsse  des  letzten  Satzes  hervor- 
gehobenen Falles  durch  Annahme  eines  Gelenkrechtecks  würde  keine 
Kreispunkt  curven  mehr  ergeben,  denn  schon  bei  einem  Gelenk  Parallelo- 
gramm beschreibt  jeder  Punkt  des  Systems  einer  Seite  in  Bezug  auf  das 
System  seiner  Gegenseite  einen  Kreis. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  zweiten  als  möglich  erkann- 
ten Art  des  Zerfallens  der  Focalcurve  in  einen  die  Bollcurvennormale 
berührenden  Kreis  und  in  die  Rollcunrentangente.  Berühre  demnach  (Fig.  6) 
der  Kreis  durch  Ä^B^  und  P^^  in  diesem  Punkte  die  Normale  iijj.  Ist  der 
Winkel  P^,  A-^i  =  <^i  so  ist  auch  der  Winkel  n^^P^^B^  =  o,  und  ist  femer 
der  Winkel  ti2P^^B^  =  ßy  so  ist  nach  der  B ob illier 'sehen  Constraction 
auch  der  Winkel  A^P^^P^^ß.  Nun  ist  aber  ^ »12^12^1  +  ^^«-Pjs^i 
=  «  +  |5  =  90o,  folglich  auch  ^rij^iP3j  +  Z.^iPi2P34=a  +  /S  =  90»  nnd 
demnach  der  dritte  Winkel  -4jPg4Pjg  im  gleichnamigen  Dreieck  s=i90-; 
d.  h.:  die  Collineationsaxe  des  Normalstrahlenpaares  Pü'^p 
PjjPj  steht  senkrecht   zur  Verbindungslinie  A^B^   der  Gelenk- 


*  Das  Auftreten  von  unendlich  vielen  Undulationsponkten  kann  auch  bei 
einem  im  Endlichen  gelegenen  Pole  stattfinden.  Man  vergl.  deswegen  Mehmke's 
eingehende  Arbeit:  „Ueber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Syetemes  in  seiner 
Ebene**,  diese  Zeitschrift  Bd.  35  S.  1—  24  und  S.  65—81,  insbesondere  den  Sati  aaf 
S.  76  unten,  von  dem  der  bekannte  Satz,  dass  bei  der  elliptischen  Hypocykloiden- 
bewegung  jeder  Pankt  der  Polcurve  eine  Gerade  beschreibt,  einen  gans  specielleD 
Fall  darstellt. 
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punkte  Yon<r|.  Man  überzeugt  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  üm- 
kehrang  dieses  Resnltats ,  wenn  man ,  von  dem  letzten  rechten  Winkel  aus- 
gehend, alle  Winkelgleichnngen  in  umgekehrter  Reihenfolge  hinschreibt. 
Dem  nachgewiesenen  Kreise  von  Jc^  entspricht  aber  als  X^  eine  eigentliche 
Focalcnrve  dritter  Ordnung;  denn  die  Fundamentalpunkte  der  quadratischen 
Verwandtschaft  liegen  auf  der  Rollcurventangente ,  und  unser  Kreis,  als  diese 
Gerade  nicht  im  Pole  berührend,  enthält  demnach  nur  einen  Fundamen tal- 
punkt;  die  k^  ist  demnach  von  der  Ordnung  2.2  —  1=3.  Andererseits 
entspricht  jedem  Punkte  der  Rollcurventangentc ,  als  Theil  von  X;,  gerechnet, 
in  e^  immer  der  Pol,  so  dass  hierdurch  der  ÄJg  kein  weiterer  Zweig  beitritt, 
was  auch  nach  der  allgemeinen  Theorie  nicht  geschehen  darf.  Für  (f^a^ 
ist  A^B^  oder,  wie  jetzt  besser  gesagt  wird,  8^8^  die  Rollcuryennormale 
ftj^.  Die  momentane  Bewegung  von  a^  und  a^  ist  also  genau  so,  wie  die 
von  (Tj  und  a^  des  vorigen  Satzes,  nur  dass  die  Gelenkpunkte  eines  der 
Sjsteme  nicht,  wie  hier,  beide  auf  dem  Kreise  liegen,  sondern  der  eine 
Pankt  sich  auf  der  Normalen  befindet.*    Folglich: 

7.  Sind  a^,  c^  zwei  einander  gegenüberliegende  Systeme 
eines  Gelenkvierseits,  und  berührt  der  durch  den  Pol  und 
zwei  Qelenkpunkte  ^j,  B^  von  a^  gelegte  Kreis  die  Roll- 
curyennormale im  Pole  P|2,  so  besteht  die  Kreispunkt- 
cnrve  Ä;,  von  a^  aus  jenem  Kreise  und  der  Rollcurventan- 
gente,  während  X;,  eine  eigentliche  Curve  dritter  Ordnung 
ist,  deren  dieRollcuryennormale  berührender  Zweig  den 
Kreis  von  hi  zum  Krümmungskreise  hat.  Die  nothwen- 
dige  und  hinreichende  Bedingung  für  dieses  Verhalten 
ist,  dass  die  Aronhold'sche  Collineationsaxe  des  Strah- 
lenpaares ^]^2>  -^1-^8  senkrecht  zur  Geraden  il,^^  steht. 
Für  die  beiden  anderen  Systeme  03,  a^  zerfttllt  jede  der 
Curven  ^3,  k^  in  einen  die  Tangente  ^34  berührenden  Kreis 
und  die  Normale  fi^^  (genau  wie  für  die  Sjsteme  0^,  a^ 
des  Satzes  6),  aber  (entgegen  dem  dortigen  Verhalten) 
nur  die  beiden  Gelenkpunkte  Ai,  P^,  jetzt  als  ^3,  H^  auf- 
gefasst,  liegen  bez.  auf  den  zu  k^k^  gehörenden  Kreisen, 
während  die  beiden  anderen  Gelenkpunkte  sich  auf  n^^ 
befinden. 
Besondere  Eigenthümlichkeiten  werden  zu  erwarten  sein,  wenn  man 
den  Charakter  der  Bewegung  von  0j  gegen  0^  im  letzten  Satze  ungeftndert 
ISsst,  aber  einen  Gelenkpunkt  A^  von  dem  Kreise  auf  die  Rollcunrentan- 


*  Es  ist  klar,  dass,  wenn  es  sich  nur  um  vier  consecutive  Lagen  zweier 
Syiteme  tf^,  0,  gegen  einander  handelt ,  man  nach  Construction  von  k^kt  irgend 
zwei  Ponktepaare  X|Xt,  Yi  Yf  dieser  Curven  als  Ecken  eines  Gelenkvierseite  be- 
trachten kann,  welches  die  momentane  Bewegung  soweit  vollständig  wiedergiebt. 
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gente  ^^  verlegt,  wodarch  dann  A^  in  den  Pol  rückt.  Da  der  Strahl  B^B^ 
den  Pol  enth&lt,  so  liegen  dann  A^B^B^  in  einer  Geraden  und  wir  haben 
(Fig.  7)  ein  GelenkYierseit  in  einer  Tod t läge.  Während  einer  unendlich 
kleinen  Belativbewegung  verhalten  sich  a^  und  a^  wie  ein  einziges  starres 
System;  wir  wollen  diese  Systeme  das  todte  Paar  nennen.* 

Nach  der  Bobillier'schen  Construction  findet  man,  wie  es  sein  mnss, 
als  Bollcurventangente  ^i,  die  Gerade  ^jJ, .  Von  den  beiden  Kreisen, 
welche  bei  der  allgemein  giltigen  Bestimmung  des  Focalcentrums  F'  von  1^ 
benutzt  werden,  ist  der  eine,  durch  B^  gehende  noch  ein  eigentlicher  Kreis, 
während  der  andere,  durch  A^  gehende  zur  Geraden  t^^  geworden  ist.  Folg- 
lich wird  F'  schon  durch  das  in  der  Mitte  M  yojstPi^B^  auf  dieser  Ge- 
raden errichtete  Perpendikel  ausgeschnitten  und  jener  Hilfskreis  durch  f  ^ 
braucht  gar  nicht  gezogen  zu  werden.  Wir  finden  also  in  der  That  wieder 
als  kl  die  f^^  und  den  um  F'  mit  dem  Halbmesser  F'P^^  beschriebenen 
Kreis.  Hinsichtlich  k^  gestaltet  sich  die  Sachlage  insofern  wesentlich  anders, 
als  diese  Curve  nicht  mehr  aus  A^  und  B^  bestimmbar  ist,  da  A^  im 
Doppelpunkte  derselben  liegt  und  daher  kein  Bestimmungselement  abgiebt 
Deshalb  bleibt  nur  übrig,  die  quadratische  Verwandtschaft  heranzuziehen 
und  h^  als  die  dem  Kreise  k^  entsprechende  Curve  zu  constrniren,  wobei 
es  allerdings  ausreicht,  zu  einem  Punkte  0^  den  entsprechenden  C^  zn  er- 
mitteln und  dann  aus  B^C^  Focalcentrum  F*'  und  Aze  /"'  herzuleiten,  was 
in  der  Figur  jedoch  nicht  weiter  angedeutet  ist.  —  Der  Charakter  der 
Bewegung  von  a^  gegen  a^  ist  offenbar  ganz  übereinstimmend  mit  dem  von 
Ci  gegen  0^,  da  die  Configuration  der  Gelenkpunkte  A^,  B^^  A^^  B^  gegen- 
über der  Auffassung  sla  B^^  8^,  B^^  8^  nichts  im  Wesen  Verschiedenes 
zeigt  Das  nämliche  Perpendikel  in  M  giebt  uns  auf  ^3^  das  Centrum  F*" 
als  Mittelpunkt  des  Kreises  k^  u.  s.  w.  Die  Focalcurven  k^^  k^  treffen  sich 
in  demselben  Punkte  B^  (oder  8^)^  berühren  sich  aber  dort  nur  bei  einer 
leicht  zu  bestimmenden  Lage  dieses  Punktes.  Nur  wenn  der  Winkel 
Bi2^iP^  ein  rechter  ist,  berühren  sich  die  Curven  stets,  wie  man  aoch 
B^  wählen  mag.  Dies  sei  nebensächlich  bemerkt,  weil  keine  kinematische 
Eigenthümlichkeit  damit  verbunden  zu  sein  scheint.  Das  Wesentliche  &8sen 
wir  zusammen  in  dem  Satze: 

8.  Befindet  sich  ein  Gelenkvierseit  in  einer  Todtlage  mit 
eindeutig  bestimmter  Polconfiguration,  so  besteht  die 
Kreispunktcurve  eines  jeden  Systems  des  todten  Paa- 
res in  Bezug  auf  das  System  der  Gegenseite  aus  einem 
die  BoUcurvennormale  im  Pole  berührenden  Kreise  nnd 
der   Bollcurventangente,    während    die   andere   Kreis- 

*  Vergl.  über  eine  rein  geometrische  Definition  von  Todt-  und  Venweigmigi- 
lagen  die  „Verhandlungen  der  QesellBchaft  deutscher  Naturforscher  und  Aente", 
63.  Versammlung  zu  Bremen  1890,  U.  Theil,  Abtheil.  f.  Mathematik  u.  Astronomie. 
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panktcnrve  eine  eigentliche  Focalcurve  dritter  Ord- 
nung ist. 
Andere  Ausartungen ,  als  die  hier  untersuchten ,  können  bei  den  Kreis- 
punktcurven,  so  lange  die  Polconfiguration  eindeutig  bestimmt  ist,  nicht 
vorkommen;  doch  werden  natürlich  auch  den  Krelspunktcurven  der  spe- 
ciellen  Oelenkyierseite ,  wie  sie  etwa  dem  Zwillingskurbelgetriebe  oder  dem 
gleichschenkligen  Kurbelgetriebe  zu  Grunde  liegen,  besondere  Eigenthttm- 
lichkeiten  zukommen.  Zur  Beantwortung  aller  darauf  bezüglichen  Fragen 
ist  durch  das  Vorstehende  der  Weg  gewiesen.  Insbesondere  sind  auch 
die  Cnrven,  deren  Punkte  im  Laufe  der  Bewegung  einmal  einen  ündu- 
lationspunkt  beschreiben,  punktweise  construirbar  und  dadurch  der  ünter- 
SQchung  zugänglich  gemacht* 

Hannover,  den  4.  November  1890. 
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lieber  einen  Specialfall  der  hypergeometrisohen  Reihe 
dritter  Ordnung. 

Von 

Prof.  Dr.  Louis  Saalschütz 

in  Königsberg. 


Die  nachfolgende  Arbeit  knüpft  an  eine  von  mir  für  eine  gewisse  end- 
liche Reihe  aufgestellte  Summenformel*  an  und  hat  besonders  den  Zweck, 
die  Fälle  aufzusuchen,  in  denen  die  erwähnte  Reihe,  ohne  selbst  noch  eine 
endliche  Anzahl  von  Gliedern  zu  besitzen,  sich  durch  eine  endliche  Reibe 
und  Gammafunctionen  ausdrücken  iSssi     Voran  geht  ein  neuer  Beweis  der 
genannten  Formel,  wobei  ich  mir  gestatte^  die  Gelegenheit  wahrzunehmeD, 
um  die  AnwendungsfUhigkeit  der  von  mir  entwickelten  Integralansdrflcke 
für   die  B-   und   f- Functionen   mit   negativen  Argumenten   zu   zeigen.  — 
Schliesslich  beschäftige  ich  mich  mit  der  Reihe: 
aß      a{a  +  l)ß(ß  +  \) 
■^y6"^y(y  +  l)<J(<J  +  l)"^"" 
um  die  Fälle  aufzufinden,  in  denen  sie  sich  durch  geschlossene  Ausdrücke, 
wenn   ich  die  f- Functionen  auch  zu  diesen  zählen  darf,    summiren  oder 
mindestens  in  andere  Reihen  von  einfacherem  Bau  umsetzen  lässt 


§1. 

Die  in  der  Einleitung  genannte  Summenformel  erhält  durch  beider- 
seitige Multiplication  mit 

x{x  +  l)  ...(a?  +  n  — 1) 
{x+v)...  {x  +  v  +  n—l) 

*  Diese  Zeitschrifk,  35.  Jahrg.  (1890),  S.  186.  ^  Die  Anregung  zu  yorliegendem 
Aufsätze  verdanke  ich  Herrn  W.  Hey  manu.  Derselbe  hatte  nach  Eenntniss- 
nähme  meiner  Summenformel  die  Freundlichkeit,  mir  mitzutheilen,  dass  er  dorcfa 
Zerlegung  eines  Doppelintegrales  in  zwei  Euler*8che  zu  einer  im  WesentlicheD 
mit  meiner  übereinstimmeDden  Formel  gelangt  sei,  und  veranlasste  mich,  ^e 
Untersuchung  auf  ein  beliebiges  n  auszudehnen.  Auch  schlug  er  mir  die  engere 
Anlehnung  der  Formel  an  die  hjpergeometrische  Reihe  dritter  Ordnung  vor,  die 
sich  in  der  That  als  zweckmässig  herausgestellt  hat 
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die  Form   (wobei  n  zunächst  eine  positive  ganze  Zahl  ist,   und  L  und  B 
Bezeichnungen  für  die  linke  und  die  rechte  Seite  sein  sollen): 

,,  ^^'      y{^+v)     ^^^'     y{y+i){x+v){x+v+i)     +'" 

^)  ^r(y)r{y^x  +  n)   r{x  +  v)r{v  +  n)  ^ 

r(y-«)r(y  +  n)'  r{v)r{x  +  V'^n) 
oder  auch: 
2)  F(^n,x,y  +  v+n-liy,x+v',  1)  =  22, 

und  ich  will  nun  zuerst  diese  Formel  nochmals  beweisen,  bez.  die  Grenzen 
ihrer  Giliigkeit  feststellen.  Ich  gehe  dabei  von  der  bekannten  Gleichung  aus : 

^^  1    f^^    ^    I  /^N        g(g+i)       X     _r(g>  +  n)r(g+p)_ 

welche  richtig  ist,  so  lange  die  linke  Seite  convergirt.    Femer  gelten  die 
aus  dem  Factoriellensatze  leicht  ableitbaren  Gleichungen: 

1  =  1, 

y+v+n—l      , ,»+n— 1 
=  l-\ f 

y  y 

(y  +  v  +  n-))(y+v  +  n)  pV  +  n-l      (r  +  n-l)(t>  +  n-2) 

y(y+i)  "^       y      "^         y(y+i) 

(y  +  y  +  w-l)...(y  +  «>  +  n  +  l) 

y(y  +  i)(y  +  2) 

etc.  etc. 

Maltiplicire  ich  dieselben  bezüglich  mit  den  einzelnen  Gliedern  der  linken 

Seite  Ton  3),  so  entsteht  links  als  Somme  L,  rechts  aber  ist  der  Coeffi- 

cient  Cg  von  1:  =Vq  und  allgemein  Coefficient  C*  von 

{v+n-l){v  +  n-2)...(v  +  n-k)  . 

y(y+i)...(y+ft-l)  ' 

oder,  da: 

(Ä  +  r)r  (n)*+r  =  («)t  (»  —  Ä)r 

ist: 


4) 


a;(a;  +  l).-(a!  +  ft-l)   .  .  |,     .       ,.   _*  +  &_ 


.        ix+h){x+k  +  l)  l 


unter  der  Voraussetzung  der  Convergenz  Ittsst  sich  die  Klammer  {}, 
sie  sei   Fa,  summiren,  n&mlich: 
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r(x  +  t>  +  h)r(.v  +  n-h)^(x+v)...(!»  +  v  +  lc-l)  y 
'  r(e)r(«  +  i;+f»)  (p+n-1). ..(»+«-*)    * 

und  hiermit  wird: 

5).-F.(.-(.,.(|)+,»,.;-^T...)=r.f-MIfc^t^, 

d.i.  =JB. 

Für  die  Giltigkeit  des  Beweises  ist  es  erforderlich,  dass  die  Reihe  in 
4)  convergirt;  dies  ist  immer  der  Fall,  wenn  sie  ahhricht,  also  wenn  n 
eine  positive  oder  wenn  x  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  dass  fürdiese 
beiden  Fülle  die  Bichtigkeit  der  Gleichung  1)  erwiesen  ist. 
Sonst  wäre  zur  Convergenz  erforderlich,  dass  r -{-«»>%  ist,  nnd  diese  Be- 
dingung wird  von  einem  gewissen  k  an  sicher  unerfCLllt  bleiben.  Wie  ein- 
fache üeberlegungen  zeigen,  erscheint  dann  statt  der  rechten  Seite  von  5] 
die  unbestimmte  Grösse  oc  — oo,  und  doch  giebt  es  zwei  Fülle,  wenn  nSm- 
lieh  y  +  v  +  n  —  l  eine  negative  ganze  Zahl  und  gleichzeitig  n  oder  x  eine 
ganze  (positive  oder  negative)  Zahl  ist,  in  denen  die  Gleichung  1)  unver- 
ändert bestehen  bleibt.  Dies  wird  später  ersichtlich,  wenn  die  FäUe,  in 
denen  L  sich  in  geschlossener  Form  darstellen  lässt,  zusammengefasst 
werden.*     [Siehe  den  Passus  nach  Gleichung  23  b).] 


*  Es  scheint,  ich  möchte  sagen  in  instructiver  Hinsicht,  nicht  ohne  Interesse, 
einen  der  genannten  Fälle  mit  den  obigen  Betrachtungen  in  direoten  ZusammeD- 
hang  zu  bringen,  wobei  ich  Gelegenheit  finde,  die  Anwendbarkeit  der  Integral- 
ansd rücke  fElr  die  f-  und  B- Functionen  mit  negativen  Argumenten  (diese  Zeitschr., 
Jahrg.  82  [1887],  S.  246  und  besondeiB  Jahrg.  33  [1888J,  S.  362)  darzuthun,  was 
man  dem  Autor  zu  Gute  halten  möge. 

Wenn,  wie  oben: 

Bo  wird  dem  Texte  zufolge: 

Sei  nun  n  eine  negative  ganze  Zahl,  g  eine  positive  ganze  Zahl  und: 

c)  y  +  «-fn-l  =  -^; 

liege  femer  bis  auf  Weiteres  t;  zwischen  0  nnd  —  1 ,  rc  zwischen  1  —  ^  und  -  g^ 
wobei  aber  der  Fall  x  +  vz=  ganzer  Zahl  auBzuschliessen  ist;  dann  ist; 

d)  l-a?-«-^>0. 

Vk  ist  schon  yon  ks=0  an  +  od  und  von  einem  gewissen  A;  an  (wofSlr  x-^-v 
•fÄ;>0  ißt)  4-00,  der  Goefficient  von  (—1)*  F»  in  L  [Gleich,  b)]  ändert  von  einem 
gewissen  (aurlern)  k  an  nicht  mehr  sein  Zeichen,  folglich  besteht  die  rechte  Seite 
von  b)  aus  unendlichen  Gliedern,  die  von  den  grösseren  der  beiden  bezeiofaDeten 
k  an  abwechselnde  VorKeichen  haben.  Ich  will  nun  die  unendlich  grossen  Theile 
von  Vi,  ,  wenn  ich  mich  so  ausdrücken  darf,  absondern  und  zeigen,  dass  die  Summe 
derselben,  nachdem  sie  mit  den  betreffenden  Factoren  multiplicirt  worden,  gleich 
Null  wird. 

Multiplicire  ich  F*  in  b)  mit  0*-»  und  die  einzelnen  Glieder  in  F»  [Gleich.  a)J 
bez.  mit  1,  z,  «*,  «',  . . .,  so  entsteht  aus  letzterem,  so  lange  e  positiv  und  <1  ist, 
die  convergirende  hypergeometrische  Reihe  ^(fc-n,  x+kf  a?  +  «+*;  »).  Femer  ist: 
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§2. 

Zur  Auffindung  anderweitiger  Resultate   untersnchen  wir,   was  aus  L 
wird,  wenn  einzelne  Argumente  um  ganze  Zahlen  vermehrt  oder  vermindert 


e) 


/    ...(t>-fn-l)...(p-|-n-Ä;)_(p  +  y)(^-l-y-H).,,(gf-Hy  +  A;-l) 
y(y+i)...(y  +  Ä-i)  y(y+i)...(y+*-i) 


worin,  sowie  ib>^  wird,  die  letzten  Glieder  fortfallen,  die  Anzahl  der  Glieder 
also  nicht  grösser  als  ^  +  1  wird.    Hiermit  wird: 

Nunmehr  stelle  ich  eine  Beihe  identischer  GleichuKgen  zwischen  den  Grössen 
a,  ^,  y  =  c4-^,  a,  u  und  ;?  unter  der  Annahme  auf,  dass  a  zwischen  den  ganzen 
negativen  Zahlen  —h  und  —(^  +  1)«  ß  zwischen  0  und  —1  liegt  und  dass  a  eine 
positive  Zahl  ist,  wohei  ich  die  abkürzenden  Bezeichnungen: 

^-(y)tT3;i+(y+^)«(T3;iy+--+(-i)*(y+Ä--«*(Tr^ 

benutze,  mit  der  Massgabe  jedoch,  dass  die  Functionen  verschwinden,  wenn  der 
Index  negativ  wird,  und  zur  Einheit  werden,  wenn  derselbe  Null  ist;  n&mlich: 

^    (i-«)i»-ih * y*-i(y+i.u)| 

=  «•-»  (1 -«)/»-» au«  -  u-/»->(l -«>»-' a»  - 1»"  (1  -  «)-•-« 
X9>»-i(y+l,«)o«. 
allgemeiii: 


g) 


h) 


M"     T    ti     «;p      |l     ^^^^         (l-«)y+r     I  1.2.. .r  "^ 

worin  /r-t(f)  eine  leicht  zu  ermittelnde  ganze  Function  r-2<«B  Grades  von  b  ist, 
die  jedoch  ffir  einen  negativen  Index  verschwindet,  und  worin  ffir  r  >  /^  das  ganze 
letzte  Glied  der  rechten  Seite  fortfällt.  Bei  der  Addition  sftmmtlicher  Gleich- 
ungen h)  lässt  sich  die  Summe  der  letzten  [in  9^^.(7 +•»  u)  multiplicirten]  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  in  der  Form: 

i)   «...(1-«)..-.  j^_4.j^+^(^)V...+(-i)»A(^)*| 

darstellen,  wobei  die  Grössen  A  von  u  unabhängig  sind  und  folgende  Werthe 
haben:  ^  t 
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werden.     Oder  vielmehr:  wir  lassen  uns  unter  Yoraussetzong  eines  ganzen 
positiven  n  durch  R  indnciren,  mit  welcher  Grösse  wir  L  zu  multipliciren 


^  =  1,    ^,  say  — auf, 

^*=(y  +  T-lV-(y  +  T-l)*-ia;P  +  (y  +  *-l)f.2— Y;^  +  ...+  (-l)* ^^      ^ 

-a;p(l-a)l(y  +  r-l)*-2/*oW-(y  +  r-l)*-3/iW±...  +  (-l)*A-2Wr* 

T  =  0,  1,  ...,Ä. 

Somit  wird  die  Summe  i)  mit  Rücksicht  auf  g): 

=  u«-i(l-i*)-«-^9ft(y-a«,  u)-ai?(l-£P)<t>h-«(£f,1♦).l*«-Ut-t*)"«-■^ 

wenn  ich  mit  <t>h-i{e,  u)  eine  ganze  Function  von  s  und  -— —  vom  ä-  2*«»  Grade 

bezeichne,  die  wiederum  bei  negativem  Index  verschwindet.  Multiplimre  ich  nun 
die  Gleichungen  h)  mit  du^  integrire  links  von  0  bis  1  und  summire  dann  fürr 
von  0  bis  OD,  'summire  dagegen  rechts  zuerst  und  integrire  dann,  so  erhalte  ich 
nach  der  Gleichung  8)  am  zweiten  angeführten  Orte  (worin  die  obere  Grenze  des 
Integrals  als  1  statt  oo  zu  f^sen  ist): 

rwrtf)    r(a+i)r(ft       r(«-h2)r(/?)  a(a+i)  , , 

Hy)     "^      r(y  +  l)     "'^"^      r(y  +  2)  1.2 

*^    -J  (i-UZ)a  ^**    J  (1-5)« 

^      t 

--A*«-^  (1-  t*)-«-i  9a  (y  -  ag,  u)  du  +  az  (1-  z)fu»-^  (1-  u)-«-«  0*-!  («,  w)  <J«, 

-Ä>a>-(Ä  +  1),   0>/J>-l. 

Man  kann  sich  davon  überzeugen,  dass  diese  Gleichung  nicht  nur  auf  der  linken 

Seite,  welche  in      p|  ^"^^  JP(a,  «,«+/';  i^)  übergeht,  sondern  auch  auf  der  rechten 

einen  endlichen  Werth  hat,  so  lange  xi^l  ist;  beide  Seiten  werden  für  f  =  l  un- 
endlich. Wir  multipliciren  k)  mit  0«,  verstehen  unter  a  eine  positive  ganze  Zahl 
und  formen  die  Gleichung  in  folgender  Art  um: 

1)  ?^^^C^^JP(a,a,«  +  p  ;«).««  =  70  + ^+J'+a0(l-ir)y", 

^.=yt.-.,.-.„-,(lrü)-j.  ^^.»dg^fl^l,.. 

0       , 
Ö     t 

J'=e^futt'^l--u)fi'U{l^uz)'<»-ßiPH(y-a,u)-(l-u)'«-ßq>h(y-ag,u)]d^ 

0 

1 

J^^Z^fu^-i  (1-  tt)-«-i  0A-i(jP,  tt)  <lt*. 
0 

In  diese  Gleichungen  setze  ich  nun: 

a  =  aj  +  ik,  /?  =  «,   y  =  aj  +  Ä  +  t?,  a  =  ife~n, 
multiplicire  dann  1)  mit 

r(«)r(v)^**-'*^^^'y(y+l)...(y  +  r-lj 
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haben,    nm   dasselbe   Besnltat,    wie   durch   Yermehrnng   des   beireffenden 
Arguments  um  1  zn  erreichen,  und  muliipliciren  nun  L  hiermit,  indem  wir 


und  BTimmire  nach  r  von  0  bis  g^  nach  k  von  0  bis  oo;  dabei  führe  ich  für  Jqi  J\ 
/"die  Sammation  nach  r  zuerst  und  swar  mittels  der  Gleichung  ej  aas;  auf  diese 
Weise  erhalte  ich: 

rt 0  kt 0^*'^'^  ^^^*  y (y  +  IJ . . .  (y  +  r  - 1)  •" J  • 
Nao  liegt  x  swischen  1—^  und  —g^  also  a  zwischen  l  —  g-\-k  und  —  ^  +  A;;  da 
aber  a  zwischen  —  h  und  —  (A  + 1)  liegen  sollte ,  ist 

A  nimmt  also  mit  wachsendem  k  ab,  daher  ist  die  Anzahl  der  Glieder,  die  durch 

Sammation  yon  J'  und  J"  entstehen,  eine  endliche;  jedes  J'  verschwindet  aber 

für  fsl,  und  (1— ;?)J"  ebenfalls.    Setzen  wir  nun  in  m)  ;8;  =  l,  so  gehen  diese 

beiden  Glieder  der  Samme  fort;  weiter  wird 
I 

!  ^Ä>a>-(Ä  +  1),  -«>P-a>-Ca+l), 

daher  wiederum  nach  Gleichung  8)  a.  a.  0.: 

rn  _  -  r(tt)rtf-a)_    a;(a;-|-l)...(a?-f-fe -1)     r(a;) r(t?  +  n) 
lJoJ»-i-  r(a  +  jJ-ay""(t;  +  n-l)...(v  +  n-Ä;)   r(Ä  +  t;  +  nj' 

also  wird ,  day  —  :c  +  n=l  —  ^  —  a;~i;  positiv  ist  [siehe  d)] ,  der  von  Jq  abhängige 

Theil  der  Summe,  wie  in  Gleichung  5),  =22,  die  linke  Seite  von  m)  wird  aber 

nach  f)  =X,  und  es  ist  daher: 

n)  "■""     0  *"°  g»—     I       1 

Der  Coefficient  von  -^  ist,  abgesehen  von  dem  bezüglich  k  constanten  Factor 
i«-/J-i(l-u)^-l:     ^ 

Entwickeln  wir  die  Summe 

J.'-NT:^.'J.<-'-('^'-^--^''-^i!,-^"-^-) 

in  eine  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe,  so  ist  der  Co- 
efficient von  j5®:  1,  von  einer  andern,  etwa  der  jp*«»  Potenz  aber: 

=  (-l>IWp-(«)iCn-l)p-iH-(n),(n-2)p-,  +  ...  +  (-l)P(n)p), 

=  (-l>(n)p{l-(jp)i4-Cjp),  +  .-.-l-(-l)ni?)p)=0. 
Der  Werth  der  Summe  ist  also  Eins,  und  zwar  für  jedes  0,  da  es  eben  eine 
Potenzenreihe  ist,  die  für  jeden  Werth  von  z  convergirt    [Bezeichnen  wir  übri- 
gens die  Summe  mit  G(0,  n),  so  ist: 

^Öjl^  =  n(e{«,n-l)-e(*,n-l))  =  0, 
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alle  beschränkenden  Voraussetzungen  über  seine  Argumente  fallen  lassen. 
Wir  bezeichnen  nun  L  als  Function  seiner  Argumente  in  folgender  Art: 

^     1      (n\  ^(y  +  ^  +  ^'l)  ,  (n^  a?(a?  +  l)(y  +  P  +  n-l)(y  +  r+ii) 

Für  ganze  positive  n  ist  dies  gleich  22.  Setze  ich  nun  in  B  [Oleichung  1)] 
x  +  1  statt  Xj  so  geht  es  über  in 

{y^X-^\){x  +  v) 

wobei  X  als  Abkürzung  dient.  Ich  multiplicire  nun  fnix^y^  v)  gliedweise 
mit  Xy  wobei  ich  zur  Abkürzung  die  einzelnen  Glieder  von  fn{Xy  V^  ^)  (oluie 
das  Vorzeichen  mit  einzubegreifen)  mit  ^^=^9  ^n  ^  ®^*  ^^^  ^^ 
timi  Um  Ausdrücke  bezeichne,  die  aus  Um  durch  Erhöhung  des  Argumentes 2 
bez.  «  um  1  hervorgehen.     Es  ist: 

1   Y^        (y-g-l)(fl?  +  p)         ^.  nfa  +  p  +  n-l)         ^.    ^. 

(y-a;  +  n-l)(a5  +  r  +  n)  (y«a:+n-l)(a;  +  P  +  n)       "  '' 

dazu  —  WjX: 


also  G(£;,n)  oonttant]     Femer  ist  der  Goefficient  Bp  einer  beliebigeQ,  etwa  der 
— |)ie«  Potenz  von  — — i  wenn  n^  —  n*  gesetzt  wird: 

'^      -^  1.2...(n'-p)  'r(l-i))r(n'+l-a;-t?)' 

vorausgesetzt,  dass  |}<n' ist,  d.i.Bp  =  l  fiSr  jp  =  0,  und=0  für  p>0.   Iiti)>ii'i 
etwa  p  =  n'+9,  so  ist  der  Coefßoient 

Bp  =  (-l)fl^J;(-n)*(aj  +  «  +  Ä-n-g-l)k-„ 

d.  i.  nach  leichten  Bednctionen  und  da  n'  mindestens  =  1  und  X  —  x  —  v  pontiT  ist: 

„  _/    IX,  L_ n..,(n-|-g-I) 1     ^^j 

-^^     ^     '^*(l-a;-t;)...(n'-aj-t;)\n'4-l- «-«)...  (n  +  g-l  +  l-«-©)*r(l-«i')"' 
Folglich  ist:  v  «  ,     ^« 

"*o  —  ^  ~  ^ 
und  far  iP  =  1 :  ^ 

[ro],=i=0. 

Der  Coeffident  Yr  von  {y(y+l)  ...(y  +  r  — 1|"-^  wird  erhalten,  wenn 

(^)r*(*-l)...(*-r +  !)(«)*  =  (5f)rn(n-l)...(n--r+l).(n-r)»-r 
statt  (n)ft  gesetzt  wird;  dabei  kann  die  Sammation  von  ^*  =  r  beginnen  nnd  die 
weitere  Behandlang  führt  mit  Bücksicht  auf  d)  zu  dem  Besultat,  dass  ebenfalls 
Fr  =  0  und  somit  nach  n):  x      t> 

Li  ^s.B 

ist. 

Um  den  Beweis  zu  vervollständigen,  ist  noch  zu  zeigen,  dass  die  eben  be- 
stätigte Gleichung,  falls  sie  für  ein  v  zwischen  0  und  —1,  und  für  ein  xr  zwischen 
l-g  und  —g  gilt,  auch  dann  richtig  bleibt,  wenn  man  diese  beiden  Variabeieo 
um  beliebige  ganze  Zahlen  yermehrt  oder  vermindert;  dies  ergiebt  sich  aber  sos 
den  weiteren  Entwickelungen  im  Texte.  t 
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wie  leicht  za  finden;  den  Factor  (x  +  1)  ziehe  ich  zum  voranstehenden  Bruche; 
statt  des  Factors  (y  —  x)  schreibe  ich  (y  —  a;  +  n  —  1)  —  (n  —  1),  den  Minuen- 

du8  multiplicire  ich  mit  — : ; —   in  der  Form  — - — tt  ( 1 : — ^i — )  > 

x  +  v  +  n  x+D  +  \\       x+v+n/ 

1  x+v+1 

den  Sabtrahendns  mit  derselben  Grösse  in  der  Form    — z r-r  •  — ; ; — ; 

x  +  v  +  1  x  +  v+n 

n  — l 

die  Zusammenziehunff  der  Glieder,   die  den  Factor  — ; ; —  haben,  giebt 

,  ®  '  x+v+n  ^ 

dann: 

ö-t.T=    (n)  (^  +  t)(y  +  »^  +  ^->)  I   nin^l)(y  +  v  +  n^l){y  +  v  +  n) 
'      '  ,'        y{x  +  v  +  l)        '^y{sf^x+n-l)(x+f>+l)(x+v  +  n) 

=^-u^  +  C^. 

DazQ  kommt  u^X]  in  der  Samme  C^  +  u^X  tritt  nach  leichter  ümfor- 
mang  das  Product  {y'-x  +  l){x  +  2)  auf,  dessen  zweiten  Factor  ich  zum 
vorangehenden    Bruche    ziehe,    während    ich  y  —  x  +  l   in   (y  — aj  +  ti  — 1) 

—  (n  — 2)  umforme;  ersteres  multiplicire  ich  mit  l:x  +v  +  n  in  der  Form 

— ; — r-ö  (1 ; ; —  ) »    letzteres   mit   derselben    Grösse   in    der   Form 

x  +  t;  +  2\       x  +  v  +  n/ 

1         x+v+2 

—  — —g^  •  -— — f — ;  durch  Zusammenziehung  der  Glieder,  die  den  Factor 
x+v  +  2  x  +  v+n^  ^  • 

fi— 2 

— : — ; —  besitzen,  entsteht  die  Gleichung: 
x+v  +  n  ^ 

p_o,^^    {x  +  ^){x  +  2)(y  +  v  +  n^l){y  +  v  +  n){y  +  v  +  n  +  l) 
''^^  ^'y{y  +  lKx  +  v  +  l){x  +  v  +  2){y^x  +  n'']){x  +  v+ny 

Die  Fortsetzung  dieser  Operationen  und  der  Beweis  ihrer  allgemeinen  Gil- 
tigkeit  (durch  den  Schluss  von  n  auf  n  +  l)  macht  keine  Schwierigkeit, 
und  wir  gelangen  so  zu  den  Gleichungen: 

=  .l-.5,  +  5,  +  ...  +  (-.l)^S,  +  (-l)*+iC,+i, 
_  n(n-l)...(n-A;)       (a;+ 1) ...  jx+k) (y+p+n-1) ... (y+v+n+JcA) 
g.    *+*"'      1.2.3...Ä     y.,.(y+Ä-l)(a?+t;+l)...(a;+t;+Ä;)(y-a;+»-l)(«+f;+n) 
^  ^     (k+l){y+Jc)(x+v) 

«(y-Ä+n-l)(a;+v+n)  '***+'* 
Mit  Uk-^i  verschwindet  gleichzeitig  Ck+i  (z.  B.  wenn  n^k  ist),   und  in 
diesem  Falle  ist,  wie  vorherzusehen: 

9)  Xfn{x,  y,  v)  =  fn{x  +  l,  y,  v). 

Im  andern  Falle  wird,  wenn  wir  k  ins  unendliche  wachsen  lassen: 

10)  Xfn{x,y,v)^Ux  +  l,y,v)  +  Um(['-l)'^+'Ck^Ok=^' 

Der  Quotient  -^Ck+iiCk  nfthert  sich  der  Eins,  also  strebt  {^l)^'^^Ck+i 
einem  bestimmten  Werthe  zu.  Um  ihn  zu  erhalten,  beginnen  ^%iz3^ü^%J?k^Q\Q 
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mit  dem  Factor  ^^ 19      'i ^^^  multipliciren  Zähler  und  Nenner 

.H  r(-n)r(.+i)r(y+Un-i)  ^^^^^  ^.^^. 
r(y)r(*+»+i) 
(-i)*+.c*+.  = r(y)r(x+v+i) 

,,;     '  +       {x  +  v  +  n){y-x  +  n-l)r{-n)r{x  +  i)r{y+v+n-l) 

r{k+])r(k+x+v+i)r(k+y) 

Mittels  der  bekannten ,  ftlr  sehr  grosse  Werthe  von  n  geltenden  Formel: 
I  läset  sich  aber  leicht  der  Satz  beweisen: 


Wenn 

«I  +  «« H 1-.  «m  =  A  +  A  "I +  ß'n 

so  ist 

Lf(fc+|Sj)r(fc+ft) ...  r(ft+^„)Jt=. 


1. 


DemgemSss  ist  der  zweite  Factor  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichnng 
11)  fOr  k  =  co  Eins,  und  es  folgt  aus  10): 

^fn{x,y,v) 

=  f  teJ-l  «i»14. r(y)rix  +  v  +  l) 

oder 


<  (y-a?-l)r(-fi)r(Ä  +  l)r(y  +  t;  +  n-l) 

Diese  Gleichung  entwickeln  wir  weiter  durch  Erhöhung  von  x  um  je  eiüe 
Einheit.     Zuerst  wird: 

f  rr4.1   •/     ._{y-x  +  n'^2){x  +  v  +  n+l)  ^ 

. {^+v)r{y)r(x+t) ^ 

■^(y-a;-2)(a?  +  l)r(-n)r(rr  +  l)r(y  +  P  +  n-l)' 

fahren  wir  in  dieser  Art  fort  und  eliminiren  aus  den  entstehenden  Gleich- 
ungen die  Functionen  fn(x+l^y^v),  /ii(a?  +  2,  y,  »)  etc.,  so  bleibt  luletzt 
rechts  /ii(oo,y,  v)  stehen,  und  wir  müssen  sehen,  was  das  ist  und  wie  es 
sich  mit  der  Convergenz  verhält.  Wenn  wir  die  Fälle,  in  denen  y  oder 
x  +  v  Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  wodurch  fm{x<i  y,  v)  unendlich 
wird,*  ein-  für  allemal  ansschliessen ,  convergirt  fnix^y^v)  für  alle  end- 
lichen Werthe  der  Argumente,  denn  es  ist,  wobei  zu  berücksichtigen,  dass 
die  Glieder  bei  genügend  grosser  Gliedzahl  gleiche  Vorzeichen  erhalten: 


*  und  Ewar,  wenn  nicht  etwa  ein  anderes  Argument  Null  ist,   nicht  un- 
bestimmt, sondern  wirklich  go,  wie  aus  dem  oii^fache|L,j^§>j]j^^^^x|\,^]^^en  ist 
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__M*_^  {h-n-l)(x  +  k-l)(y  +  v+n  +  k-2) 
„^  w*-.  Jc(tf  +  h-l){x  +  v  +  k-l) 

Ä»  +  (a;+y  +  v-2)Ä!»  +  ---' 
so  dass  die  Differenz  des  CoeMcienten  von  li^  in  Nenner  nnd  in  Zähler  2 
und  somit  das  Ganss'sche  Kriterium  der  Convergenz  erfttllt  ist     Anders 
aber,  wenn  x  unendlich  wird;  dann  giebt  Gleichung  ß): 

f,{T>,y,v)=l-{n\ +  {n)t 'y]^H^l) +"** 

r(y)r(l-t;) 


r(y+n)r(l-»-n) 

nnd  hier  gehört  zur  Convergenz  der  Reihe ,  dass  1—v  positiv  ist  [wie  auch 
aag  13)  Dir  x=<x>,  wenn  man  den  Coefficienten  von  k  bildet,  zu  erschliessen]. 
—  Bei  Änsftthrung  der  beabsichtigten  Elimination  erhalten  wir: 

r(l  +  a;-y)r(a;  +  t>)r(y)r(l-t;) 


f'ix,9,v)  = 


r(l+«-n-yXr(a;  +  «  +  n)r(y  +  n)r(l-t)-«) 

1  r{y)r(x+v) 


j,  a?  +  l-y  r(-»)r(«  +  l)r(y+P  +  n-l) 

V  fi  I  (a'+i-«-y)(«+o+«) 

^V^        (a,+  l)(:s  +  2-y) 

{x+\-n-y){x+2-n-y^x  +  v+n)(x  +  v  +  n  +  l)         \ 
■^  (a,+l)(iB  +  2)(a;+2-y)(x+3-y)  "^'•'J' 

l-»>0. 

Die  Bedingung  1  — v^O  ist  zugleich  die  Convergenzbedingung  fQr  die  in 
den  Klammem  { {  eingeschlossene  Reihe. 

Will  man  femer  von  fn{x,y,  v)  zu  fn{x,y,v  +  l)  gelangen,   so  mnss 
man  Ersteres  mit 

{x  +  v)(v  +  n)_^ 
v{x  +  v  +  n) 

mnltipliciren,  doch  unterdrücke  ich  die  Rechnung,  die  im  Wesentlichen  der 
irfiberen  fthnlich  ist,  um  nicht  zu  umständlich  zu  werden,  und  schreibe  nur 
die  Hauptgleichung  hin,  zu  der  wir  im  Laufe  derselben  gelangen  wttrden: 

7(l-«,  +  M,+...+(-l)*«*)  =  l-M,  +  «,  +  -+(-l)*M*  +  (-l)*i>*+l, 

1417)      _n{n-l)...(n-k)x(x+l)...{x+k){y+v+n)...{y  +  v+n+k-l) 
'    *■•■'  1.2...A        y...{}f+k~\)[x+v+l)^.{x+v+k)v{x+v+n) 

lh+i)(y  +  k){x  +  v) 
(y+t,  +  «-l)»(a;  +  p  +  n)  ■"*+•' 

so  dass  wiederum  Dk+i  verschwindet,   wenn  dies  bei  Uk+i  der  Fall  ist; 
dann  wird: 
15)  yfn(x,y,v)=U(x,y,v  +  l). 
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Mittels  XTeberganges   zor  Grenze   k^sco  (wenn  eben  Uk^\  mit  endlichem 
Index  nicht  verschwindet)  erhalten  wir  jetzt: 

Setzen  wir  hierin  v  +  1  statt  v  nnd  verhalten  uns  ttberbanpt  so,  wie  beim 
vorigen  Falle,  so  gelangen  wir  schliesslich  zu  der  Gleichung: 

.  .      r(ä!+p)r(p+w)r(y)r(y+f»-a;)       1  r(y)r(a!  +  t>) 

'" ^*' *' ''^~  rW r(«+»+«)  r(y -«) r(y+n)  "f;+n  !■(-«)  n«)  r(y  + p+fi) 


H)        >r{ 


1+ 


»(a? +»+♦») 


(t.+n  +  l)(y+t.+n) 

t>(t>  +  l)(a;  +  t>+n)(a!+t>+n+l)  1 

+  (t,+„  +  l)(t,+n  +  2)(y  +  »+n)(y  +  t>  +  n+l)  "^  '  )' 
y  +  n-»>0, 
wobei    y  +  n  — «  >  0    gleichzeitig    die    Bedingung    der    Convergenz    von 
fn{x>9t  o)  'uic'  ^  <l>o  u^  <len  {}  eingeschlossene  Beihe  ist 

Zu  spftterem  Gebrauch  fttge  ich  noch  die  den  Gleichungen  12)  und  16) 
entsprechenden  fttr  y  und  n  hier  an:* 

1  r(y+i)r(«+») 


17) 
und: 
18) 


y  (y  -  »  +  n)  R- «)  R«)  r(y  +  f>  +  n) 
+w)(a!+p+w)  ^      ,     „    . 

y+f;  +  2«  r(y)r(a!  +  r) 


(y-a!+n)tf;+n)  r(-«)r(a;)  r(y+t»+f») 

Den  nächstliegenden  Zweck  erreichen  wir  ohne  deren  Benutzung  leicht  in 
folgender  Art 

Schreibt  man  /i.  («,  y,  v)  in  der  Form : 

IQx      f(^  „  .      aftV     <i(<i  +  l)6(&+l)y(l>'+l) 

19)     /•»(«.  y,.')  =  H-j—,+     i.2c(c  +  l)c(c'+l)     +•••' 

80  sieht  man,  dass  es  im  Zähler  sechs  Anordnungen  nnd  dazu  im  Nenner 
je  zwei,   also  im  Ganzen  zwOlf  Anordnungen  giebt,    welche  die  Beihe  un- 
geilndert  lassen;  die  ersten  sechs,  in  o;,  ^,  v,  n  ausgedrückt,  sind: 
Argument  x  ist  zu  ersetzen: 

a)  durch  «,    h)  durch  y  +  t'  +  n  — 1,    c)  durch  y  +  f?  +  n  — 1, 
d)  durch  — »,    e)  durch  —  n,   /*)  durch  x\ 
Argument  y  ist  zu  ersetzen: 

a)  durch  y,    ft)  durch  y,    c)  durch  a?  +  v,   d)  durch  »  +  «, 
c)  durch  y,    /*)  durch  ä  +  v; 

*  Vergl.  besflglich  des  Beweises  die  Anmerkung  z^  l^j^lj^^i^^^s:  Ic 
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Argument  v  ist  zu  ersetzen: 

a)  durch  r,    h)  durch  1  +  »  — y  — »,    c)  durch  1  — »  — n, 
d)  durch  y  +  n,    e)  durch  »  +  ©  +  »,   /)  durch  y  — «; 

Argument  n  ist  zu  ersetzen: 

a)  durch  1— y  — »  — n,    ft)  durch  n,    c)  durch  »,   d)  durch  —  o?, 
c)  durch  — »,    ^)  durch  1— y-*»— n. 

Die  anderen  sechs,  nftmlich: 

X  zu  ersetzen:  a')  durch  a?,   6')  durch  y  +  v  +  n  — 1,  c')  durch  y +  v  +  n  — 1, 
if)  durch  — »,    e')  durch  —  n,    /^)  durch  x; 

y  zu  ersetzen:   a)  durch  y,    ft')  durch  y,    c^  durch  rr  +  t'f   ^)  durch  x  +  v^ 

e)  durch  y,    f')  durch  «  +  »; 

t;  zu  ersetzen:   a)  durch  »,   6')  durch  l+oj  — y  — n,   c)  durch  1  — p— n, 
d')  durch  y  +  n^    e)  durch  oj  +  c+n,    /^)  durch  y  — «; 

f>  zu  ersetzen:    a')  durch   n,    &)   durch  —  d?,    c')   durch   —  x,    (f)   durch 
1— y  — «^  — ♦»!    e)  durch  1  — y  — »  — n,    /^)  durch  n, 

sind  den  ersteren  bez.  äquivalent  und  bedürfen  daher  keiner  weiteren  Berttck- 
sichtigung.   . 

Wenden  wir  diese  Vertauschungen  auf  die  Gleichung  I)  an,  so  gehj; 
sie  durch  a)  in  sich  selbst  zurück,  durch  h)  in  II)  über;  die  anderen  Ver- 
tauschungen c)y  d),  e)  und  f)  geben  bez.  folgende  Gleichungen  III),  IV)^ 
V)  und  VI): 

f  u  «  ,N  -  r(y)  r{y-x+n)r{x  +  f>)  r{f>  +  n) 

MX.  Vy  V  -  r(a.  +  n)  Viy-x)  r(D)  r{x  +  f>+n) 

'  1 r(y)r{x+f>) 

Tin  y-x  +  nr(^n)r{x)r{jy  +  t  +  n) 

^  ^ft  ,  (y  +  n)(y-«) 

r"^(y-«^+w  +  l)(y  +  D  +  n) 

,  (y+n)(y+n+l)(y-a?)(y-»+l)  .      ] 


(y-a?  +  «  + 1)  (y-Ä  +  »  +  2)(y  +  p+t»)  (y+i;+n+ 1) 
t;  +  n>0; 


^  ,  .      r(l-a?-r-fi)r(y)r(ag  +  r)r(l--y-n) 

f'^^^^y^ '')==' r{l-n-v)r(y-x)r{v)r{l  +  X''y-n) 
1  r(y)r(a;  +  p) 


l^a?-r-n)  r(l-fi)r(a?)r(y  +  t^  +  «-l) 
^  ^fi  I       (l-n-r)(y^a:) 

^l'"^(l-n)(2-a?-r-n) 

(l^n-r)(2--n-p)(ya?)(y-a?+l)      ,        1 
■^(l-f»;(2-n)(2-.«-i^-n)(3-»-.»-«)"*"*"J 

l-n-y>0; 
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r{x  +  v)r(l-n-y)r{y)r(\-n-x-v) 


V) 


r(»)r(l  +  a!-»-y)r(y-a:)r(l-n-P) 

1  r(y)r(x+v) 


l-n-yr(l-«)r(a;)r(y  +  o  +  «-l) 
v{l  +  x—n—if) 

(2_„_y)(l_„) 


x{h 


v(v  +  l){l  +  x-n~y){2+K-n-y)  \ 

-^  (a-«-y)(3-f.-y)(l-«)(2-n)  '^'"V 
1  — n  — as  — v>0; 

ny)r(l-t;)r(!<;  +  p)r(l-y  +  x) 

^"^'^'*''^~riy  +  «)r(l-»-n)r(a;  +  i;  +  «)r(l-y  +  a;-n) 

_  j riy)r{x+v) 

i-r  r(-«)r(H-!r)r(y+«+«-i) 

^  ,,  f,  ,  (y  +  n)(l-n-t;) 

X|i+     (2-»)(l  +  «) 

,  (y  +  n)(y  +  «  +  l)(L-«-t;)(2-n-t;)  i 

■»-  (2-t;)(3-i;)(l  +  a;)(2  +  aj)        -+"-|' 

l-y+asAO. 
Die  ersten  Sammanden  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  bezeichne 
ich  in  I)  und  VI)  mit  B^,  in  II)  und  III)  (wie  bisher)  mit  22,  in  IV)  und 
Y)  mit  Ji^,  und  die  in  den  Klammem  eingeschlossenen  Reihen  bez.  mit 
Si,  Sf,  8g,  S^,  8^,  8f.  Zwischen  Sf,  B,  22' ergeben  sich  mittels  Anwen- 
dung des  Satzes: 

r(^)r(i-^)=^^ 

folgende  Beziehungen:  ^^    ' 

^sin{n+y -x)7t  sin{n  +  v)n         cos{y-X'-v)n-cos{2n+y-x  +  v)7t 
°"~        sin(y'-'X)n..sinvn  ""    cos{y^X''V)n  —  cos{y''X  +  v)n       ' 

20)    /?o=Ä,  wenn  n,  oder  wenn  y  —  x+v  eine  ganze  Zahl  ist; 

sin{v  +  n)7t,sin{y  —  x+n)n 


.      sin{v  +  n+x)n.sin(jy  + 


n)n         co8{x  +  v-y)n'-cos{2n+y-'X  +  v)n 
n)7t         cos{x+o-'y)n'-cos{2n+y+x  +  p)7i    ' 

21)  Ä'=  Ä,  wenn  Xy  oder  wenn  e  +  y  +  2n  eine  ganze  Zahl  ist; 

^  _8in{x+v+n)n.8in(y+n)7t   ,_cos{x+v-'y)7t-cos(2n+y  +  x  +  v)n^ 
°  «in(y— aj)7c.«nrn:  co5(a?  +  p-y)jr— co5(«  — »  — y)jr~     ' 

22)  Äo=^>  ^enn  y  +  p  +  n,  oder  wenn  x  +  n  eine  ganze  Zahl  ist 

Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  I)  bis  VI)  in  zweifacher  Art  zur  An- 
wendung bringen.  Erstens  zeigen  sie,  in  welchen  Fällen  sich  fn{x,y,9) 
in  geschlossenem  Ausdrucke  darstellen  lässt. 

1.  n  =  ganzer  positiver  Zahl. 
In  I)   geht  der  zweite   Summand,   des   Nenners   r(— n)   wegen,  fort, 
wenn  S^  convergirt,  also  wenn  1  — c>0  ist;  ist  dies  nicht  der  Fall,  also 
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p>l,  80  giebt  die  Gleichung  I)   kein  sicheres  Resultat;  dann  ist  aber  in 
III)   p  +  n>0,    also    entweder    /*«(«,  y,  O^^o    ^^^^   =Ä>    <i-  i«   aber 
wegen  20): 
23)  fn{x,y,v)^R^^R 

[womit  die  Gleichung  1)  neu  bewiesen  ist].  Gleiches  Resultat  liefern  auch 
die  Gleichungen  II)  und  VI). 

2.  0?  =  negativer  ganzer  Zahl  (abgekürzt:  n.  g.  Z.)«  wobei  ich 
die  Null  in  diesem  Zusammenhange  auch  immer  im  Folgen- 
den zu  den  negativen  ganzen  Zahlen  rechnen  werde. 

In  II)   geht  der  zweite  Summand  fort,   wenn  ^  +  ^  —  ^^0;   ist  aber 
y  +  n^Xf  also  negativ,  so  ist  in  IV)  l-— n— y^O,   also  mit  Rücksicht 
auf  21): 
23a)  fn(x,y\v)^R^R\ 

Gleiches  Resultat  liefern  auch  die  Gleichungen  III)  und  V). 

3.  y  +  r  +  «-l  =  n.g.Z. 

In  I)  geht  der  zweite  Summand  fort,  wenn  1  — t?>0;  ist  aber  t;^!, 
so  muss  y  +  n  negativ  sein,   also  ist   l^n^-y  in  IV)   positiv,  also  mit 
Rücksicht  auf  22): 
23b)  /n(«,y,«')  =  /?o  =  Ä'. 

Gleiches  Resultat  liefern  auch  die  Gleichungen  V)  und  VI).  Ist  ausserdem 
noch  n  oder  x  eine  ganze  Zahl,  so  ist  nach  20)  oder  21)  RQ=^R'=Rf  so 
dass  also  in  diesen  Fällen  auch  die  Gleichung  1)  bestehen  bleibt. 

4.  »  +  i;  +  w  =  n.  g.  Z. 

Die  Reihe  fndx^yt  v)  Ittsst  sich  durch  eine  endliche  Reihe  von  l-x-v-n 
Gliedern,  multiplicirt  in  einen  aus  Gammafunctionen  zusammengesetzten 
Ausdrack,  summiren,  n&mlich  vermöge  I),  wenn  1+^  — ^  keine  n.  g.  Z., 
und  vermöge  II),  wenn  v  +  n  keine  n.  g.  Z.  ist.  Im  ersten  ausgeschlossenen 
Falle  wfire  die  Differenz  x  +  v  +  n—{l  +  x  —  y)^  d.  i.  y  +  r  +  n  — 1  eine 
ganze  Zahl,  im  zweiten  wäre  x  eine  ganze  Zahl;  ist  die  betreffende  ganze 
Zahl  negativ,  so  ist  die  Summe  sehr  leicht  nach  3.,  bez.  2.  auszuführen. 
Andernfalls,  zumal  wenn  l  +  x^-y  und  v  +  n  gleichzeitig  negative  ganze 
Zahlen  sind ,  bietet  sich  eine  andere  Methode  dar,  die  aber  auch  überhaupt 
den  vorliegenden  Fall  (x  +  v  +  n  =  n,  g.  Z.)  vollkommen  erledigt. 

Sei  also  x  +  v  +  n  gleich  der  negativen  ganzen  Zahl  —  ^,  so  ist 
^n=:x  +  v  +  g  und  daher : 

Mx,y,v)^l  + i.y(^  +  ^) 

.  ix+v+gXx+v+9+i)x{x+l){y+v+n--l)(y+v+n) 
**■  i,2.y{y  +  l){x+v){x  +  v  +  l)  "^•'" 

Nun  zerlege  ich,  wie  schon  öfter  ähnlich  geschehen,  folgendermassen: 
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{x  +  v  +  h)...(x  +  t>+g+h-l) 
{jc  +  v)...{x  +  v+g-l) 

-1)  , 

=  1,  2,  ...,  00, 

(y  +  v+n-l)...(p  +  v  +  n+r-2)r{y+r)r(g+i-r) 


und  sammle  die  Coefficienten  von  , — ; — ^ \—- — ■ jr  (r  =  0, 1,  ...,«), 

so  ist  deren  Summe:  ' 


«(oj  +  l)  ...(oj  +  r— 1)  ■     .  ,s       .     .         ,v  -,        v-,, 

^       '      ^  '         y'j^+i)...(y+»--i)         r(y-«)r(l-i'-«) 

Demnach  ist: 

24)  A(a^,y,«')--r(y^^)r^^^^_^) 

«  +  ©  +  «  =  — ^. 
Dies  ist  die  angekündigte  Formel.     Für  ys=:a;  +  ^  '^^^  si^^ 

^"^'''^^  ^ ll+i^)(2  +  e7)...(Ä-l) 

4 


1.2  ...  (7(a;+r)(r+t;  +  l)  ...  (oj+p+^-l)}' 


Ware  Ä  — ^— 1<[0,  80  Hesse  sich  der  Ausdruck  fttr  fn{x^y,  v)  in  ein 
Product  von  Gammafunctionen  zusammenziehen^  wie  bereits  vorher  gesagt. 
Aus  diesem  Ausdrucke  ist  n  ganz  eliminirt,  der  Werth  von  v  +  n  ist  also 
auf  denselben  ohne  Einfluss. 

Ich  halte  mich  nicht  weiter  bei  den  anderen  Fällen  5.  bis  9.  auf,  in 
denen  nSmlicb  p,  oder  l+o?  — y  — f>,  ode)  y+w,  odery  — «,  oder  endlich 
l  —  v--n  eine  n.  g.  Z.  ist,  da  sie  sich  alle  in  ähnlicher  Art  erledigen  lassen, 
wie  dies  besonders  in  der  Bezeichnungsart  der  Gleichung  19)  ersichtlicb  ist 
Mit  Benutzung  derselben  können  wir  nämlich  sagen: 

L  oder  fniß^iV^  ^)  l&sst   sich  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Glie- 
dern und  f- Functionen  ausdrücken: 
1. —  3.  wenn  eine  der  Grössen  a,  6,  h\ 

4.-9.      »        „      „  „       c  — a,  C-&,  c  — 6',  c-a^  c-6,  c-l 

eine  negative  ganze  Zahl  ist. 

Ferner  lässt  sich  die  unendliche  Beihe  /*n(a;,  y,  v)^  von  gewissen  Aus- 
nahmefällen abgesehen ,  in  eine  endliche  umwandeln ,  wenn  a ,  oder  h^  oder 
&'  eine  positive  g.  Z.,  d.  h.  n  eine  n.  g.  Z.,  oder  x  oder  y  +  ^  +  w  — 1  ^""^ 
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positive  g.  Z.  ist  Za  dem  Zwecke  gehen  wir  zur  Oleichnng  12)  znrück, 
setzen  darin  x  —  l  statt  x  und  drücken  /n(^,  ^,  v)  durch  /*n(2;—  1,  ^^  t>)  ans: 

26)  '"'*•'' ''*°(«+»+«-l)(»-«+»l 

Mittels  dieser  Gleichung*  ist  /iiCl,  ^t  v)  durch  f- Functionen  ausgedrückt, 
da  /ii(0,  y,  v)ssl  ist  Ist  aber  o;  eine  ganze  positive  Zahl  >1,  so  lassen 
wir  durch  Verminderung  von  x  folgende  Gleichungen  entstehen: 

f,{x - 1,  y,  V)  =  (^^^^„_2)(y_,^.„  +  i) 

x|(a!  +  »-2)fy-a;  +  l)/-,(a;-2,y,  ..) 

*        (»-!)• r(y)r(g  +  t.)  1 

26a)  {  («  +  r-l)r(-n)Ra;)r(y  +  .;  +  n-l)| 

etc.     etc., 

^1  ^  ^  (l+r)...(a:+e;-l)r(-n)na;)riy  +  f;+n-l)r 
Hierbei  muss  vorausgesetzt  werden ,  dass  keiner  der  Nenner  vor  den  Klam- 
mem {{  verschwindet,  dass  also  entweder  (x  +  v  +  n  —  l)  und  (y  — a;  +  «) 
keine  ganzen  Zahlen  sind,  oder  dass  in  diesem  Falle: 

27)  («  +  p  +  n-l)(p  +  n)>0.und  (y-flj  +  n)(y  +  n-l)>ü 
sind.  Dann  folgt  fn  (a;,  y,  v)  durch  Elimination  von  /« {x  -1,  y,  r),  /ä  (ä-  2,  y,  ») 
...,  /i,(l,  y»  «)  aus  26)  und  26a).  Ist  einer  der  genannten  Ausdrücke  Null, 
80  ist  daraus  nicht  zu  schliessen,  dass  die  rechte  Seite  der  betreffenden 
Gleichung  den  Werth  oo  hat,  sondern  sie  erscheint  unter  der  unbestimmten 
Form  ^;  die  Klammer  nimmt  dann  nftmlich  auch  den  Werth  Null  an,  was 
man  z.  B.  in  26)  ftlr  den  Werth  x  =  y  +  n  leicht  mittels  I)  oder  V) ,  wenn 
darin  x—l  statt  x  gesetzt  wird ,  erkennt. 

Die  Auswerthung  selbst  führt  auf  einfache  bestimmte  Integrale.     Ist 
z.  B.  a?s=l   und  t;  =  — t»,  so  ist: 

Nun  ist  aber  bekanntlich  für  ein  positives  fi: 


*  Wenden  wir  auf  diese  Gleichung  die  Substitution  d)  an,  so  bleibt  darin 
/"«(«>  y*^)  UDgeftndert,  fn{x-\,y,v)  geht  aber,  wie  leicht  zu  übersehen,  in 
fn^i(x,y-l,v)  über;  ist  nun  die  Gleichung  17)  in  ähnlicher  Art,  wie  die  Gleich- 
ungen 18)  und  16)  abgeleitet,  und  setzt  man  darin  n+1  statt  n,  und  y— 1  statt  y^ 
so  drückt  sie  fn+t  (x,  y-l,v)  durch  fn+i  {x,  y,  v)  aus,  und  dann  kann  man  mittels 
der  durch  die  Substitution  d)  tranaformirten  Gleichung  26)  fn (x,  y,  v)  mit  fn^i(x,  y,  v) 
in  Znsammenhang  bringen.    Auf  diese  Art  entsteht  die  Gleich^pge)||.vj^v^s;l^^ 
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0 
worin  C  eine  gewisse  von  ft  unabhängige  Constante  ist,  also: 

Oft,         d  (r{ß+P)\_r{^+p)  rv+i-*-t^+p-* 

1 


and  somit: 


29)  ^-(».y.-")  =  ^T^i|l+-/^^^^"'^'l' 


woraus: 


y-l>0,  l-n>0, 


-n(y-l)^(l-n)y^(2-«)(y  +  l)^ 

y-l>0,   l-n>0, 
welche' Gleichung  sich  nachträglich  anschwer  beweisen  Iftsst  and  ftlr  ys=  l->fi 
zu  der  ebenfalls  richtigen  Gleichung: 

fahrt.  0 

Sind  f»+p  und  f(  +  9  oder  eine  dieser  GrSssen  negativ,  so  sei  k  eine 
derartige  ganze  positive  Zahl,  dass  ft+p  +  k  und  t^  +  q  +  k  positiv  sind 
(dabei  braucht  k  nicht  nothwendig  die  kleinste  derartige  Zahl  zn  sein); 
dann  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichung 

r(f«+;')^(>i+g)...(fi+g+fe-i)  r(ft+p+ft) 
r(^+?)    iM+p)-..(>*+p+*-i)  r(p+(?+*) 

^^^  ''r''7^((M+j'KK+"^+'"+(M+i'+*-iK»*+«+*-i)) 
V ^737 ''}' 

0 
welche  also  an  die  Stelle  von  28)  zu  setzen  ist.*    Gleicher  Art  sind  dann 
auch  die  Gleichungen  29)  — 31)  zu  modificireu;   z.  B.  wird,  wenn  n  iwi- 
schen  0  und  1  liegt,  statt  31): 

*  Soll  fi-^q  nach  der  Differentiation  der  n.  g.  Z.  ^g  gleich  gesetzt  werden, 
80  ergiebt  sich  ans  82): 

L-.(^)l^,=-r<->'"-:jj-»-Äoogle 
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n«^(l-n)8^(2-t»)' 

0 
(wobei  der  obigen  Bemerkung  über  k  zufolge  eine  untere  Grenze  für  n  an- 
zugeben nicht  nöthig  ist). 

Ist  y  =  l— n,  und  v  +  m  nicht  Null,  so  ist  analog  29):* 

1 

33)  /;(!,  l~t>,r)  =  ^{l  +  n/^'^"j;;;P  d<[    .>0,  n<l; 

0 
diese  Gleichung  bedarf  aber  einer  ans  dem  Obigen  ableitbaren  Modification, 
wenn  die  Bedingungen  v  >  0,  n  <  1  nicht  erfüllt  sind. 

Ist  in  26)  :r  =  2  und  v  +  n  +  \^=iO,   so  ist  nach  derselben  Methode : 

0 
Die  Behandlung  des  analogen  Falles  «  =  2,  y  =  n  — 2,  sowie  die  even- 
tuelle Modification  der  Gleichung  34)  möge  nicht  weiter  ausgeführt  werden. 
Erwähnt  aber  werde  noch  einmal,  dass  der  allgemeine  Fall ,  in  welchem  in 26) 
X  eine  positive  ganze  Zahl  und  «-hr-t-t»  — 1  =  0  oder  y  —  o?  + « =  0, 
sich  auch  durchführen  Iftsst,  wenn  man  die  mit  x  gleichzeitig  wachsende 
Unbequemlichkeit  der  Rechnung  nicht  scheut ;  und  sodann ,  dass  mittels  29) 
[bez.  33)]  und  der  Gleichungen  26)  und  26a)  sich  fn{Xy  y^  v)  finden  lässt, 
wenn  v+n  (bez.  y--\  +  n)  =0  ist,  und  dass  mittels  34),  26)  und  26a) 
fn{x^y^v)  sich  auch  bestimmen  läset,  wenn  &  +  ^  +  l=0  ist 


(Sohlmi  folgt.) 
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XIX. 

L  Beitrag  zur  kinematisohen  Theorie  der  Gelenk- 
meohanismen. 

Von 

Johann  Kleibeb, 

AisUtent  a,  d.  Kgl.  Teohn.  Hoohichol«  in  Mfineh«]i. 


Hieno  Taf.  X. 


Aaf  Veranlassung  des  Herrn  Professor  Dr.  L.  Barmester  iheile  ich 
aus  meinen  Studien,  betr.  die  ,|ttberge8chlo8senen  Mechanismen^  folgende 
besonders  auf  die  Bober ts'sche  simultan  dreifache  Erzeugung  der  Koppel- 
curve  (three  bar-motion)  bezüglichen  Besultate  mit,  welche  geeignet  sind, 
den  der  letzteren  zu  Grunde  liegenden  Gelenkmechanismus  in  genetischem 
Zusammenhang  mit  anderen   kinematischen  Gebilden  erscheinen  zu  lassen. 

I. 
Das  invariable  Dreieck. 

Denken  wir  uns  die  Basis  AB  eines  beliebigen  Dreiecks  ABC  in  n 
willkürliche  Theile  durch  die  Punkte 

•»1»  A^9  •••»  An^i 
zerlegt  und  durch  diese  Punkte  je  die  Parallelen  zu  den  übrigen  Dreiecks- 

Seiten  gezogen  (Fig.  1),  so  wird  die  Fläche  des  Dreiecks  in  — ^-^ —  Paral- 
lelogramme und  fi  unter  sich  und  dem  Ausgangsdreieck  ABC  Shnliche 
Dreiecke,  welche  als  Kette  an  die  Basis  AB  angeheftet  erscheinen,  ab- 
getheilt. 

Fassen  wir  nun  diese  Dreiecke  und  Parallelogramme  als  selbständige 
Gebilde  auf,  d.  h.  die  Dreiecke  und  Parallelogrammseiten  als  starr  und 
untereinander  gelenkig  verbunden,  so  gewinnen  wir  hiermit  den  Typus 
eines  ebenen  Mechanismus,  von  welchem  folgender  Satz  gilt: 

„Wie  man  auch  diesen  Mechanismus  verzerren  mag,  die  Gestalt 
des  Dreiecks  der  drei  Eckpunkte  A,  By  C  bleibt  invariabel." 

Dieser  Satz  ist  direct  als  wahr  zu  erkennen,  wenn  man  beachtet,  dass 
in  allen  Verzerrungen  die  „polygonalen^  Seiten  AB^  AC^BC  Shnliche  Linien- 
züge vorstellen.  (^  r\r\n 
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H. 
Der  Sylvester'sche  Pantograph.* 

Austausch  der  Dreiecke  und  Parallelogramme  in  einem 
Mechanismus.  —  Sei  ABC  irgend  ein  Dreieck  in  einem  Mechanismus  M, 
ttßy6  irgend  ein  Parallelogramm  desselben,  das  in  irgend  einer  Art  mit  dem 
Dreieck  ABC  m  Verbindung  steht,  so  kann  man  es  immer  durch  Zufügung 
Yon  Parallelogrammen  (wie  Fig.  2  angedeutet)  erreichen ,  dass  das  Dreieck 
ABC  einem  Parallelogramm  benachbart  wird. 

Von  zwei  solchergestalt  benachbarten  Figuren  erkennt  man  leicht  die 
Eigenschaft: 

,, Jeder  Eckpunkt  des  Dreiecks  kann  durch  Verschiebung  des 
Dreiecks  als  ein  Eckpunkt  eines  Parallelogramms  dargestellt  werden.^ 

Es  liegt  eben  dieser  Satz  in  der  Vertauschbarkeit  der  Summanden  bei 
der  ,,Streckenaddition^  begründet. 


Wir  wollen  nunmehr  dieses  Resultat  auf  den  yon  uns  unter  I  gewon- 
nenen Mechanismus  in  Anwendung  bringen,  indem  wir  der  Zahl  n  succes- 
sive  verschiedene  Werthe  beilegen. 

Sei  zunächst  n  =  2,  so  erhalten  wir,  wie  Fig.  3  zeigt,  den  Panto- 
graphen  Sylvester 's.  Denn  es  ist  klar,  dass  bei  festgehaltenem  Eckpunkte 
des  Parallelogramms  n^  die  beweglichen  Ecken  B  und  C  der  beiden  Drei- 
ecke A|,  dk^  mit  A^  yermöge  unseres  Satzes  I,  das  Dreieck  von  inyariabler 
Gestalt  bilden.  -^  Es  ist  hier  noch  anzumerken,  dass  ein  Austausch  von  Drei- 
ecken und  Parallelogrammen,  z.  B.  von  A^  und  tTj,  wie  er  gestattet  wftre, 
zu  keinem  neuen  Typus  Veranlassung  giebt. 

in. 

Bobert8*scIie  simultan  dreifaohe  Erxengung  der  Koppelcnrve. 

Für  n  =  3  geht  der  unter  I  entwickelte  Mechanismus  in  Fig.  4  über. 
Der  simultane   Austausch   von  Dreieck  A|    und  Parallelogramm    n^ ,    von ' 
Dreieck  A3  und  Parallelogramm  n^  liefert  den  bekannten  Mechanismus  der 
Dreistabbewegung,  was  man  wohl  ohne  Weiteres  erkennt. 

Beim  Festhalten  der  Eckpunkte  A^  B  bleibt  vermSge  unseres  mehr- 
fach erwähnten  Satzes  auch  C  fest,  trotz  aller  Beweglichkeit  der  drei  Drei- 
ecke, welche  im  Punkte  P  zusammengekoppelt  erscheinen. 

Hiermit  dürfte  wohl  ein  Beweis  für  die  simultan  dreifache 
Erzeugung  der  von  dem  Koppelpunkte  P  beschriebenen  so- 
genannten „Koppelcurve"  gegeben  sein,  der  an  Einfachheit 
kaum  zu  wünschen  übrig  lässt. 


*  Man  vergl.'hier  und  im  Folgenden:   Dr.   L.  Burmegter,   Lehrbuch  der 
Kinematik,  Leipzig  1888,  wo  die  einschlägige  Literatur  amfOliriieh  beieiohnet  ist 
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Bevor  wir  von  dem  so  erhaltenen  Typas  zu  anderen  übergehen,  wollen 
wir  noch  einige  wichtige  sich  hieran  anknüpfende  Betrachtungen  einschiebeD, 
welche  uns  za  einer  neuen  Erzeugung  derselben  Eoppelcurve  hinleiten  werden. 

IV. 
Nachweis  der  Existenz  von  oo^  Knhepnnkten  im  bewegten  Keehaniimui 
der  Koppelcurve.     (Fig.  5.) 

Seien  S^^  S^^  S^  drei  entsprechend  gelegene  Punkte  in  den  drei  unter 
sich  ähnlichen  Dreiecken  a       a       a 

^1»    ^21   ^s» 

P  der  letzteren  Eoppelpunkt,  so  gilt  der  Satz: 

„Der  Gegenpunkt  5  zu  P  in  dem  aus  den  drei  Strecken  P^p 
PS^^  PS^  zu  construirenden  (ebenen)  Parallelepipede  ist  ein  j^Rnhe^ 
punkt'',  wie  sieb  auch  P  auf  der  Koppelcurve  bewegen  mag." 

„Der  Punkt  S  hat  übrigens  zum  festen  Dreieck  ABC  dieselbe 
Lage,   wie  irgend  einer  der  Punkte  Si  in  einem  beweglichen  Drei- 
ecke A|." 
Der  Beweis  kann  entweder  mit  Hilfe  der  unter  I  und  II  entwickelten 
Sätze  .geführt  werden  und  ist  hiernach  auf  rein  geometrische  Basis  gestellt, 
oder  auch  mit  der  Methode  der  ^Coordinatenaddition^,  welche  wir  an  dieser 
Stelle  folgen  lassen. 

Seien  zu  dem  Ende  die  Coordinaten  von  entsprechenden  Eckpunkten  in 

den  vier  Dreiecken :     .  „  ^ 

ABC:       x^y^      x^y^      x^y^ 


\- 

»y 

Vy.' 

V»s' 

A,: 

'»'.*y.* 

xy 

<hW 

^: 

"^W 

Vy»' 

xy 

(wobei,   wie  ersichtlich,   x,  j  die  Coordinaten  des  Eoppelpunktes  P  sind). 
Hiernach  ergeben  sich  die   Coordinaten  der  oben  näher  bezeicbneten 
Punkte  Sif  S^,  8^  zu: 


S,:     l9  =  A»i*+  fix  +vV 
wobei: 

Da  sich  nun  bekanntermassen  die  Coordinaten  des  Gegenpunktes  S  vcn  P 
in  einem  Parallelepipede  als 

|S|  =  |S,i  +  |SJ  +  |S3|-2|Pl 
(die  Parenthese  deutet  an,  dass  es  sich  nm  die  x-  oder  y- Coordinaten  des 
eingeschlossenen  Punktes  handelt)  ergeben,  so  folgt: 
r=     i(x +V  +  V-2x) 
+  ^(V+  i+V-2x) 
+  v(«,'  +  V+  X  -2x).      ^-        , 
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Wegen  der  Parallelogramme  tt^,  ^t,,  n^  reducirt  sieb  dies  auf: 

und  analog 

womit  unsere  Behauptung  erwiesen  ist. 

V. 
Verallgemeinerung  der  Erzeug^g  der  Koppelcurve. 

Constrniren  wir  uns  drei  der  unendlich  vielen  Buhepunkte  der  Art  S, 
welche  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  so  können  die  solchergestalt  ge- 
wählten Punkte  ,      „      ,„ 

die  Rolle  der  festen  Punkte  A,  B^  C  vertreten.  0.  h.:  Wir  können  in 
diesem  Falle  die  Dreiecke  a       a       a 

von  Ä,  Bf  C  loslösen,  ohne  die  Erzeugung  der  Eoppelcurve  durch  P  zu 
beeinträchtigen.  Hieraus  entspringt  aber  eine  neue  verallgemeinerte  Erzeu- 
gung der  letzteren,  welche  sich  wie  folgt  aussprechen  iSsst: 

„Werden    in   drei   im  Punkte  P  zusammengekoppelten  ebenen 
Parallelepipeden  $| ,  $9 ,  $3  die  drei  Gegenecken  zu  P  festgehalten, 
die  auf  den  durch  P  laufenden  Kanten  liegenden  Eckpunkte 
*n  *2»  h  Von  5Pi,    Ii,  2j,  Ij  von  «p,,    w,,  m,,  Wj  von  % 
rei     npe     (^^j^^j^  (Ä!jZ,m,),   {h^k^) 
geordnet  und  als  die  entsprechenden  Eckpunkte  von  starren  unter 
sich  fthnlichen  Dreiecken  betrachtet,  so  beschreibt  P  die  Eoppel- 
curve in  simultaner  dreifacher  Erzeugung.^ 

„Wenn  sfimmtliche  drei  Parallelepipede  $|,  $2,  $3  (welche  ge- 
mäss der  zuletzt  vorgeschriebenen  Bedingung  der  Aehnlichkeit  der 
drei   Tripeldreieoke  nicht   völlig  unabhängig  voneinander  sind)   in 
Parallelogramme  degeneriren,   so  erhalten  wir  den  ausgezeich- 
neten   Specialfall    der    gewöhnlichen    simultanen    drei- 
fachen Erzeugung  der  Eoppelcurve." 
Zwischen  diesen  zwei  Typen  von  Mechanismen  liegen  noch  jene,  welche 
aus  dem  allgemeinen  Falle  oben  dadurch  hervorgehen ,  dass  entweder  ein 
oder  zwei  Parallelepipede  in  Parallelogramme  ausarten. 

Da  uns  nichts  hindert,  die  Zahl  der  gewählten  Punkte  8\  8'\  ... 
beliebig  zu  vermehren,  so  kann  man  jederzeit  und  zwar  in  grosser  Varietät 
Mechanismen  angeben,  die  nicht  blos  eine  „dreifache^,  sondern  ^^ beliebig 
vielfache'  simultane  Erzeugung  derselben  Eoppelcurve  repräsentiren. 

Neben  diesen  „mehrfachen''  Erzeugungen,  denen  ttbergeschlossene  Me- 
chanismen zu  Grunde  liegen,  kann  man  auch  noch  die  „einfachen''  be- 
trachten. Man  hat  zu  dem  Ende  dann  nur  zwei  ebene  Parallelepipede  (bez. 
Parallelogramme)  entsprechend  zwei  Fizpunkten  in  Betracht  zu  ziehen.     ,^^T^ 
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Es  ergiebt  sich  dann  hierbei  insbesondere  der  Satz: 
„Koppelt  man  zwei  willkttrliche  Dreiecke: 


^?i.  ^%\ 


.    in  il   zusammen,   ergänzt   die   Ton  ^  auslaufenden  Seitenpaare   zu 
den  Parallelogrammen 

und  lässt  Ton  den  Punkten  Xy  A^  y  der  Reihe  nach  den  ersten  fest 
sein,  den  zweiten  auf  einem  Kreise  laufen,  so  beschreibt  der  dritte 
eine  Koppelcurve." 
Hierbei  mag  bemerkt  werden,  dass  x^  A^  y  diesen  drei  Operationen 
gegenüber  beliebig  unter  sich  vertauscht  werden  dttrfen.     (Fig.  6.) 

VI. 

Eine  weitere  Form  simultan  dreifacher  Erzeugung  der  Koppelcarve 
ergiebt  sich,  wenn  man  in  der  Leitfigur  von  Fig.  4a  das  Dreieck  Aj  mit 
dem  Parallelogramm  n^  vertauscht.  Der  entstehende  Mechanismus  ist  in 
Fig.  7  angegeben  und  zeichnet  sich  ebenfalls  durch  allseitige  Symmetrie 
(im  erweiterten  Sinne)  aus.  Während  beim  gewöhnlichen  Mechanismus  der 
Koppelpunkt  P  drei  Dreiecke  verbindet,  stossen  nun  hier  drei  Parallelo- 
gramme in  ihm  zusammen. 

Für  die  Fälle  n>>3  finden  wir  einige  ausgezeichnete  Mechanismen 
skizzirt,  so  für  n  =  4  in  Fig.  8|  für  nssG  in  Fig.  9,  welche  man  noch 
beliebig  weiter  vermehren  kann.*  Ein  Mechanismus,  welcher  der  Zahl  n 
entspricht,  hat,  abgesehen  von  den  drei  Eckpunkten  A^  J9,  C,  von  denen 
der  dritte  fest  bleibt,  wenn  die  beiden  anderen  festgelegt  sind  — was  wir 
annehmen  wollen  — ,  noch  eine  (n  — 2) -fache  Beweglichkeit.  Soll  diese  zu 
einer  einfachen  werden,  so  haben  wir  es  noch  in  der  Hand,  irgendwelche 
n  ~  3  einfache  Bedingungen  (Laufen  auf  Gurven  von  bestimmten  Punkten, 
sofern  solches  mit  dem  Charakter  der  letzteren  vertraglich  erscheint)  dem 
Mechanismus  aufzuerlegen.  In  diesem  Falle  hat  dann  jeder  von  Be- 
dingungen nicht  getroffene  Punkt  eine  zwangläufige  Bewegung  auszuftlhren. 


*  Trotz  erhöhter  Beweglichkeit  des  Mechanismus  kann  man  auch  hier  die 
Existenz  von  aD>  Eahepunkten,  analog  dem  Falle  IV,  nachweisen.  Zar  besseren 
Charakterisirung  dieser  Art  von  Rabepunkten  möge  die  Bemerkung  dienen,  dass 
dieselben  selbst  dann  ihre  Eigenschaft  nicht  verlieren ,  wenn  man  ~  bei  festgehal- 
tenen Eckpunkten  Ä,  B^  C  des  Mechanismus  —  letzteren  von  der  Beschränkung 
bloB  „ebener"  Beweglichkeit  befreit  In  dem  zuletzt  angezogenen  Falle  kann  auch 
die  Bedingung  der  Aehnltchkeit  der  auftretenden  Dreiecke  aufgegeben  werden. 
Was  die  Beweisführung  anlangt,  so  wird  diese  im  Allgemeinen,  wie  unter  IV,  auf 
Coordinatenaddition  gestutzt;  gleichzeitig  geometrische  Beweise  aber,  wie  dort, 
sind  nicht  zu  erbringen. 
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Zum  Scblasse  sei  es  gestattet,  noch  auf  einen  Specialfall  unseres 
Satzes  anter  I  hinzuweisen,  der  auch  auf  Polygone  des  Raumes  au- 
gewendet werden  kann. 

Beachtet  man,  dass  die  schraffirten  Dreiecke  in  Fig.  1  zu  Basen  die 
Seiten  eines  Poljgonzuges  haben  und  unter  einander  ähnlich  sind ,  so  erkennt 
man,  wenigstens  für  den  Fall  der  Ebene,  dass,  wenn  die  Höhen  der  be- 
sagten fthnlichen  Dreiecke  gleichzeitig  Null  werden,  was  durchweg  einer 
Theilnng  s&mmtlicher  Polygonseiten  nach  demselben  Verhältnisse  gleich- 
kommt, auch  der  dritte  Eckpunkt  C  unseres  Mechanismus  1.)  fest  bleiben, 
2.)  die  Strecke  AB  im  selben  YerhSltnisse  theilen  muss.     (Fig.  10.)   - 

Fährt  man  das  ebene  Polygon  unter  Festlassung  der  Eckpunkte  Ä,  B 
in  ein  rftomliches  über  und  betrachtet  die  orthogonalen  Projectionen  des 
kinematischen  Gebildes  auf  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  so  beweist 
man  leicht  fUr  jede  einzelne  Projection,  dass  der  Projectionspunkt  von  G 
bei  aller  Beweglichkeit  der  Polygonseiten  fest  bleibt  und  zwar  die  Verbin- 
dungslinien der  Projectionen  von  A^Bim  selben  Verhältnisse  theilt.  Hier- 
nach ist  klar,  dass  der  Punkt  C  selbst  auf  AB  fest  bleiben  und  diese  Strecke 
im  erwähnten  Verhältnisse  theilen  muss,  genau  so,  wie  es  auch  bei  Be- 
trachtung des  ebenen  Polygonzuges  der  Fall  war. 


Wenn  in  unserer  Fig.  1  die  Zahl  der  Theile  n  auf  der  Basis  der  end- 
lichen Strecke  ilJ&  sehr  bedeutend  wächst,  so  gehen  die  auftretenden  Poly- 
gonzQge  in  Curvenstücke  über,  welche  in  ihrer  Oesammtheit  ein  Netz  mit 
„rein**  parallelogrammatischen  Maschen  repräsentiren  (Fig.  11).  Natürlich 
bleibt  auch  f^r  dieses  „Netz**  unser  unter  1  abgeleiteter  Satz  von  dem  frei* 
willigen  Festbleiben  des  Eckpunktes  C  bestehen.  Das  Gleiche  gilt  auch, 
wenn  wir  die  Ebene  unserer  Figur  einer  Verbiegung  ohne  Dehnung  unter- 
werfen, wodurch  wir  eine  Fläche  yom  Krümmungsmaasse  (&)=0  erhalten. 
Auf  eine  solche  kann  man  sowohl  die  Fig.  1;  wie  das  daraus  abgeleitete 
Netz  übertragen,  indem  man  sich  letztere  etwa  als  Fadenfiguren  vorstellt, 
wo  die  einzelnen  Fadenstücke  (-Elemente)  geodätische  Linien  der  Fläche 
repräsentiren.  Wir  können  also  den  unter  I  gefundenen  Satz  auch  für 
Flfichen  vom  Gauss 'sehen  Krümmungsmaasse  0  als  bewiesen  erachten. 

München,  Juli  1890. 
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unter  dieser  üeberschrift  beabsichtige  ich  an  dieser  Stelle  aus  einem 
Werke,  das  ich  demnächst  unter  dem  Titel  „Die  Division  in  der  Theorie 
der  ganzen  Fanctionen  einer  Variabelen.  Bekanntes  und  Neues  in  nener 
Form*'  zu  veröffentlichen  gedenke,  Mittheilungen  in  der  gewöhnlichen  Dar- 
stellungsweise zu  machen. 

Vorbemerkung.  Wir  sehen  die  Grösse  ar^  wenn  sie  in  einer  ganzen 
Function  nten  Grades  von  x  den  Coefficienten  von  of  darstellt,  für  eineo 
jeden  Wertb  von  r,  der  kleiner  als  0  oder  grösser  als  n  ist,  als  eine  tou 
Null  nicht  verschiedene  Grösse  au  und  bezeichnen  ferner  beispielsweise  den 
Quotienten  der  Determinanten 


«21 

«81 


»IS 

«11 

«I«      «IS 

»23 

«M       0»S 

o« 

«««    «ts" 

<hi 

und 

«8»      «SS 

durch 

0»! 

«s«  «SS ; 

!•  Independente  Darstellang  der  bei  der  Division  zweier  ganzen  Fonetloiei 
auftretenden  Quotienten  und  Beste  durch  deren  Coeftteienten. 

Es  stellt  bei  der  Division  der  Function 

m^anX^  +  ^.  +  a,aP 
in  die  Function 

nach  fallenden  Potenzen  von  x  der  Determinantenquotient 

Än  +  l      ön 


'  f{x)x^-"' 
/•(ic)rc"-"- 


und  nach  steigenden  Potenzen  von  x  der  Determinantenquotient 

(p  (x)  «0        «1 


f{x)afi 

mx' 


^0 


«1 

«0 


I 


1» 
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wenn  die  ins  unendliche  gehende  Anzahl  der  Horizontal-  und  Yertikal- 
reiben,  die  erste  Horizontal-  und  Vertikalreihe  nicht  mit  eingerechnet, 
auf  g  eingeschränkt  wird,  den  nach  0  Theildiyisionen  bleibenden  Best  und, 
sobald  in  der  ersten  Vertikalreihe  das  erste  Element  durch  0  ersetzt 
und  ans  den  folgenden  Elementen  die  Function  f(x)  entfernt  wird,  mit 
dem  entgegengesetzten  Zeichen  den  nach  5  Theildivisionen  auftretenden 
Quotienten  dar. 

Den  Coefficienten  Ton  of  im  Quotienten  oder  den  Diyisionscoef&cienten 
der  Grösse  of  erhält  man,  wenn  man  in  der  den  Dividendns  bildenden 
Determinante  die  Horizontalreihe,  welche  das  Element  f{x)cf  enthält,  mit 
der  ersten  Horizontalreihe  yertauscht,  alsdann  die  erste  Horizontal-  und 
Vertikalreihe  entfernt  und  nun  in  ihr  sowohl,  wie  in  der  den  Divisor  bil- 
denden Determinante  die  Anzahl  der  Horizontal-  und  Vertikalreihen  bei  der 
Division  nach  fallenden  auf  m^n  +  l  —  r  und  bei  der  Division  nach  stei- 
genden Potenzen  von  x  auf  r  +  l  einschränkt.  Er  ist  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Zeichen  der  Coefficient  der  Grösse  f{x)of. 

Zur  Bestimmung  des  nach  s  Theildivisionen  auftretenden  Quotienten 
bedarf  es  aber  der  Berechnung  des  DivisionscoefQcienten  der  Grösse  cf  für 
r  =  m  — fi,  ..,  m  — «— 5  +  1  bei  der  Division  nach  fallenden  und  für 
r  =  0,  ,,yB^\  bei  der  Division  nach  steigenden  Potenzen  von  a;,  und  der 
nach  e  Theildivisionen  bleibende  Rest  ergiebt  sich,  dem  gewöhnlichen 
Divisionsverfahren  entsprechend,  wenn  man  in  der  ersten  Vertikalreihe  die 
denselben  Werthen  von  r  entsprechenden  Functionen  f{x)  x^  mit  den  bezüg- 
lichen Divisionscoefficienten  mnltiplicirt  und  von  der  Function  <p{x)  sub- 
trahirt. 

So  hat  beispielsweise  bei  der  Division  der  Function 


in  die  Function 


2a;«  +  3ic  +  l 


10 

ly 

-3 

2 

ä 

1 

0 

2 

3 

0 

0 

2 

Dach  fallenden  Potenzen  von  x  der  nach  drei  Theildivisionen  bleibende  Rest 
die  Form 

10ic*+19x»-3ic«  +  5a;  +  9 

2a?  +  3»«+  X 
2««+  3  a;  +  1 

und  der  nach  drei  Theildivisionen  auftretende  Quotient  die  Form 

0     10    19    -3    i 

X« :  2    3     1 » I 
«,02     3  I 

1 1 0   0 .  2  |. 

Die  Divisionscoefficienten  der  Grössen  «*,  «*,  aP  stellen  sich  in  der  Form 
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101 


2     ä 

10   19 


:2», 


2     3 

1 

0     2 

3 

10   19 

-3 

:2» 


dar  und  haben  die  Werthe  5,  2,  —7.    Der  Quotient  ist  also 

5ic«  +  2ic-7 
und  der  Rest 

-2(2ar»  +  3«"  +  «)+7(2ic«  +  3x  +  l) 
=  24fl;  +  l6. 


IL  Independente  Bestimmangr  der  Tartialzähler  bei  der  Zerleffnn; 
einer  i^ebroelienen  Function  in  Partialbrüche. 

Die  aus  den  ganzen  Functionen 

<p{x)—  cimX^  +  "  +  €t^ijfi  und  f{x)  =  a»x''  +  '-  +  aQX^ 

gebildete  gebrochene  Function  tp{x):f(x)  Ittsst  sich,  wenn  von  den  n  Wur- 
zeln der  Gleichung  f{x)  =  0  v, ,  . . ,  v^  Wurzeln  den  ungleichen  Grössen 
Xp^^  . ,,  xv^  gleich  sind  und  unter  der  Voraussetzung  a«  =  1 

f{x)^{x-'Xy,y^ . .  {a?-av^)%     v^  + ..+  v^=  n 

ist,  in  einen  ganzen  Theil  und  in  fi  aus  Partialbrüchen  zusammengesetzte 
Aggregate  von  der  Form 


-^»,0 


+  ••  + 


Äv,p-\ 


für  V  =  v^ ,  . . ,  Vß  zerlegen. 

Der  ganze  Theil,  der  im  Falle  m<^n  Null  ist,  ist  der  ganze  Qao- 
tient,  der  aus  der  Division  der  Function  f{x)  in  die  Function  q>{x)  nach 
fallenden  Potenzen  von  x  entspringt,  und  stellt  sich  in  der  Form 

0 


«m 


ÖJil-i 


i^  am     *     '    an 

dar,  in  der  der  Coefficient  von  of  sich  dadurch  bestimmt,  dass  man  in  der 
Determinante  die  Horizontalreihe,  welche  das  Element  of  enthält,  mit  der 
ersten  Horizontalreihe  vertauscht  und  alsdann  die  erste  und  die  r  letzten 
Horizontal-  und  Vertikalreihen  entfernt. 

Für  die  Partialbrüche  aber  gilt  folgende  Regel: 

um  für  ein  gegebenes  vi  und  einen  der  Zahlenreihe  0,  • . ,  V|  —  1  an- 
gehörigen  Werth  von  r  den  zum  Partialnenner 

{x  —  Xv^Y^'"' 
gehörigen  Partialzfthler  zu  bestimmen,   hat  man  die  Elemente  eines  aus  n 
Horizontal-  und  v  Vertikalreihen  bestehenden  Gebildes  von^dor  Form 
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•  •  •  • 

oder  von  der  Form 


(v-l)^iJ    ""    •     •        (v-l)^i 


in  beliebiger  Wahl  fttr  n=v^^  . .,  v^  za  berechnen  and  die  diesen  Werthen 
entsprechenden  Gebilde  zu  einer  Determinante  zusammenzustellen,  den  Werth 
D  dieser  Determinante  zu  berechnen,  alsdann  aus  ihr  die  erste  Horizontal- 
reihe und  yon  den  dem  gegebenen  v^  entsprechenden  Vertikalreihen  der 
Reibe  nach  die  erste,  die  zweite  u.  s.  f.,  schliesslich,  je  nachdem  für  das 
v^  die  erste  oder  die  zweite  Form  des  Gebildes  gewählt  worden  ist,  die 
(r+l)te  oder  die  letzte,  v^ te  Vertikalreihe  zu  entfernen ,  die  dadurch  ent- 
stehenden DetermiDanten  abwechselnd ,  je  nachdem  jenen  Vertikalreihen  eine 
gerade  oder  ungerade  Anzahl  Vertikalreihen  vorangeht,  mit  dem  Plus-  und 
dem  Minnszeichen  oder  dem  Minus-  uud  dem  Pluszeichen  zu  versehen  und 
ihre  Werthe  iio»  •  •>  ^  ^^^^  ^o*  •  m  ^n— i  ^^  bestimmen,  femer  die  Function 

ftlr  0  =  0,  ..,  r  oder  die  Function 

für  p  =  0,  ..,  V4— 1  darzustellen  und  ihre  Werthe  a^j  ..,  ^roder  Qq^  ..,  Qvt^i 
für  x  =  X9^  zu  berechnen  und  endlich  den  Ausdruck 

(cFrtiö  +  -*-  +  c>oWr):I>   odor  (^o^'o  +  '-'  +  ^n-K'n-O:-^ 
zu  bilden« 

Soll  hiernach  beispielsweise  die  aus  den  Functionen 

<p{x)==2sfi  +  3a^'-22afi  +  2Sx*-nx  +  lo 
nnd 

gebildete  gebrochene  Function  q>{x):f{x)  in  Partialbrüche  zerlegt  werden, 
so  ist  auf  Grund  der  Gleichung 

f{x)^{x^i)Hx--2y(x+iY 

ersichtlich 

vj  =  3,    lg  =  2,    V3  =  l,   w  =  6 
und 

zu  setzen  und  zunSchst  am  einfachsten  die  Determinante 

ZdtMhrm  f.  Mathematik  u.  Phyilk  XXXVI,  6. 
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©..     .    .    ©..    (?)2.       ©2.  ©(-!)• 


in  die  Form 


ö)'-  •  •  pi'  (?)^'  ©^  ©<-')• 


10 

5 

80 

32    -1 

6 

4 

32 

16       1 

3 

3 

12 

8     -1 

1 

2 

4 

4        1 

0 

1 

1 

2     -1 

0 

0 

0 

1         1 

in  der  Form 


zn  bringen  nnd  zu  berechnen;  aas  dieser  Determinante  sind  dann  die  erste 
Horizontalreihe  nnd  der  Reihe  nach  die  erste,  die  zweite  n.  s.  f.,  schliess- 
lich die  sechste  Vertikalreihe  zn  entfernen  nnd  die  dadurch  entstehenden 
Determinanten  abwechselnd  mit  dem  Plus-  und  dem  Minuszeichen  zu  ver- 
sehen und  ihrem  Werthe  nach  zn  bestimmen,  und  endlich  ist  die  Function 

mit  Btlcksicht  darauf,  dass  der  grösste  Werth  von  v  3  ist,  für 

0  =  0,  1,  2 

2aÄ+3  «*-22aj»  +  23aj«-llaj  +  16, 
10«*  +  12fl;»-.66»»  +  46«  -11, 
20«»  + 18»» -66  a? +23 
darzustellen  und  für  die  Werthe 

»=1,   0  =  0,1,2;    a?  =  2,    0  =  0,1;    «  =  -1,    a  =  0 
zu  berechnen.     Die  bezüglichen  Werthe  sind 

72;    36,   54,    81;    24,   -80;    -1 
10,  -9,  -5;   21,      73;      72. 
Aus  diesen  Werthen  sind  nun  die  Aggregate 

10.36,    -9.36  +  10.54,   -5. 36  +  -9. 54  +  10.81; 
21.24,   73.24  +  21.-80;   72.-1 
zu  bilden  und  durch  72  zu  dividiren.    Die  daraus  entspringenden  Zahlen 

5,  3,  2;   7,  1;   -l 

sind  alsdann  die  den  Nennern 

(«-1)»,   (a?-l)«,   (aj-l)i;    (a?-2)«,  (rc-2)»;     {x  +  iy 
entsprechenden  Zähler  der  Partialbrttche. 

Femer  gilt  für  die  Partialbrttche  folgender  Satz: 
Berechnet  man  die  Functionen 

D»«p(«):a!,    D^f{x):t\ 

a  =  0,  ..,  V  — 1;   T  =  v,  ..,  2v  — 1 
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und  den  Werth  x^Xv  —  die  den  Werthen  t  =  0,  . .,  v  — 1  entsprechenden 
Functionen  verschwinden  für  diesen  Werth  — ,  und  bildet  aas  den  ermittelten 
Werthen  ory^fr.i,  ..,  0^,0  und  afr,y-i,  ..,  Op^o  die  Functionen 

und 

fp i^)  =  (h,v~i »•'- H  •  •  +  ap^ox\ 
so    sind   die   v  ersten  Divisionscoeflficienten,   welche  bei  der  Division  der 
Fanction  fp{x)  in  die  Function  q)v{x)  nach  fallenden  Potenzen  von  x  auf- 
treten,  die  den  Indices  r  =  0,  ..,  v  — 1  entsprechenden  Werthe  des  zum 
Pariialnenner  (x  —  XvY''*'  gehörigen  PartialzShlers. 

Um  hiernach  in  einer  einfacheren  Weise  für  die  Functionen 

(p{x)  =  2sfi  +  Sa^^22cfi  +  23x^-nx  +  15 
und 

/•(«)  =  a;»-6ic5  + 12*4 -  60;» -9a?  +  12a;- 4, 

für  welche  die  Grössen  Xp  und  v  die  Werthe 

1,2,-1;    3,2,  1 

haben,  die  PartialzShler  zu  bestimmen,  hat  man  die  Functionen 

iyq){x)'.«l,    I)*f{x):tl 

mit  Bflcksicht  darauf,  dass  der  grSaste  Werth  von  v  3  nnd  der  kleinste  1 

"*'  ^  «  =  0,1,2;    t  =  l,  2,  3,4,5 

in  der  Form  2^+3f>i^-  22x'  +  23*»  - 11«  + 15, 

10a!*+l2«»-66a;»  +  46»  -11, 
20«» +  18«* -66»  +23; 
6«* -30«* +  48«»-  18«»-18«  +  12, 
15«* -60«» +  72«« -18«  -9, 
20«»- 60«»  + 48«  -6, 
15«» -30«  +12, 
6«  -6 
darznstellen  nnd  ftlr  die  Werthe 

«=1,      «  =  0,1,2,   »  =  3,4,5; 
x  =  2,      «  =  0,1,        t  =  2,3; 

iC  =  -l,    «  =  0,  T=l 

za  berechnen,  nnd  erhUt  alsdann  aus  den  in  der  folgenden  Tafel: 

1  10  -9   -5       .      .2-30 

2  21     73  .      3   10 
-1   72                   -72 

verzeichneten  Werthen  die  zur  Bestimmung  der  PartialbrOche  dienenden 
Functionen  in  der  Form 

10«»-9«-5,  2«»-3«;    21«  +  73,   3«  +  10;    72,  -72 
nnd  fOr  die  den  Wurzeln  1,  2,  —1  entsprechenden  PartiVlzfthler  selbst  die 
Werthe  5^  3^  2;    7,  1;   -1 

nacb  folgendem  Schema: 

aftfcedbyGoogle 


308 


Kleinere  Hltilieilaiigen. 


_  .  — — ^^ ^ ^         ^.-.^-^ 

^ 

2|3    10  -9  -5 
5     15 

3  1-10    21       73 
7    -70 

-72|     72 
-1. 

3       9 

1. 

2, 

Stellt  man  endlich  das  Aggregat  der  anf  die  Wurzel  x^  bezflglichen 
Partialbrücbe  als  eine  gebrochene  Function  mit  dem  Nenner  {^--x^^  dar, 
so  ist  der  Zähler,  die  auf  die  Wurzel  x^  bezügliche  Partialzählerfanction, 
der  Quotient,  der  sich  bei  der  Division  der  Function  /^(y)  in  die  Function 
9)v(y)  nach  fallenden  Potenzen  von  ys=(a;--a?ir)~*  nach  v  Theildifidonen 
ergiebt,  und  somit  von  der  Form 
0 


«V,l  — 1        • 

•     ai-,0 

•                  • 

.    av,o 

0 

•                  • 

•     • 

(x^x;r-^ 

und  der  zum  Partialnenner  (x  —  x^^'*'''^^  gehörige  Partialzähler  ergiebt  sich 
aus  ihr  dadurch,  dass  man  in  der  den  Dividendus  bildenden  Determinante 
die  Horizontalreihe,  welche  das  Element  {x—x^^  enthüt,  mit  der  ersten 
Horizontalreihe  vertauscht  und  alsdann  die  erste  Horizontal-  und  Vertikal- 
reihe und  darauf,  wie  auch  in  d^r  den  Divisor  bildenden  Determinante,  die 
letzten  v  — r  — 1  Horizontal-  und  Yertikalreihen  entfernt. 

So  erh&lt  man  in  dem  obigen  Beispiele  für  die  Wurzel  1,  zu  der  die 
Functionen  ^^  «      ^        -      ^^      « 

gehören,  die  Partialzählerfunction  in  der  Form 

0  10  -9   «5 


{x^\f 

{x^iy 
{x^iY 


2-3       0* 
0       2-3 

0       0       2 


und  aus  ihr  die  Partialz&hler  5,  3,  2  in  der  Form 


|10|:2>, 


2  -3 
10  -9 


=  2«, 


Berlin,  11.  Januar  1891. 
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2». 


Leopold  Scherdel. 


XVL  Beitrag  snr  Kenntniss  der  algebraischen  Flächen  mit  Kittelpunkt 

Wenn  eine  algebraische  Fläche  n^  Ordnung  einen  Mittelpunkt  besitzt, 
so  vertritt  derselbe,  je  nachdem  n  gerade  (=s2fi)  oder  ungerade  (=2v— 1) 
ist;  bekanntlich* 

•  VergL  Salmon-Fiedler,  Analyt.  Geom.  des  Baumes  n,  S.68S,  ».Aofl. 
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»(^  +  l)(4^+5)  v(v  +  l)(4»-l) 

6 ^  ''^"  6 

ihrer  bestimmenden  Punkte. 

Ist  der  Mittelpunkt  gegeben,  so  sind,  wie  sieb  leicbt  ergiebt,  zur  yoll- 
stSndigen  Bestimmung  der  FlSche  im  Allgemeinen 

(ft  +  l)(fi  +  2)(4^+3)      ^   ^^^^    v(y  +  l)(4v  +  5)      ^ 
6  o 

Punkte  nOtbig. 

Wenn  der  Mittelpunkt  jedoch  nicht  gegeben  ist  und  man  vermehrt  die 
Anzahl  der  Punkte,  die  ausser  dem  Mittelpunkte  zur  völligen  Bestimmung 
der  FlSche  im  Allgemeinen  nothwendig  sind,  um  einen  weiteren,  durch 
den  die  Fläche  ebenfalls  gehen  soll,  so  kann  der  Mittelpunkt  nicht  mehr 
beliehig  liegen,  sondern  muss  sich  auf  eine  Ortsflftche  beschränken.  Die 
Bestimmung  .der  allgemeinen  Ordnungszahl  dieser  Flache  ist  der  Zweck 
der  folgenden  Zeilen. 

a)  n  gel  gerade  (=  2^)- 
In  dieseip  Falle  handelt  es  sich  um  die  Beantwortung  der  Frage: 
jyYon    welcher   Ordnung    ist   die    Ortsflftche    der   Mittelpunkte   der 

Flachen    2f**«   Ordnung,    die   durch   (^  +  ^)(^  +  2)(*^+3)    gegebene 

Punkte  gehen?"* 

Verstehen  wir  unter  q>^^  quatemftre  Formen  vom  Grade  2fA  und  sind 
ki  Parameter,  so  ist  die  Gleichung  einer  Fläche  2fA**'  Ordnung,  welche 
durch  die  obige  Anzahl  von  Punkten  geht,  von  der  Form: 

f=iA„pto  =  0  für  <=1.2,3,  ....  >*(*^+lM^>'  +  5). 

Diese  Flflche  hat  nun  den  Punkt  ^\fi\t  zum  Mittelpunkt,   wenn  folgendes 

System   von  ^—^ ^-^- Bedingungsgleichungen  besteht: 

1)  ^ o -^  a »<  =  Q»    ^<^^®^   Q  +  a  +  T=^k  und  Ä=l,  3,  6,  ...,  2f4  — 1. 

Nach  Eiuler's  Theorem  von  den  homogenen  Functionen  ist  aber: 


a*f         /  a       d       d        8  V 


dlä^drCd^ 


a*+V  o       a*+v 

^^  ai*ai?'a£*+»a^^    d^^dri^d^d^ 

infolge  von  1). 

In  dem  System  1)  hat  man  somit  jede  Gleichung 
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mit  Ansnabme  deijenigen,  für  welche  &  =  2fft— 1,  durch  die  entsprechende 

ZD  ersetzen. 

Fflhrt  man  nun  nach  dieser  SabsUtution  ^ili^O  in  das  System  der 
Bedingungsgleichnngen  ein  und  eliminirt  die  Parameter  1,  so  reprSsentirt 
die  gleich  Nnll  gesetzte  Resultante  die  Gleichung  der  OrtsflBche  des  Mittd- 
pnnktes.  Wie  man  leicht  sieht,  ist  diese  Besultante  in  Bezug  auf  |,  ij,  t 
vom  Grade: 

3(2^-2) +10(2^-4) +  21  (2^-6) +  ...  +  p(2^  +  l).l 
=  i«*((f»+5)((.  +  l)-3) 
und  folglich  können  wir  sagen: 

„Die   Ortsflttche   der  Mittelpunkte   s&mmtlicher   Flächen   von  gerader 

Ordnung,  welche  durch  ^ ^       ^        ^  gegebene  Punkte  gehen,  ist 

im  Allgemeinen  eine  Flttche  yon  der  Ordnungr 

ift((f**+5)(,»+l)-3)  =  :^»((fi«+20)(»+2)-24).« 
Auf  dieser  Oberflftche  liegen  auch  die  Mitten  der  Verbindungslinien  der 
gegebenen  Punkte. 

b)  n  sei  ungerade  (=2ir-i). 

Hierbei  lautet  die  Frage: 

„Welcher  Ortsflftche  gehören  die  Mittelpunkte  der  Flächen  2v-l^ 

Ordnung  an,  die  durch  — ^^ '-^ — -?— ^  gegebene  Punkte  gehen?" 

Bezeichnen  wir  wiederum  mit  g>^^  quaternäre  Formen  und  zwar  Tom 
Grade  2v  — 1  und  durch  Xt  Parameter,  so  lautet  die  Gleichung  einer  Fläche 
2i/  — 1^'  Ordnung  durch  die  obige  Anzahl  von  Punkten: 

/•c=iA,y(*)  =  0    fttr  <  =  1,2,3 Hv  +  l){4v-l)^ 

Der  Punkt  ||i}|S  ist  nun  Mittelpunkt  dieser  Flttohe,  wenn 
2)-g|^03j5  =  O  far  ^  +  (»+T  =  &nndÄ  =  0,2,4,6,  ...,2»-2. 
Nach  Euler's  Theorem  hat  man  aber: 

<^'-»->'(2-'-^äWäf=(«Ä+'a-,+'rj+*ä)'äF08? 


infolge  von  2).  n^^^T^ 
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In  dem  Oleichnngssystem  2}  hat  man  folglich  jede  Gleichung 

mit  Ausnahme  deijenigen,  für  .welche  %=:2v  — 2,  durch  die  entsprechende 
Gleichung:  ^^,^  g,^,^ 


2l*5«+IäIiriT7ä3r  +  2'»* 


a*+»^  8*+*/" 

zu  ersetzen.  "•"^V^n'^S'+'a*  "'"^^Hav' »£* 3»*"^ 

Wenn  man  nun  nach  dieser  Substitution  Zliqi^^  in  das  System  der 

^ Bedingungsgleichungen  für  den  Mittelpunkt  einftlhrt  und 

die  Parameter  X  eliminirt,  so  stellt  die  gleich  Null  gesetzte  Resultante  die 

Gleichung  der  Ortsflftche  des  Mittelpunktes  dar.     Diese  Resultante  ist  in 

Bezug  auf  |,  17,  j;  Yom  Orade: 

](2v-2)  +  6(2v-.4)  +  15(2v-6)  +  ...  +  v(2v-.l),l 

A  A         X.X.  ,  =lv((v«  +  5)(v-l)  +  S) 

und  demnach  hat  man:        ^    ^  '^         /  »     -^ 

„Die  Ortsflftche  der  Mittelpunkte  aller  Flttchen  yon  ungerader  Ordnung, 

welche  dnrch  — ^ -^ gegebene  Punkte  gehen ,  ist  im  Allgemeinen 

eine  Flftche  yon  der  Ordnung: 

iv((v«  +  5)(v-l)  +  3)  =  A(**+l)[((^  +  l)'  +  20)(«-l)  +  24].« 

Diese  Fittche  geht 

1.  dnrch  die  gegebenen  Punkte  selbst, 

2.  durch  die  Mitten  der  Verbindungslinien  der  gegebenen  Punkte. 
Mainz.  Dr.  Kabl  Stoltz. 


xViL  Heber  Invarianten  der  linearen  Differentialgleichungen. 
A.    Transformirt  man  die  lineare  Differentialgleichung 

durch  die  Substitution  ,  _ 

2)  y=rv(*),  g=5|v(»)+ry'(*),  ..., 

+»v'— •)(«)g+v'"'(«)r, 

so  ergieht  sich,  abgekflrzt  geschrieben: 
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4) 


-Po=i^o9>(«). 


Ferner  folgt  ans  1)  durch  die  Substitution 
5)  y==e'^{x) 

die  weitere,  abgekürzt  geschriebene  Gleichung 

Diese  Gleichung  6)  kann  man  ans  3)  durch  die  Substitution 

7)  r=.^! 

ableiten.     Setzt  man  nftmlich  in  3)  für  Pq***  ^n  die  nnter  4)  angegebenen 
Werthe  nnd  transformirt  alsdann  durch  die  Substitution 

8)  r=y^, 

so  erhttlt  man  die  Gleichung  1)  wieder,  weil  3)  durch  2)  aus  1)  erhalten 
worden  ist;  durch  die  Substitution  5)  folgt  dann  weiter  die  Gleichung  6). 
Also  folgt  6)  direct  aus  3),  wenn  man  in  8)  für  y  seinen  Werth  aus  5) 
setzt,  d.  h.  also  durch  die  Substitution  7).  Es  ergiebt  sich  somit  folgender 
Satz:  Die  Gleichungen  1)  nnd  3)  —  wenn  man  in  letzterer  für 
Pq  •  •  *  ^n  die  unter  4)  angegebenen  Werthe  setzt  —  werden  durch  die  Sub- 
stitutionen a)  (  y  =  i»  *  («)  beziehungsweise 

^    l  q>{x) 

auf  dieselbe  Mittelform  6)  gebracht 

B.  Transformirt  man  die  Gleichung  3)  —  ohne  vorläufig  ftLr  Pq...  /» 
die  in  4)  angegebenen  Werthe  zu  setzen  —  durch  eine  aus  ihren  Coeffi- 
cienten  gebildete  Substitution 

10)  Y^zF{P^...Pn), 

so  ergiebt  sich,  abgekürzt  geschrieben: 

ii)/ö(n...''»)^+/;(n-^-)^^+-+/;.(Po-''»)»=o. 

Durch  die  nttmliche,  aus  ihren  entsprechenden  Coefficienten  gebildete  Sub- 
stitution 

12)  y-^ßF{p^...pn) 

geht  die  Gleichung  1)  der  Symmetrie  wegen  über  in: 

13)   /o(l>o--l>n)j^  +  /i(Po...P«)j^,  +  ---  +  /«(i>o---JP»)'  =  0, 
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wo  fa  in  11)  nnd  13)  dieselbe  Function  —  hier  von  Po^^^Pm  dort  von 
^0  • '  •  ^«  —  bedeutet.  , 

Setzt  man  in  10)  für  /'^...P«  die  unter  4)  angegebenen  Wertbe,  so 
erhält  man  die  entsprechende  Transformirte,  indem  man  in  11)  für  Pq...  P« 
ihre  Werthe  aus  4)  substituirt. 

G.  Wfthlt  man  nun  die  Function  F  [Gl.  10)  und  12)]  derartig,  dass 
mit  Bficksicht  auf  4)  die  identische  Beziehung  besteht: 

14)  HPo-P.y^'-^yFiPo-P»), 

80  lauten  auf  Orund  von  14)  die  Substitutionen  10)  und  12): 

[  y  =  sfF(^pQ...pn), 

15)  yJ^F(p,...p.) 
\  q>ix) 

Diese  Substitutionen  genügen  aber  der  Bedingung  9).  Daher  werden  die 
Gleichungen  1)  und  3)  durch  die  Substitutionen  15),  bezw.  10)  und  12) 
auf  dieselbe  Mittelform  gebracht.  Die  Gleichungen  13)  und  11),  welche 
diesen  Substitutionen  entsprechen,  müssen  also  —  wenn  man  in  11)  für 
/o...Pn  ihre  Werthe  aus  4)  substituirt  —  vollständig  identisch  sein.  Es 
mu88  also  mit  Bücksicht  auf  4)  die  identische  Beziehung  bestehen: 

16)  f<Po-Pn)  =  faiPo    ..Pn). 

Das  heisst  aber:  /'a(po*-*l'n)  ist  eine  Invariante.  Es  ergiebt  sich  also 
folgender  ^ 

Satz:  Transformirt  man  die  Gleichung  1)  durch  eine  aus  ihren  CoefQ- 
cienten  gebildete  Substitution 

17)  y=^ffF(Po'''Pn). 

wo  F  der  Bedingung  14)  genügt,  so  sind  die  Coefficienten  der  so  erhal- 
tenen Transformirten  Invarianten.  Diese  Coefficienten  erhält  man,  indem 
man  —  der  speciellen  Substitution  17)  entsprechend  —  in  4)  für  (p(ps) 
den  speciellen  Werth  F(pQ,,.pn)  substituirt. 

So  genügt  z.  B.  der  Ausdruck  —  der  Bedingung  14);  denn  auf  Grund 
von  4)  ist:  ^° 

g 
Transformirt  man  daher  die  Gleichung  1)  durch  die  Substitution  y=s—i  so 

sind  die  Coefficienten  der  erhaltenen  Transformirten  Invarianten. 

D.  Derartige  Functionen  F,  welche  der  Bedingung  14)  genügen,  er- 
geben sich  nach  folgender 

Regel:  Man  bilde  aus  den  Coefficienten  der  Gleichung  3)  einen  be- 
liebigen Ausdruck  /'(/q  ...  /»)  und  setze  denselben  gleich  einer  Cons tauten. 
Substituirt  man  alsdann  in  diesem  Ausdrucke  für  P^..,  Pu  ihre  Werthe  aus 
4)  und  berechnet  q>(x)  aus  der  so  erhaltenen  Gleichung  r^r>.r^t^}r> 
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19)  f{P,...Pn)^e, 
80  genügt  der  für  q>{x)  gefundene  Werih 

20)  g>Ci»)  =  ^(Po---P«.  c) 

der  Bedingung  14).     Derartige  Ausdrücke  sind  z.  B. : 

Pi  =  ni>o9(»)+Pi9(«). 

Setzt  man  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  gleich  Null,  gleich  1  oder 
gleich  einer  sonstigen  Constanten,  und  berechnet  ip{x)  aus  den  so  erhaltenen 
Gleichungen,  so  genügen  die  gefundenen  Werthe  der  Bedingung  14). 

Beweis:   Transformirt  man  die  Gleichung  3)    ^   ohne  für  P^^^^Pn 
ihre  Werthe  aus  4)  zu  setzen  —  durch  die  Substitution: 

22)  r=:5c»(a?) 
und  bildet  aus  den  Coefficienten 

720=    ^o«(«)t 

23)  J7i  =  nf>o«(«)  +  ''i«(«). 

1 cf.  Gl.  4) 

der  erhaltenen  Transformirten 

24)  i7„|^  +  27,^:+...  +  i7«,  =  0 

die  zu  19)  analoge  Gleichung 

25)  nn,...Un)  =  c, 

setzt  für  i7o ...  i7n  die  in  23)  angegebenen  Werthe  und  berechnet  «(x)  ans 
der  erhaltenen  Gleichung,  so  ergiebt  sich  wegen  der  Analogie  von  4)  und 
23),  19)  und  25): 

26)  a>(a;)=JP(/>o.-./>«,c), 
wo  F  dieselbe  Function  bedeutet  wie  in  20). 

Die  Gleichung  24)  kann  man  nun  aber  aus  1)  durch  die  Substitution 

.27)  y  =  5  9(«)(»(a?) 

ableiten;  denn  durch  die  Substitution  y^=iYqt{x)  folgt  aus  1)  die  Gleichung 
3),  und  durch  die  weitere  Substitution  T^gta{ic)  ergiebt  sich  Oleichnng 
24).    Daher  hat  man  auch: 

^0=   Po  [v(«) «(«)]» 
28)  I  77^  =  npQ{(p{x)  a)(a?)]'+ft  [q>{x)  m{x% 

cf.  Q1.4). 
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Diese  Ausdrücke  nnterscheiden  sich  yon  4)  nur  dadurch,  dass  dort  g>{x) 
und  hier  [(p{x)  m{x)]  steht  Setzt  man  daher  diese  Werihe  28)  in  25)  ein, 
so  unterscheidet  sich  die  erhaltene  Gleichung  von  19)  nur  dadurch,  dass 
dort  g>{x)  und  hier  [g>{x)(o{x)]  steht.  Aus  diesem  Grunde  folgt  daher  aus 
der  letzteren  Gleichung  25) 

29)  9(«)w(«)  =  J?(i?o...p«,c),    «{«)  =  -^JF(Po. ••!>«,  c). 

Dieser  letztere  Werth  von  m{x)  ist  nur  eine  andere  Form  des  unter  26) 
gefundenen  Werthes  und  kann  aus  26)  dadurch  erhalten  werden,  dass  man 
dort  für  Po ...  /'a  die  in  4)  angegebenen  Werthe  setzt.  Aus  26)  und  29) 
folgt  also  die  identische  Beziehung: 

30)  F(.Po'^'Pn,c^=-^F{p^...pn,c),   q.e.d. 

Ist  J{Pq  •••Pa)  eine  Invariante,  und  genügt  J^CPo  •••Pn)  der  Bedingung 

14)  bezw.  3(^,   so   genügt  auch  J.F  dieser  Bedingung.     Ebenso  genügt 

p « 

yPa.F^^   -=—  etc.  der  Bedingung  14),  wenn  Fa  und  F^  jener  Bedingung 

Jfb 
genügen.    Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  eine  unendliche  Menge  Ton  Aus- 
drücken  F^  welche  der  Bedingung  14)  genügen  und  zur  Erzeugung  yon 
Invarianten  verwendet  werden  können. 

E.  Durch  die  Substitutionen  y  =  i»F{Po  •  •  •  Pn)  bezw.  Te=ßF{Po  .-.  Pn) 
werden  die  beiden  Gleichungen  1)  und  3)  auf  dieselbe  Mittelform  M  ge- 
bracht Bezeichnet  man  also  sämmtliche  Gleichungen,  welche  durch  eine 
Substitution  y^etpix)  aus  einander  abgeleitet  werden  können,  als  eine 
Gruppe  und  denkt  sich  dann  die  Gesammtheit  aller  möglichen  Differential- 
gleichungen n*^  Ordnung  durch  die  nSmliche,  aus  ihren  entsprechenden 
Coefficienten  gebildete  Substitution  y  =  e F{pq  ...pn)  transformirt,  so  werden 
alle  Gleichungen,  welche  zu  derselben  Gruppe  gehören,  auf  dieselbe  Mittel- 
form gebracht    Die  Coefficienten  dieser  Mittelform  sind  Invarianten. 

Femer  kann  die  Gleichung  3)  durch  die  Substitution 

3n  yJ^(Po»»l?n) 

aus  der  Gleichung  1)  abgeleitet  werden.  Durch  die  Substitution  y^ßF(pQ„.pn) 
geht  n&mlich  diQ  Gleichung  1)  in  M  über,  und  aus  M  folgt  durch  die 
Substitution  e=:T/F{P^...  Pn)  die  Gleichung  3),  weil  Jtf  aus  3)  durch 
die  Substitution  T=ißF{PQ.,.Pn)  erhalten  werden  kann. 

Können  also  zwei  Gleichungen  überhaupt  durch  eine  Substitution 
y=iTq>{x)  auseinander  abgeleitet  werden,  so  werden  sie  auch  darch  die 
Substitution  31)  in  einander  übergeführt 

Berlin.  DiBTRICHKBIT,   Cand.  math. 
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XTm  Kriterien  der  Theilbarkeit  dekadischer  ZaUen. 

Ob  eine  Zahl  durch  3  getheilt  werden  kann,  ist  aus  der  aogenannten 
Quersumme  ersichtlich.  Analoge  Regeln  lassen  sich  für  jeden  Theiler  ii 
aufstellen. 

um  z.  B.  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Zahl  Z  durch  7  theilbar 
ist,  denke  man  sich  die  Zififem 

6,  4,  5,  1,  3,  2 
ZU  einem  Cyklus  geordnet,  multiplicire  die  Einer  mit  6,  die  Zehner  mit  4, 
die  Hunderter  mit  5  etc.»  die  Millioner  wieder  mit  6  etc.,  und  addire  diese 
Producte.     Ist  die  erhaltene  Summe  durch  7  theilbar,  so  ist  das  ein  Kri- 
terium, dass  Z  durch  7  getheilt  werden  kann. 

Man  darf  übrigens  die  Multiplication  mit  einem  beliebigen  Gliede  des 
obigen  Cyklus  beginnen,  also  z.  B.  die  Einer  mit  3,  die  Zehner  mit  2,  die 
Hunderter  mit  6  etc.  multipliciren. 

Nehmen  wir  2.  B.  ^=4006! 

und  beginnen  die  Multiplication  mit  der  Ziffer  5,  so  ergiebt  sich 

5  +  6  +  0  +  0  +  24  =  35; 
beginnen  wir  mit  6,  so: 

6  +  24  +  0  +  0  +  12  =  42. 

Ein  fthnlicher  Ziffemcyklus  iSsst  sich  nun  auch  für  viele  andere  Theiler  » 
nach  folgender  Begel  an&tellen:  Han  verwandle  den  Bmoh  I/m  in  einen 
Decimalbmoh.  Die  Beste,  welche  sich  bei  der  Division  ergeben,  beuiciuw 
man  der  Beihe  nach  mit  f\t*%tr^,  ...    Dann  ist  der  gesuchte  ZiffemcyUos 

«  — r,,    «  — r,,    n  — fj,    ... 
Nehmen  wir  s.  B.  n  =  7  und  »=13.    Die  Brüche  1/7  und  1/13  werden 
nun  durch  folgende  Divisionen  in  Decimalbrflche  verwandelt: 

7/1  =  0,142857 . . . ,  13/1  =  0,076923 . . . 
0  0 

10  10 

7  0 


80  100 

28  91  • 

20  90 

14  78 


60  120 

56  117 


40  30 

35  26 


60  40 

49  39 


Uiqitized  bv  VjOOQIC 


EleineFe  Miüheilimgeii.  317 

Die  bei  diesen  Divisionen  sich  ergebenden  —  fett  gedrackten  —  Reste  sind 
also  für  n  s=  7 

ri  =  l,    r,  =  3,    r8  =  2,    r4=:6,    r^  =  A,    re  =  5, 
und  f&r  »  =  13: 

ri  =  l,    rj=10,    r3  =  9,    r^  =  12,    r5  =  3,    re  =  4. 

Daher  ist  der  gesachte  Zififerncyklas  für  n  =  7 : 

6,  4,  5,  1,  3,  2, 
nndftrn=13:  12,3.4,1.10.9. 

Ein  solcher  Cyklas  ergiebt  sich  immer,  wenn  der  Bmch  1/n  einen  rein 
periodischen  Decimalbraoh  liefert.  Nehmen  wir  dagegen  z.  B.  n  =  2,  so 
Uefert  die  Division:  2/1=  0.500 . . . 

0. 

10 

10 


00 
0 


00 
0 


0 

In  diesem  Falle  ist  also  ri=l,  r^  =  0,  r3  =  0,  ...  Obige  Regel  ergiebt 
daher  die  Zi£femreihe:  v 

1,  2,  2.  2,  2.  ...  in  infinitum. 

£s  ist  dies  kein  geschlossener  Cyklas,  und  man  hat  daher  die  Einer  mit  1, 
die  Zehner  mit  2.  die  Hunderter  mit  2  etc.  zu  mnltipliciren. 

Wörtlich  dieselben  Regeln  gelten  für  ein  jedes  Zahlensystem,  welches 
dem  dekadischen  analog  gebildet  ist;  nur  der  Ausdruck  „Decimalbruch'' 
müsste  eine  andere  Benennung  erhalten. 

Berlin.  Dietrichkbit.  c»Dd.math. 

XTX,  BjBmerknng  zur  Transformation  der  Differentialgleichungen 
Yon  Punkt-  in  Liniencoordinaten. 

Diese  Transformation  kommt  bekanntlich  darauf  hinaus,   dass  man  in 
eine  Differentialgleichung  die  gleichzeitig  bestehenden  Substitutionen 
dv  dv  dy 

'Tu     «'  =  "1^-"'    5i  =  « 
einführt,  und  sie  gewährt  Nutzen,  wenn  sich  die  transformirte  Gleichung 
als  integrabel  erweist«     Auf  solchem  Wege  habe  ich  bereits  im  XXIV.  Jahr- 
gang dieser  Zeitschrift  die  Differentialgleichung* 

*  Diese  Gleichung  geht  durch  die  erwähnten  Substitutionen  in  die  Ber- 
nouUi'.che  ^  ^  v^(u)^v^zM 

du       q7(u) +t*i^(tt) 
über;  mittels  anderer  Methoden  dflrfte  ihr  übrigens  kaum  beizukommen  sein. 
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«9'(!^)+yv(y')  +  («y-»)'".x(y')=o  (y'=gj 

integrirt  und  bei  dieser  Gelegenheit  ein  specielles  Beispiel  angeführt,  wel- 
ches mich  spftter  zu  einer  Berichtigang  veranlasst  hat.  Vergl.  diese  Zeit- 
schrift, Jahrg.  XXXI. 

Nach  dieser  Berichtigang  kann  es  scheinen,  als  ob  in  meiner  ersten 
Note  ein  falsches  Integral  aufgestellt  worden  wäre,  und  so  hat  es  auch  der 
geschätzte  Herr  Referent  in  dem  ,  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik^, Bd.  XX,  Jahrg.  1888  aufgefasst.  —  Der  in  Frage  kommende 
Integralausdruck  ist  jedoch  keineswegs  falsch,  wohl  aber  ist  er 
vieldeutig ,  und  er  enthält  ausser  der  gesuchten  Lösung  noch  andere  fremd- 
artige ,  welche  der  Differentialgleichung  nicht  genügen  und  nachträglich  aus- 
zuscheiden sind.  Die  erwähnte  Berichtigung  sollte  deshalb  den  Weg  zeigen, 
wie  man  direct-  auf  die  zulässige  Lösung  kommen  and  die  fremdartigen  von 
vornherein  vermeiden  kann. 

Damit  nan  jeder  Zweifel  über  den  Vorgang  beseitigt  und  auch  das 
fragliche  Integral  rehabilitirt  wird,  möchte  ich  nochmals  auf  die  Angel^n- 
heit  kurz  eingehen. 

Die  betreffende  Differentialgleichung  lautete 

1)  x  +  y-{xy''-y)^  =  0 

oder  auch  ^ 

'^  dx  X 

und,  indem  wir  davon  absehen,  dass  selbige  auch  leicht  auf  andere  Weise, 
z.B.  durch  die  Substitution  y^=xt  integrirt  werden  könnte,  fahren  wir  die 
anfangs  erwähnten  Substitutionen  (t^,  v)  ein.     Es  entsteht 

und  dieser  Gleichung  genügt  ^ 

3)  t;  =  {l+tt)|C-(l  +  M)«-M^ 

wobei  C  die  Integrationsconstante  bedeutet.     Hieraus  ergiebt  sich  weiter 

4)  '  £  =  cf.{Cf-(l+M)"-'}f^, 

und  weil  nun  —  cssaj,  während  u=s^  den  unter  la)  aufgeschriebenen 
Werth  besitzt,  so  geht  4)  über  in 


5)  *=c.{c-(H:Mipl^ 


Das  ist  der  Ausdruck,  welchen  ich  in  meiner  ersten  Note  im  XXIV. 
Jahrgang  dieser  Zeitschrift  mitgetheilt  habe,  und  welcher  neben  gewissen 
fremdartigen  Lösungen  das  richtige  Integral  der  Differentialgleichung 
1)  enthält.    Bevor  wir  letzteres  aus  6)  herausschälen,   wollen  wir  es  uns 
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direct  yerschaffen ;  wir  werden  dabei  zugleich  die  Stelle  auffinden,  an  wel- 
cher eine  unnöthige  Complication  eingetreten  ist.  Die  betreffende  Stelle 
liegt  bei  Gleichung  4);  denn  vermeidet  man  diese  und  benutzt  statt  der- 
selben Gleichung  3);  so  ergiebt  die  Auflösung  nach  der  Constanten 

3a)  {l+f;»-«)(l  +  u)"'-»  =  0 

oder,  wenn 


restituirt  wird, 

6)  »^-"•ll  +  Cir+y)  >»  )  =C* 
oder  i-m  i  m~n 

6a)  X  •»    n+{x+y)  "•!=», 

wobei  B  =  C^  eine  willkürliche  Constante  vorstellt 

Dieses  ist  der  von  fremdartigen  Lösungen  freie  Integralaus- 
druck, wie  ich  selbigen  in  der  erwähnten  Berichtigung  angegeben  habe, 
nnd  man  kann  sich  durch  directes  Dififerenziren  leicht  davon  überzeugen, 
dass  er  der  Differentialgleichung  wirklich  genügt. 

um  schliesslich  noch  den  Beweis  zu  erbringen,  dass  die  Lösung  6) 
resp.  6a)  in  5)  enthalten  ist,  substituire  man  in  5) 

m 

7)  O=aj*-'»0'",    aj  +  y  =  («;  — 1)^^, 
dann  erhält  man  nach  einfacher  Umformung 

und  dieser  Gleichung  kommt  unter  anderen  die  Wurzel  z=^w  zu,  also  ist 
mit  Bficksicht  auf  7)        ,        .    _  „    . 

Die  Wurzel  5  =  19  hat  demnach  auf  das  Integral  6a)  geführt;  alle  anderen 
Wurzeln  sind  als  fremdartig  zu  verwerfen. 

Ans  unserer  speciellen  Untersuchung  geht  nun  Folgendes  hervor: 

Wenn  man  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

«)  *(*•«'»  äl)=ö 

mittels  der  Substitutionen 

dv  dv  dy 

du  du       '    dx 

in  eine  andere 

«  y(...,^)=o 

transformirt  und  für  letztere  das  Integral 

*  Wer  Geschmack  an  algebraischen  Spitzfindigkeiten  hat,  den  dürfte  viel- 
leicht dieser  Ausdruck  für  C,  der  sich  noch  nach  y  auflösen  Hesse,  interessiren ; 
denn  man  wird  fSr  den  ersten  Augenblick  nicht  übersehen,  dass  die  Gleichung  5) 
eine,  wenn  auch  nur  particuläre  Auflösung  nach  (7,  bez.  y  in  geschlossener  Form 
erlaabt,  wie  sie  im  Ausdruck  6)  thatsftchlich  vorliegt.  ^-^  1 

Uigitized  by  CjOOQIC 


320  Kleinere  MittheUaiigen. 


y)  F,{U,f>,C):=^0 


gefunden  hat,  so  ergiebt  sich  das  Integral  der  Gleichung  or)  durch  Elimi- 
nation Yon  3^  aus  den  beiden  Gleichungen 
dx 

4,„l^).o»a^,01^.g-„o)=o 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  durch  Elimination  von  ti  aus  den 
beiden  Gleichungen 

F(u,  ux  — y,  ic)  =  0  und  JPj(w,  uä— y,  c)  =0. 

Hält  man  diese  Ordnung  bei  der  Elimination  nicht  ein,  so  kann  man  zu 
unnöthig  verwickelten  Integralformen  gelangen  und  ist  dann  am  Ende  ge- 
zwungen, die  richtige  Lösung  aus  den  fremdartigen  auszuscheiden. 

Plauen  i.  V.  W«  Hbvmann. 
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Soeben  erschieu : 

VORLESUNGEN 

ÜBER 

GESCHICHTE  DER  MATHEMATIK 

VON 

MORITZ  CANTOR. 

ZWEITER  BAND,     von  1200  - 1668. 

ERSTER  THEIL. 
[499  S.]     gr.  8.     1892.     geh.  n.  Jf  U  .^ 

i|9^  Der  zweite  an  20  Bogen  umfassende  (Schlufs-)  Theil  des 
zweiten  Bandes  nebst  Titel  und  vollständigem  Inhaltsverzelehnlsse 
erseheint*  noeli  vor  Ostern  1892. 

Die  Anzeige  dieses  11.  Bandes,  der  später,  als  es  arspmnglich  in 
der  Absicht  des  Verfassers  laf?,  dem  1880  erschienenen  f.  bände  nach- 
folgt, kann  sich  in  wenige  Worte  fassen.  Plan  und  Anlage  sind  die 
gleichen  geblieben  wie  beim  1.  Bande.  Der  Verfasser  hat  versucht,  die 
zahlreichen  zerstreuten  Vorarbeiten  zu  sammeln  und  zu  sichten  und  so 
viel  als  möglich  eine  wirkliche  Entwickelungsgeschichte  der  Mathematik 
von  Leonardo  von  Pisa  und  Jordanus  Neraorarius  an  bis  zu  dem  Er- 
scheinen von  Leibnizens  Doktordissertation  zu  geben.  Manche  Lücken 
wurden  aufgedeckt  und  der  Einzelforschung  empfohlen.  Die  einzelnen 
Abschnitte  sind  anfangs  ganzen,  später  halben  Jahrhunderten  gewidmet, 
um  so  eine  gewisse  Gliederung  des  Bandes  zu  erhalten. 


Soeben  erschien: 

DIE  GRUNDZÜGE 

DES 


GEOMETRISCHEN  CALCÜLS 

VON  a.  PEANO, 

PROFESSOR  AN  DEM  K.  LTSIVKKSITÄT  Zu  TURIN. 


DEUTSCH  VON  ADOLF  SCHEPP 

zu  WIESBADEN. 

.20. 


[IVu.  38S.]  gr.  8.  1891.  geh.  n.  uT  1. 


Der  geometrische  Calcul  behandelt  die  geometrischen  Fragen, 
indem  er  die  analytischen  Operationen  direct  mit  den  geometrischen 
Dingen  vornimmt,  ohne  es  nöthig  zu  haben,  sie  immer  mittelst  der 
Coordinaten  zu  bestimmen.  Dieser  Calcul,  der  von  Leibniz  voraus- 
gesehen wurde,  ist  in  diesem  Jahrhundert  unter  verschiedenen-  Formen 
hauptsächlich  durch  Möbius  (1827),  Bellavitis  (1832),  Grassmann 
(1844)  und  Hamilton  (1853)  entwickelt  worden.  Seine  Grundgedanken 
werden  schon  in  vielen  Lehrbüchern  der  Mechanik,  der  mathematischen 
Physik  und  der  Infinitesimalrechnung  benutzt. 

Die  vorliegende  Schrift  enthält  in  den  Nummern  1 — 47  die  Grund- 
züge des  geometrischen  Calcula.  Mit  ihrer  Hülfe  kommt  man  bereits 
zu  einer  grossen  Anzahl  von  Resultaten;  beiläufig  werden  die  wichtigsten 
Formeln  der  analytischen  Geometrie  bewiesen;  ihre  Leetüre  setzt  nur 
elementare  Kenntnisse  in  der  Geometrie  voraus. 

In  den  folgenden  Nummern  wird  auf  einige  Fragen  der  Infini- 
teaimalgeometrie  eingegangen,  welche  auf  Grund  der  vorhergehendeif 
Theorien  eine  einfachere  Form  annehmen.  uigitized  by  vj^^v^glC 
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XX. 

lieber  einen  Specialfall  der  hsrpergeometrischen  Reihe 

dritter  Ordnung. 

Von 

Prof.  Dr.  Louis  Saalschütz 

in  Königsberg. 
(Bohlnss.) 


§3. 

Eine  andere  Art,  die  Gleichungen  I)  bis  VI)  anzuwenden,  besteht 
darin,  die  Reihen  auf  der  rechten  Seite  derselben  miteinander  zn  vergleichen; 
and  dabei  kommen  wir,  ans  auf  Beziehungen  wesentlich  verschiedener  Art 
bescbrftnkend,  mit  einer  geringen  Anzahl  von  Vergleichungen  aus. 

Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  S^  selbst  einen  endlichen  bestimmten 
Werth  habe  und  nicht  mit  der  gewöhnlichen  hypergeometrischen  Reihe  zu- 
sammenfieille.    Dies  giebt  die  Bedingungen: 

35)  1— 1?>0,  X  und  1+ä  — y  keine  n.  g.  Z. 
Weitere  Bedingungen  sind  bei  den  einzelnen  Fftllen  hinzuzufügen. 

1.  Wir  vergleichen  I)  mit  II)  und  erhalten  dabei  zunächst  eine  Oleich- 
nng  von  der  Form: 

36)  i::i^l=-(r+n)(y+»+«^+^"^' 
worin: 

r(l+a?)r(-n)r(y  +  t;  +  n-l)r(t;  +  n)r(y  +  n-g) 

r(l+a:)r(-n)r(y  +  i;  +  n-l)r(l  +  a?-y)r(l-t;) 
^        r(a?  +  r  +  n)r(I+flJ-n-y)r(l-t;-n)r(y+n) 

Jetzt  nehme  ich  an,  dass  v  eine  n.  g.  Z.  sei,  dann  bricht  S^^  wie  Oleich- 
nng  II)  zeigt,  ab,  und  verschwindet  P  wegen  des  Factors  r{v)  im  Nenner, 
faÜB  nicht  v+n  oder  y  +  v  +  n^l  eine  n.  g.  Z.  ist,  so  dass  auch  nicht 
it  SS  0  sein  darf;  bei  Nichterfüllung  dieser  Bedingungen  erschiene  die  rechte 
Seite  von  36)  in  der  unbestimmten  Form  oo— od.  Bei  Erfttllung  derselben 
können  wir  aber  noch  in  Q  ausser  r(l— v)  auch  die  Quotienten 

r(-fi):r(l-n-f;)  and  ny+fH-«-!)  =  r(yt|L.yGoode 

Z«HMliiifttIUUiem»llkm.Pli7ilkZZXVI,  8.  ^1  ^ 
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in  geschlossener  Form  darstellen.  Es  erscheint  jetzt  aber  zweckmSssig, 
statt  der  voneinander  unabhängigen  Grössen  x,  y,  v,  n  die  ebenso  nnab- 
hftngigen  Uy  ß,  y,  S  dnrch  die  Oleichangen: 


mit  den  Auflösungen: 


x  +  v  +  n^a 
1  +  a^^n     ,^ß 

•     2+x^y^6 
einzuführen.     Dadurch  werden  die  Bedingungen  36): 

38)  y  +  «  — «  — /?  — 1>0,     y  und  8  keine  n.  g.  Z., 

und  die  in  Bede  stehende  Gleichung  lautet  nun: 

0-1  ,  a<?,«(«  +  l)/?(/?  +  l),        _         iy~l){i-l) 

q     V  fi  ,  «(«  +  /?  +  2-y-3)      «(a+l)(«+j?+2-y-a)(«+/?+3-y-<),    | 
"""^   ^  ['■^ {a-y +2Ka-d+2)^  {a-y  +  2){a-y  +  S){a-i  +  2){u-d  +  S)  ' 
+  (_  l)r +*-.-/»-. 1.2.S...{y  +  6-a-ß-2) 

mit  den  Bedingungen: 

^.  I  weder  a  — y  +  1,  noch  «  —  4  +  1  eine  n.  g.  Z., 

^  l  a  +  |J  +  2-y-«  eine  n.  g.  Z. 

Nun  könnte  noch  der  Einwand  erhoben  werden,  bei  Vergleichiing  der 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  I)  und  II)  sei  u.  A.  mit  Vi—n)  mnltiplieirt 
worden,  man  müsse  also,  um  das  Besultat  nicht  illusorisch  zu  machen, 
die  Bedingung  hinzufügen ,  dass  n  oder  6  —  ß^l  keine  positive  ganze  Zahl 
sei«  Dieser  Einwand  kann  jedoch  durch  Continuitfttsbetrachtnngen,  bezogen 
auf  beide  Seiten  der  Gleichungen  39),  entkräftet  werden.  —  Wir  erhalten 
aus  39)  und  40)  eine  andere  Gleichung  mit  den  zugehörigen  Bedingungen, 
wenn  wir  a  mit  ß  vertauschen. 

2.  Der  Vergleich  von  I)  mit  III)  giebt  in  den  neuen  Bezeichnungen 
die  Gleichung:  ^  ,-       . 

AI)  -^= (i-y)^8      4,p^o 

worT«.  ^-^      (l-«(a-3  +  l)  +  ^'      «" 

worin: 

p     r(i-ß)r{«-r+i)riy)r(i+ß-i)r{a-9+i) 

-^^  r(y-ß)r(2~ö)r{a)r{a  +  ß  +  2-y-i)        ' 

^_riy)r(l  +  a-i)r{l  +  ß-d)nS-l)riY  +  8-a-ß-l) 

^»  r(«)r(is)r(y-«).r(y-/j) 

<  Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  2  —  6  eine  n.  g.  Z.  sei,  so  mOsaen  wir 
ausser  38)  noch  die  Bedingungen  stellen,  dass  a—3  +  1  keine  n.  g.  Z. 
und  dass  ß  keine  positive  g.  Z«  sein  soll,  damit  nicht  (gleichseitig) 
S8:(l— /?)(«  — d  +  1)  und  Q^  unendlich  werde.  Bei  Erfüllung  dieser  Be- 
dingung wird  Pi  =  0  und  wir  erhalten:  r^r>.r^f^]r> 
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(y-l)(a-l) 

vfii    (y-<^H^-*)    ,    (r-ft(r-P+i)(2-g)(3-^    .     1 

42^     1   ^(2-/J)(«-«+2)'*"(2-/J)(3-ftt«-*+2)(«-a+3)"^'"| 

'. 1.2.3  ...(g-l) 

"'"(l  +  «-a)(2  +  «-«)...(a-l).(l  +  /J-a)(2+/5-a)...(|J-l) 
r(y  +  g-a-g-l)r(y) 
r(y-«)r(y-/J) 
mit  den  Bedingnngen: 

.Q.         f  2— Ä  n.  g.  Z,,  weder  «  —  4  +  1,  noch  1  — /J  n.  g.  Z.; 

Wir  erhalten  hieraus  drei  andere  Gleichungen  durch  Yertanschnng  von  a 
mit  ß  und  yon  y  mit  d« 

3.  Vergleichen  wir  endlich  I)  mit  VI),  so  erhalten  wir: 

vfii  (y^«)(y-P)  I    (y-«)(y-«+^)(y"ig)(y-ig+i)    .     1 

mit  den  Bedingungen: 

45)  y  +  ««tt«|5-.l>0,    «-1>0. 

Diese  Gleichung  ist  besonders  verwendbar,  wenn  y  — «  oder  y  —  ß  eine 
n.  g.Z.  ist,  in  welchem  Falle  die  Bedingung  A  —  1  ^  0  fortgelassen  werden 
kann.  —  Durch  Vertauschung  von  y  mit  8  entsteht  ans  44)  noch  eine  an- 
dere Gleichung. 

Alle  anderen  Vergleichungen  ergeben  nichts  wesentlich  Neues. 

4.  Seien  a  und  y  (oder  ß  und  8  etc.)  positive  ganze  Zahlen  und  zwar 
X^a,  also  gewissermassen  Fall  2.  ohne  beschrankende  Bedingungen.  Wir 
behandeln  zuerst  den  Fall  a  =  1,  y  =  2  und  fahren  dann  die  anderen  suc- 
cessive  auf  diesen  zurflck.    Aus  I)  folgt  direct: 

.a-ß-\) 


_  Rg+i-a)  nß+i-i)  r(y)r(a)  r(y+i- 
"'-  r(«.)r(/s)r(y-«)r(y-^) 


r(«+i-a)r(/?+i-g)r(y) 
'         r(«+/s+i-a)r(y+i-«) 

X(«-l)/i.^-,ö'-l,  l+Y-i,  a  +  ß+2-y-S)', 

Y  +  S-it-ß-l>0, 
also  ist  fttr  «sl,  y  =  2: 

y  _  r(2  -  j)  r«? + 1  -  i)  r{8)  ns  -  ^) 
r(/j)r(2-/j) 
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Wie  man  sieht,  ist  hier  (in  der  früheren  Bezeichnung)  t;s=— n,  x  =  l, 

also  kommt  29)  zur  Anwendung  und  somit  wird: 

1 
1-3  f  nsinßw  1  A^'"^-^^'*"^^%A 

2-Ä>0,  2  +  /3-«>0,  Ä-/S>0 
oder,  wenn  man  für  f{.,.)  direct  die  Reihe  setzt: 

o-i  ,    1    1?  .   1  ß(ß+i)  ,       _^-l  jtsinß« 


^  '  l  .  i  .  1 


-"-"{( 


+ 


l(i5+l-3)(2-cJ)^(iS  +  2-3){3-«)^0J+3-d)(4-«)        ) 

Sind  die  ersten  beiden  Bedingungen  in  47)  nicht  erfäUt,  so  Iftsst  sich  die 
Reihe  | }  in  48)  nach  Absonderung  der  Anfangsglieder,  soweit  es  nSthig  ist, 
mittels  Gleichung  30)  durch  ein  Integral  ähnlicher  Form  wie  in  47)  aas- 
drücken. Erscheint  die  rechte  Seite  von  48)  in  der  Form  oo  —  oo,  so  ist 
sie  deshalb  nicht  minder  richtig;  für  /3=1,  d  =  f  z.B.  erhält  man  eise 
bekannte  Identität ;  für  /J  —  ä  +  1  =  0  und  3  =  ^  entsteht  durch  Vereinigung 
je  eines  Gliedes  der  links  stehenden  mit  einem  Gliede  der  rechts  stehenden 
Reihe:  ^1  1  1 

Wir  wollen  nun  sehen,  was  aus  S^  wird,  wenn  entweder  y,  oder  wenn  a, 

oder  wenn  zugleich  y  und  a  um  eine  Einheit  erhöht  wird.    Im  ersten  Falle 

y  •  y»« 

entstehe  8i  aus  8^^,  im  zweiten  Sij  im  dritten  Falle  8^. 

Setze  ich  in  46)  y  +  1  statt  y,  so  geht  /i— ^-i  (y— 1,  1+y  — 3,  a+ß 
+  2-.y-.a)  in  /i.^_i(y,  2+y-«,  a  +  /3+l-y-a)  oder  fn(x,y,v)  in 
/n(l+fl?,  y  +  1,  t^  — 1)  über.  Setzen  wir  nun  in  16)  «  +  1,  y  +  1,  f  — 1 
statt  bez.  x,  y^  v^  femer  in  17)  x  +  1  statt  x  und  nehmen  noch  Gleichung 
12)  hinzu»  so  können  wir  aus  diesen  drei  Gleichungen  fnix  +  l^y+liv) 
und  fn{x+ly  y,  v)  eliminiren  und  somit  fn{x+l^  y+1,  »—l)  durch  /«(a;,y,r) 
ausdrücken ;  die  Aenderung  der  anderen  Grössen  in  46)  bietet  keine  Schwie- 
rigkeit und  wir  gelangen  so  zu  der  einfachen  Gleichung: 

4m  r        y(y  +  g-or-)3-l)  y(J-l) 

'  \       {y-»){Y-ß)       '     {Y-<')(y-ß)' 

Noch  leichter  geschieht  die  Erhöhung  von  a  um  1,  da,  wie  die  Gleich- 
ungen 37)  zeigen,  a  nur  in  v  vorkommt,  und  Alhrt  zu  der  Gleichung: 
a(a  +  l-S)(a  +  l-y)  (y-l)(3-l) 

'  •       «(a  +  ^  +  2-y-d)*'»       a(«  +  |J+2-y^*)' 

Setzen  wir  in  50)  y  +  1  statt  y  and  eliminiren  S',  mittels  49),  so  entsteht: 
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und  hieraus,  wenn  S^  die  Beihe  bezeichnet,  die  ans  S^  durch  Erniedrigung 
Ton  y  nnd  a  um  je  1  entsteht: 

*  (y  — l)(a— o)       *      a  — d 

Ist  nun  5|  mit  beliebigen  positiven  ganzen  a  und  /  ^  a  zu  bestimmen 
Torgelegt,  so  kann  man  von  47)  oder  48)  (a  =  l|  y»2)  ausgehen  und 
dann  zuerst  a  und  y  mittels  51)  um  gleichviel  Einheiten  erhöhen,  bis  das 
richtige  a  erreicht  ist,  und  sodann  y  allein  (wenn  y^^  +  l  ist)  mittels 
49)  bis  zum  richtigen  Werth  desselben  vergrössem. 
Für  a=s  1,  y  =  S  erhalten  wir  in  dieser  Art 
^2(l-J)(6-i3)  TtsJnßit  2(a-l)     2(d-ß){i-l) 

*       (l-/j)(2-jS)   8indnsin(ß-ß)n        2-/3  2-/3 

x{(^  +  l^ö)(2-d)  +  (/J  +  2-d)(3-«)  +  -}'  l  +  *-^>0 

nnd  hieraus  noch  specieller  für  /3=1,  2«=^:* 

"^^1.2^2.3    1^3.4  1.3^4.5  1.3.5^      /      ''^4 

5.  Sei  von  den  Bedingungen  40)  nur  die  letzte  erfüllt,  sei  also 
ft  +  /5  +  2  — y— Ä  eine  n.  g.  Z.,  aber  auch  z.  B.  a  — y  +  1  eine/ n.  g.  Z.; 
dann  ist  ß  —  d  eine  ganze  Zahl;  ist  sie  positiv,  also  d  — /?  eine  n.  g.  Z., 
so  ist  die  Summation  durch  44)  (nach  Vertauschung  von  y  mit  8)  aus- 
fahrbar; ist  aber  ß^8  negativ,  also  8  —  ß  eine  positive  g.  Z.,  so  ist  zuerst, 
vorausgesetzt,  dass  8  >1  ist,  Si  durch  die  rechte  Seite  von  44)  zu  ersetzen 
sei  nun  y  —  a  =  a,,  >'r-|5  =  /5j,  y  +  ^  —  a— |5  =  yi,  y  =  Äii  so  sind  «^  und 
^i  positive  ganze  Zahlen  und  zwar  yj>a|,  also  die  Summation  nach  dem 
vorigen  Falle  auszuführen.  Ist  jedoch  8<1  (d  =  n.  g.  Z^  wie  überhaupt, 
ausgeschlossen),  so  ist  zunächst  8  um  diejenige  ganze  positive  Zahl  k  zu 
vermehren,  welche  Ä+Ä  =  d'>>l  macht,  dann  S^  mit  8'  statt  8  so -wie 
angegeben  zu  berechnen  und  schliesslich  durch  öftere  (Ä;- fache)  Anwendung 
der  Gleichung  49) ,  nach  Vertauschung  von  y  mit  8 ,  das  vorgelegte  S^  aus 
dem  durch  Erhöhung  von  8  entstandenen  abzuleiten. 

Fassen  wir  noch  die  Fälle  1)  bis  5)  zusammen ,  so  lässt  sich  8^  durch 
geschlossene  Ausdrücke  oder  endliche  Reihen  mit  Adjunction  von  f- Func- 
tionen und  des  bestimmten  Integrals  in  47)  summiren,  wenn  entweder  y 

*  Das  Resultat  bestätigt  sich  durch  die  Gleichung: 

_8 3  ]P^1  ■'  a'  arcsinx      (3-  2a:^){are8inx)* 

2x*  Ä»  "*■  2x* 

1^1      2     t  .     1     2.4    ,  ,     1     2.4.6    -  , 

2       2.3    1  3.4  1.3  4.6  1.3.5 

welche  ihrerseits  entsteht,  indem  man  x{arc8inx)*  integrirt,  das  Resultat  durch 
x^  dividirt  und  den  Quotienten  nach  x  differentiirt.  C^OOqIc 
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(oder  8)  eine  ganze  positive  Zahl ,  oder  y  —  a  (oder  etc.)  eine  n.  g.  Z^  oder 
endlich  «  +  /3  +  2  — y  — 4  eine  n.  g.  Z.  (einschliesslich  der  Nnll)  ist 

§4. 
Ich  gehe  noch  einmal  zur  Oleichnng  25)  znrttck  nnd  vergleiche  sie  mit 
dem  ansl)  fttr  den  Fall  «+»  +  n  =  — ^,  ys=aj  +  t,  h>g  +  l  zu  erzielen- 
den Besnltat.    Dasselbe  erscheint  zuerst  in  der  Form  oo  — oc,   führt  aber 
schliesslich  [unter  Benutzung  von  32)]  zu  folgender  Gleichung: 

{x+g  +  l){x+g  +  2)...{x+h^i) 
.«x  '  {g+l)...(h'-l){x  +  v)...{x  +  v+g-'l) 

''''^X{(A-2Ul+a?)...(^+«)+(»-3)^.i(2+«)...(^+fl?)(Ä+p+l+^-Ä)+... 
+(Ä-2-^)o(»+«+l+^-A:)(a;+f;+2+^-A:) ...  (»+p+2^-Ä)}, 

x+v+n+g^O^  y=zh+x^  Ä— ^— 1>0. 
Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  der  rechten  Seite  von  25)  und  Utost 
den  hier  in  53)  vorhandenen,  dort  leicht  herzustellenden  Factor 

(a?+^+l)...(aj+Ä-l):(^  +  l)  ...(*-!)(«  +  «)  ...(ä+v+^-I) 
beiderseits  fort,  so  gelangt  man  zu  folgender  Umwandlung  einer  endlichen 
Beihe  in  eine  andere,  wobei  Ä;  — 2sm  gesetzt  ist: 
{fn),x{x+l)...{x+g-l)  +  (m^l),.tx{x+l)...{x+g^2){x+v+g''l) 
+  (m-2)^_2a?...(a?+^-3)(a?+p+^-l)(«+t?+^-2)  +  ... 
u.  +{fn-ff)o{^+v+g-l){x+v+g'-2)...{x+v) 
^  =(m\{x+l)...{x+g)  +  {m-'l\,x{x+2)...{x+g)ix+v+g^m^l) 
+  (m-2),,2{x  +  3)...{x+g){x+v+g'-m-l){x+v+g-m)  +  .'' 
+  {fn-g)Q{x+v+g-m'-l){x+v+g'-m)...{x  +  v  +  2g'-m-2). 

Diese  Gleichung  will  ich  nun  unabhftngig  von  der.  Art  ihrer  Gewinnung, 
und  zwar  fttr  ein  beliebiges  m,  beweisen.  Bezeichne  ich  ihre  linke 
Seite  mit  27/,  ihre  rechte  Seite  mit  Ur,  so  ist: 

Ui^{m\x{x  +  l)...{x+g-l)Wi, 
g(g-l)...l  ix+v+g'-'l)(x+v+g^2) ...  jx  +  v) 


■'"iii(m-l)...(m-^  +  l)  {x+g^l){x+g'-2)...x 


) 


ür  =  (m),(«  +  l)...(x+g)Wr, 
y^  ^^     ff_x±v-mp-l 
m  x  +  1 

g(g--l)...l  {x+v  —  m+g  —  l)...{x+v  —  m  +  2g'-2) 


^m(m-l)...(m-^  +  l)  {x+l){x  +  2)  ...{x+g) 

Dabei   mag   der  Fall   eines   positiven   ganzen   m  vorläufig  ausgeschlossen 
bleiben.    In  den  Ausdruck  Wi  geht  fif.  Bal-4--^  +  .*.  über,  wenn 
a=l-a?-e-^,   ß  =  ^g,   y^l^x^g,   «/--»•  T^ 
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gesetzt  wird.     Will  ich  nun  in  Wi  x  um  1  erhöhen,   so  geschieht  dies, 
indem  ich  in  8^  a  und  y  um  je  1  verringere,  also  wird  nach  52): 
^^  x{x  +  v+g)  ^  m  +  1 

'      (s^+gK^  +  v-m+g-l)     '     x  +  v-m+g-l 
und  somit: 

0?+»— «1+^  —  1    •     '^     •    ^^   ^^aj  +  t»  — w+^  — 1 
Setzt  man  hingegen: 

a  =  a;  +  »  — m  +  ^  — 1,   ß^—g,   y  =  «  +  lj    d  =  — m, 
80  geht  j5|  in  TFr  über;  um  hierin  o;  um  1  zu  erhöhen,  muss  dasselbe  mit 
a  und  /  geschehen  und  daher  51)  angewandt  werden.   Dadurch  erhalten  wir: 

ic  +  p— in+^  — 1  "^  ^  •  ^^  ^«^a;  +  «  — m+^  — 1 
Ist  also  für  irgend  ein  x  Ui=^Ur,  so  bleibt  die  Gleichung  bestehen, 
wenn  x  um  1  oder  eine  andere  ganze  Zahl  vergrössert  wird ;  jetzt  ist  aber 
fQr  a;=0  nach  dem  Factoriellensatze  17/=17r,  also  auch  für  jedes  positive 
ganzzahlige  x^  und  da  27/  wie  Ur  ganze  Functionen  von  x  von  endlichem 
Grade  sind,  so  sind  sie  überhaupt  einander  gleich. 

Die  Formel  54)  bleibt  nun  endlich  auch  für  ein  positives  ganzes  m 
richtig,  was  entweder  aus  Continuitfttsbetrachtungen  hervorgeht,  oder  aus 
dem  umstände;  dass  27/  und  27r  auch  als  ganze  Functionen  von  m  sich 
auffassen  lassen,  geschlossen  werden  kann. 
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Beitrag  zur  Theorie  der  übergesohlossenen 
Gelenkmeohanismen. 

Von 

Johann  Kleibeb, 

ÄBslstent  a.  d.  Sgl.  Teohn,  HoohBohnle  in  Mflnohen. 


Hienn  Taf.  XI. 


In  der  hier  folgenden  Mittheilang  soll  versucht  werden,  die  hohe  Be- 
deutung des  im  vorigen  Aufsatze  entwickelten  Elementarmechanismas ,  der 
bei  der  Erzeugung  der  Eoppelcurve  (three  bar  motion)  so  sinngem&sse  Yer- 
werthung  gefunden  hat,  auch  in  Bezug  auf  das  bekannte  Problem  der 
Oeradführung  nachzuweisen.  Bei  Verfolgung  dieses  Gedankenganges, 
welcher  sich  vorzüglich  an  die  „Umkehr  des  Elementarmechanis- 
mus' knfipfen  wird,  ergiebt  sich  dann  nicht  nur  der  „Orundtjpus  aller 
Eempe'schen  auf  Geradführung  bezüglichen  Mechanismen^, 
sondern  wir  werden  selbst  Gelegenheit  haben,  eine  wirklich  i^neueLösnng 
des  Geradführungsproblems''  zu  erkennen. 

Bei  diesen  Betrachtungen  werden  wir  bereits  gen5thigt  sein,  unser 
Augenmerk  auch  dem  „irregulären  Elementarmchanismus*  znzu- 
wenden,  von  welchem  im  ersten  Aufsatze  noch  nicht  die  Bede  war  und  der 
sich  vom  regulären  dadurch  unterscheidet,  dass  an  Stelle  einer  Kette  ähn- 
licher und  ähnlich  gelegener  Dreiecke  eine  solche  von  willkürlichen  Ele- 
menten tritt.  Die  hier  gewonnenen  Besultate  werden  von  uns  zonSchst 
blos  in  ihrer  Negation  beachtet  werden,  d.  h.  sie  sollen  uns  blos  dazu 
dienen,  zu  verhüten,  Bedingungen  einzuführen,  welche  in  Wirklichkeit 
unmöglich  oder  überflüssig  sind. 

In  einem  Schlussparagraphen  ist  dann  ohne  ursächlichen  Zusammen- 
hang mit  dem  Vorangehenden  eine  Ellipsenerzeugung  und  hiermit  verbun- 
dene GeradfOhrung  angegeben,  welche  zwOlf  Stäbe  aufweist,  während  die 
Kempe'sche  acht,  die  von  uns  in  früheren  Paragraphen  zu  entwickelnde 
26  Stäbe  hat. 
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§1. 
Pixinmg  des  Tmkehrangsproblems  für  den  regnlären  Elementar- 

meohaniflinns. 

Durch  eine  Kette  von  ähnlichen  und  ähnlich  aneinander  ge- 
hefteten Dreiecken  und  das  sich  daranschliessende  Netz  von  Paral- 
lelogrammen erhielten  wir  einen  «Besultantenpunkt^,  der  mit  den 
Endpunkten  der  Kette  ein  Dreieck  (veränderlich  gross)  bildete,  das  den 
Dreieckselementen  der  Kette  selbst  ähnlich  ist,  aber,  als  schliessendes 
Glied  der  Kette  betrachtet ,  invers  geheftet  erscheint.  Werden  die  „End- 
punkte der  Kette''  festgehalten,  so  bleibt  natürlich  —  obiger  Eigenschaft 
gemäss  —  auch  der  „Besultantenpunkt''  fest,  und  zwar  „freiwillig'', 
d.  h.  trotzdem  eine  eventuell  vorgenommene  Abzahlung  seiner  Beweglichkeit 
eine  beliebig  hohe  Zahl  ergeben  kann. 

Wir  wollen  nun,  zum  bessern  Yerständniss  des  Folgenden,  die  die 
.Kette  constituirenden  Dreiecke  durch  ihre  Eckpunkte,  wie  folgt,  bezeichnen: 
0    1    2    3  ...  (n-1)    n 

A  A  A  A 

12    3  n, 

so  dass  also  z.  B.  Ol  die  Grundlinie,  1  die  Spitze  eine  Dreiecks  ist  und 
die  polygonale  Figur  0123  ...  n  die  Kette  bildet. 

Anfangspunkt     der  Kette  ist  0, 

Endpunkt  „        „      „    n,  ^  ^     ^ 

Besultantenpunkt,  „  „  JB=(l  +  2-t-...+  n)-{l+2-|-...+  (n"l)). 
Diese  Festsetzung  gelte  auch  für  „irreguläre"  Ketten,  bez.  Elemen- 
tarmechanismen. Dabei  denken  wir  uns  die  Dreiecke  durch  drei  gelenkig 
verbTmdene  Stäbe  (Seiten  vorstellend)  und  nicht  als  massives  Feld  vor- 
gegeben. (So  wären  also  Ol,  11,  10  die  drei  Stäbe  des  ersten  Dreiecks, 
0;  1,  1  zugehörige  Gelenke  u.  s.  w.) 

Die  Aebnlichkeit  der  Dreiecke,  welche  den  „regulären"  Elementar- 
mechanismus charakterisirt,  erfordert  dann  noch  die  Proportionalität  der 
oben  angeführten  Stäbe. 

Um  nun  das  ümkehrproblem  für  den  regulären  Elementarmechanismus 
einzuführen,  setzen  wir  hiermit  fest,  dass  die  Stäbe 


Ol  12  23  ...  (n-l)n, 
welche  die  Kette  formiren,  weggenommen  seien.  Die  Folge  für 
unsem  Apparat  ist  eine  Erhöhung  seiner  Beweglichkeit  um  die  Zahl  n, 
aber  auch  die,  dass  der  bisher  reguläre  Mechanismus  in  den 
„speeiell"  irregulären  übergeht,  da  ja  Aebnlichkeit  der  die  (nunmehr 
ideelle)  Kette  formirenden  Dreiecke  nicht  erhalten  werden  wird,  aber  die 
Erhaltung  der  Proportionalität  der  verbliebenen  Seiten  (der  ursprünglich 
ähnlichen  Dreiecke)  die  Definition  „speciell  irregulär"  rechtfertigen  mag.        t 
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Aach  der  Besaltantenpunkt  des  ursprünglich  regnlftren  Apparates  wird 
nicht  mehr  fest  bleiben,  sondern,  ebenso  wie  im  allgemeinen  irregnl&ren 
Falle,  eben  die  Beweglichkeit  besitzen,  welche  ihm  eine  Abzahlung  zuweist 
(allerdings  wird  ein  üeberschuss  über  die  Zahl  2,  weil  der  Punkt  die  Ebene 
nicht  verlassen  soll,  nicht  geftussert).  Halten  wir  ihn  nun  in  irgend  einer  Lage 
fest  (die  Endpunkte  o  und  n  der  Kette  sollen  dies  immer  sein,  wenn  etwas 
Gegentheiliges  nicht  ausdrücklich  bemerkt  wird),  so  beschränkt  diese  Be- 
dingung, im  Falle  n  eine  grosse  Zahl  {n^2)  ist,  die  Beweglichkeit  des 
Mechanismus  nur  unbedeutend;  noch  weniger  aber  genügt  dieses 
Festhalten  des  Besultantenpunktes,  um  den  irregulären  Ap- 
parat in  einen  regulären  umzuwandeln,  was  wohl  eines  weiteren 
Beweises  nicht  bedarf.    Es  tritt  also  an  uns  die  Aufgabe  heran: 

„Mittel  ausfindig  zu  machen,  um  die  angedeutete  Verwandlung  des 
„speciell^  irregulären  in  einen  regulären  Elementarmechanismus  zu  be- 
wirken, und  zwar  unter  Festhalten  des  Besultantenpunktes.^ 

Dies  das  ümkehrproblem. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  Hilfsmittel,  welche  Sylvester  nnd 
Eempe  bisher  zur  Erzeugung  der  Geradführung  im  Princip  benutzten, 
auch  hier  das  Problem  lösen,  dass  sie  sich  aber  als  heterogene  Neben- 
lösungen neben  eine  Hauptlösung  stellen,  welche  durchweg  auf  dem  Boden 
der  von  uns  beschriebenen  Elementarmechanismen  erfolgt. 


Mechamsmen  von  Sylvester  und  Kempe  zur  Lösung. 

A.  Im  regulären  Elementarmechauismus  stossen  die  zur  Kette  verbun- 
denen Dreiecke  mit  nicht  homologen  Ecken  aneinander,  es  werden  also  auch 
im  Allgemeinen  die  zugehörigen  Winkel  an  einer  solchen  Stelle  von  ver- 
schiedener Grösse  sein.  Wenn  wir  aber  die  Dreiecke  zu  Parallelogrammen 
ergänzen  und  zwar  so,  dass  die  Dreiecksseite,  welche  zugleich  Kettenseite 
ist,  zur  Diagonale  wird  (Fig.  1)  (was  auch  bei  irregulären  Ketten  möglich 
ist),  so  werden  wenigstens  die  Parallelogramme  gleichwinklig  aneinander- 
stossen.  um  den  „speciell''  irregulären  Mechanismus,  dem  wir,  wie  eben 
beschrieben,  Parallelogramme  ergänzt  haben,  in  einen  regulären  zu  ver- 
wandeln, haben  wir  also  nur  dafür  zu  sorgen,  dass  die  in  einer  Ecke  zu- 
sammenstossenden  Parallelogrammwinkel  einander  gleich  bleiben  bei  ver- 
änderlicher Grösse.  Bekanntermassen  gelingt  dies  durch  Einschiebung 
des  Sjlveste raschen  Winkelverdoppelungs- Apparates  (Fig.  2). 

Dass  diese  Lösung  eine  dem  Problem  aufgezwungene,  fremdartige  ist, 
braucht  wohl  nicht  weiter  betont  zu  werden,  fliesst  sie  ja  doch  nicht  ans 
speciellen  Eigenschaften  des  irregulären  Mechanismus,  wie  es  eigentlich 
wünschenswerth  erschiene.  ^  , 
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Corollar.  Setzen  wir  statt  der  Parallelogramme  Bhomben,  die  ein- 
ander im  regolttr  gemachten  Mechanismus  ähnlich  werden,  und  setzen  in 
jeden  derselben  —  proportional  zu  dessen  Seiten  —  ein  gleichschenkliges 
Knici  dessen  Schenkel  gelenkig  verbunden  sind,  ein,  so  beschreibt  der 
Resoltantenpunkt  der  „Eniepunkte"  die  Verbindungslinie  der  Eettenend- 
pnnkte.  Man  erkennt  dies  daraus,  dass  die  Eniepunkte  in  den  Eetten- 
seiten  affin  entsprechende  Punkte,  aber  von  veränderlichem  TheilungsverhKlt- 
nisse  sind. 

Bei  Festhalten  der  Eettenendpunkte  erhalten  wir  hier  also  eine  Oerad- 
ftihrung.  Doch  ist  sie  als  solche  nicht  principiell  wichtig:  haben  wir 
doch  Sylvester *s  Winkelverdoppelungs- Apparat  benutzt,  sondern  um  des- 
willen, weil  diö  Art,  wie  diese  Curve  zu  Stande  kommt,  interessant  ist. 

Wie  wir  nSmlich  bisher  gewisse  Punkte  kennen  gelernt  haben  (unsere 
Besultantenpunkte)  y  welche  innerhalb  eines  Mechanismas  von  grosser  Be- 
weglichkeit ,) freiwillig  fest"  bleiben,  trotzdem  ihnen  nach  gewöhnlichen 
Abzahlungen  eine  Beweglichkeit  zuzukommen  hätte,  erkennen  wir  im  letzt- 
erwähnten Falle  das  Beispiel  einer  Curve,  welche  „freiwillig  zwangläufig" 
von  einem  Punkte  beschrieben  wird ,  dem  eigentlich  eine  diesbezügliche  Ab- 
zahlung eine  grossere  Beweglichkeit  zuerkennen  müsste. 

Sehr  verschieden  hiervon  ist  der  Fall,  den  wir  bei  Betrachtung  der 
Eoppelcurve  (Dreistabbewegung)  im  Boberts*8chen  Mechanismus  vor  uns 
baben.  Hier  weist  der  „Eoppelpunkt"  eine  grössere  Beweglichkeit  auf,  als 
ihm  eine  vorgängige  Abzahlung  hätte  zumuthen  können.  Die  von  ihm  be^ 
schriebene  Curve  ist  also  gleichsam  eine,  welche  vom  Mechanismus  „frei" 
gegeben  wird,  und  wir  könnten  sie  als  eine  „Freicarve"  bezeichnen;  im 
Gegensatz  hierzu  wäre  eine  Curve  erster 'Art  eine  „Festearve",  eine  von 
einem  beliebigen  Punkte  von  uneingeschränkter  Fähigkeit,  seine  Beweglich- 
keit zu  äussern,  eine  „Zwangscurve"  zu  nennen. 

B.  Wir  wollen  uns  nun  auf  den  allereinfachsten  Fall,  wo  no2  ist 
(der  im  ersten  Aufsatze  mit  dem  Storchschnabel  in  Verbindung  gebracht 
wurde) ,  in  den  weiteren  Betrachtungen  beschränken.  Das  ümkehrproblem 
reducirt  sich  hier  auf  die  Frage:  Wie  mnss  der  Zusammenstosspunkt  l  der 
beiden  Eettendreiecke  von 

0    12 

1    § 
geführt  werden,  dass  die  letzteren  selbst  ähnlich  bleiben?     Seien  zu  dem 

A  A 

Ende   die  Seiten  Ol  und  11  des  ersten  Dreiecks  a  und  &,  die  homologen 

A  A 

Seiten  des  zweiten  12  und  22  bez.  qü  und  ^6,  dann  wird  Aehnlichkeit 
statthaben,  sobald  die  dritten  Seiten  der  beiden  Dreiecke  auch  im  Verhält- 
niss  1 :  q  stehen.  Dieses  erfordert  aber,  dass  der  Punkt  1  auf  einem  Ereise 
läuft ,  der  auf  der  Verbindungslinie  der  Eettenendpunkte  1 2  senkrecht  steht 
und   deren  Entfernung  innerlich  und   äusserlich  im  Verhältniss  1:^  theilt.     t 
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Bei  constant  gehaltener  Entfernung  12  kann  ein  diesbezüglicher 
Mechanismus  (Fig.  3)  leicht  hergestellt  werden,  nicht  aber,  wenn  12  yer- 
Snderlich  wird. 

Hiermit  ist  die  Lösung  des  ümkehrproblems  auch  für  den  angegebenen 
singulären  Fall  erledigt.  —  Wenn  aber,  wie  eben  vorauszusetzen,  die 
Punkte  1  und  2  in  unveränderlicher  Entfernung  voneinander  sind,  so  kann 
natürlich  —  einen  regulären  Mechanismus  vorausgesetzt  —  der  Eesultanten- 
punkt  keine  willkürliche  Lage  haben.  Wir  können  auch  die  diesbezügliche  Frage 
nach  seinem  Orte  leicht  lösen,  wissen  wir  doch,  dass  das  Dreieck  1222  sich 
zwar  verändert,  aber  immer  den  Eettendreiecken  011,  122  ähnlich  bleibt 
Hieraus  folgt,  dass  ^    ^ 

lÄ:Ä2  =  a:5 

.A  

ist,  d.  h.  R  beschreibt  einen  auf  der  Verbindungslinie  12  senkrechten  EreiB, 
der  die  Entfernung  der  Punkte  1,  2  innerlich  und  äusserlich  im  Verhält- 
niss  aih  theilt. 

Coro  11  ar.  Wenn  a:&  =  l,  d.h.  wenn  die  Eettendreiecke  gleichschenk- 
lig (über  der  Kettenseite)  sind,  dann  beschreibt  der  Besultantenpunkt  eine 
Gerade;  dies  ist  aber  im  Princip  die  Kempe'sche  Methode  der  Gerad- 
führnng,  wie  sich  leicht  ergiebt,  wenn  man  dieses  Resultat  mit  dem  im 
ersten  Aufsatze  ausgesprochenen  Gedanken  der  Vertauschbarkeit  von  Drei- 
ecken und  an  sie  st  essenden  Parallelogrammen  entsprechend  ausnützt 

§3. 

Invarianzeigenschaften  des  allgemein  irregnlären  Elementar- 

mechanismns. 

Bevor  wir  zur  Lösung  des  allgemeinen  Falles  und  insbesondere  des 
Falles  n  =  3  schreiten,  wollen  wir  uns  zunächst  mit  den  Eigenschaften 
vertraut  machen,  welche  auch  dem  irregulären  Mechanismus  in  Bezug  auf 
den  Besultantenpunkt  erhalten  bleiben. 

Eine  erste  Eigenschaft  ist  in  folgendem  Satze  enthalten: 

^Bezieht  man  die  Dreiecke  der  Kette  affin  so  aufeinander,  dass  die 
Affinität  in  Aehnlichkeit  übergeht,  wenn  die  Kette  zur  Kette  ähnlicher 
und  ähnlich  aneinander  gehefteter  Dreiecke  würde,  so  liefert  der  Besul- 
tantenpunkt für  die  ;, Dreieckskette  mit  selber  Basis,  aber  affinen  Punkten 
als  Spitzen   über    der  Kettenseite''   den   affin  entsprechenden  Punkt  im 

A 

;,Besultantendreieck  IRn"^   d.  h.  dem  Dreieck  aus  den  Endpunkten  und 
dem  Besultantenpunkt  der  Kette." 
Der  Beweis  ergiebt  sich  wie  folgt: 

Die  affinen  Punkte  in  den  einzelnen  Dreiecken  der  Ketten  (als  Spitzen 
der  neuen  Dreiecke)  sind  ^-^  , 
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X  +  A  +  fl=l 


n  =  x(n  — 1)  +  An+  fin; 
Der  neue  Resnltantenpunkt  R'  heisst  also 
Ä'=    (f+2'+...  +  n')-(l  +  2  +  ...  +  (n-l)) 
=  ^(l  +  2  +  ...  +  «)  +  xO  +  An  +  (x  +  A-l)(l  +  2  +  ...  +  (n-l)) 
=  *0  +  ;n  +  f*(l  +  2  +  ...  +  ;)-^(l+2...(n-l)) 
=  xO  +  in  +  fiÄ, 
womit  die  Richtigkeit  der  Behauptung  gezeigt  ist. 

Was  die  Construction  , affiner  Punkte"  anbetrifft,  so  wird  sie  durch 
das  Parallelogramm  geleistet.     Theilen  wir  z.  B.  im  ersten  Kettendreieck 

A  A 

(allgemein  irregulftr)  die  Seiten  Ol^^a  und  12  =  6  nach  beliebigen  Ver- 

A 

hältnissen  (x,  il')  bez.  {v\  fi),  so  wird  der  Oegenpunkt  zu  1  in  einem  Paral- 
lelogramm von  1  nach  den  Theilungspunkten  der  Punkt 
'   l'=xO  +  Xl  +  ^2. 

Diese  Construction  auf  die  übrigen  Dreiecke   übertragen,  liefert  dann  die 
affin  homologen  Punkte  in  diesen. 

Einen  ähnlichen  Satz  wie  oben  können  wir  femer  wie  folgt  gewinnen. 
Wir  wollen  nftmlich  an  die  ursprüngliche  Kette  noch  eine  zweite  Beihe 
irregulSrer  Dreiecke  anheften,  denen  der  neue  Resultantenpunkt  /{^ent- 
sprechen möge,  üeber  jedem  Kettengliede  liegt  nunmehr  je  ein  allgemeines 
Viereck  als  componirt  ans  zwei  Dreiecken  mit  den  entsprechenden  „Spitzen" 

A         A        ^  A 

1     2    3  ...   «, 

A  A  A  A   . 

1"  2"  6"  ...    n\ 
Wie  diese  Bezeichnung  andeutet,  wollen  wir  die  neuen  Dreiecksspitzen  als 
g nicht  affine"  Punkte  der  alten  Dreiecke  angesehen  wissen.     Dann  ist  doch 

A  A 

zunSchst  klar,  dass,  selbst  bei  festgehaltenem  Dreieck  li?n,  der  Punkt /( 
nicht   freiwillig    fest   bleibt,    sondern    seine    volle   Beweglichkeit    unein- 
geschr&nkt  besitzt.    Für  das  von  \RnR    gebildete  Viereck  gilt  dann  die 
Bemerkung: 

„Affine  Punkte    in  den  Kettenvierecken  liefern  einen  Resultanten« 

A         A 

punkt  Ii'\  der  der  im  Viereck  \RnR  affin  entsprechende  isi" 
Beweis  wie  oben. 

A 

Wenn  wir  nun  den  Punkt  H"  auch  festhalten,  so   dass  das  Viereck 

A        A 

\RnH    festgelegt  ist,  so  kOnnen  wir  fragen:  bleibt  nun  auch  der  in  ihr 
zu  eonstmirende  Punkt  ^         ^ 

Ä"'=xl  +  i2  +  fiÄ  +  vÄ"  x  +  A  +  ft  +  v=l 

fest?    Zunächst  ist  klar,  dass  dies  bei  vorgegebenem  x,  A,  fi,  v  offenbar 

der  Fall  ist.    Femer  ist  aber  klar,  dass  dem  im  ersten  Viereck  gewählten       t 
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Pankte  V"  nicht  nnr  ein  Werthesjstem  (xA^v)  zukommt,  sondern  gleich 
ein  lineares  Werthegebiet  solcher  Systeme.  Zn  dieser  Thatsaehe  wird  man 
geführt,  wenn  man  das  Viereck  als  Projectionsnmriss  eines  rftnmlich  ge- 
dachten Tetraeders  auffasst.  Dann  entspricht  eben  dem  „Projectionspmikte* 
i'  eine  auf  der  Projectionsebene  senkrecht  stehende  Gerade,  deren  einzelne 
Punkte  eben  das  dem  Punkte  T^  zukommende  Werthegebiet  (xAfiv)  reprft- 
sentiren.  Suchen  wir  nun  zu  den  Elementen  dieses  Werthegebietee  die  eni* 
sprechenden  Punkte  in  den  übrigen  Vierecken,  so  ergiebt  eine  neuerliche 
Interpretation  der  letzteren  als  Tetraederprojectionen ,  dass  dem  Punkte  V 
je  eine  Gerade  von  entsprechenden  Punkten  in  den  einzelnen  Vierecken 
zugeordnet  ist.  Nur  in  einem  speciellen  Falle  tritt  dieses  nicht  ein.  Sollen 
nttmlich  —  räamlich  genommen  —  die  in  den  betrachteten  Tetraedern  lie- 
genden „entsprechenden  Geraden"  in  der  Projection  zu  Punkten  werden,  so 
ist  nOthig,  dass  sie  ebenfalls  senkrecht  zur  Projectionsebene  seien.  Tritt 
solches  aber  ein,  so  entspricht  dann  jeder  Parallelen  zur  Senkrechten  im 
ersten  Tetraeder  immer  wieder  eine  Parallele  den  der  Senkrechten  in  den 
übrigen  Tetraedern  zugeordneten:  d.  h.  jedem  Bankte  des  ersten  Vierecks 
entspricht  blos  je  ein  Punkt  der  folgenden  Vierecke  als  homolog  af&ner; 
dann  aber  müssen  auch  die  zuerst  als  willkürlich  „nicht  affin"  in  den  Ketten- 
dreiecken gelegen  angenommenen  Punkte  l'^,  2^\  &\  ...,  n'^  nunmehr  doch 
affin  entsprechend  sein. 

Dem  Resultantenpunkte  von  1'^,  2"',  . . .  kommt  dann  auch  ein  lineares 
Werthgebiet  zu,  er  müsste  also  variiren,  wenn  nämlich  das  Viereck  iRK'n 
als  allgemein  vorausgesetzt  werden  dürfte.  Dieses  ist  aber  nicht  der  FaiL 
Nach  dem  zuerst  entwickelten  Satze  verliert  nämlich  auch  der  Resultanten- 
punkt  B"  seine  Willkürlichkeit,  er  entspricht  homolog  affin  im  Dreieck 
Ihn  den  Punkten  1,  2^,  ...  Hiermit  ist  bewiesen,  dass  der  Punkt  BT 
in  jedem  Falle  fest  bleibt,  sobald  die  Punkte  IRnn  festgehalten  werden. 
Den  vorstehenden  Erörterungen  ist  noch  anzufügen: 

„Setzen  wir  in  dem  angefahrten  Satze  statt  j, affine  Punkte '^  den 
Wortlaut:  i, nicht  affine  Punkte'',  d.  h.  beliebige  Pankte,  so  erh&lt  der 
zugehörige  Resultantenpunkt  R"  seine  volle  Beweglichkeit  wieder." 


§4. 
HauptlÖBung  der  Umkehrproblems. 

Da  wir  es  hier  mit  dem  „speciell  irregulären"  Mechanismus  zu  thnn 
haben,  so  wollen  wir  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Sätze  blos 
in  ihrer  Wirkung  auf  demjenigen  Mechanismus  verfolgen,  der  entsteht,  wenn 
man  über  der  Kette  eines  i^speciell**  irregulären  Apparates  A  einen  weiteren 
„speciell^  irregulären  Apparat  B  anbringt.  Dementsprechend  erscheint  über 
jedem  Gliede  der  (zu  denkenden)  Kette  ein  allgemeines  Viereck,  von  dem 
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wir  voraussetzen,  dass  es  kein  Parallelogramm  sei.*  Dann  wird, 
wie  oben  erlSntert,  anch  das  Resultanten viereck  IRjRßn  ein  völlig  belie- 
biges sein,  dessen  Beweglicbkeit  nicht  beschränkt  ist 

Wir  setzen  überdies  voraus,  dass,  wenn  die  Kettendreiecke  des  Appa- 
rates Ä  zueinander  ähnlich  werden,  auch  die  des  Apparates  B  ähnlich  werden 
sollen.  Die  Folge  davon  ist,  dass  in  dem  Momente  auch  die  sämmtliohen 
Kettenvierecke  unter  sich  und  dem  Besultantenviereck  ähnlich  werden. 

,yWenn  wir  also  die  Ecken  des  BesultantenVierecks ,  das  zunächst 
beliebig  sich  ergiebt,   durch  Stäbe  so  verbinden,  dass  es  im  Falle 
regulärer    Mechanismen    der  ,  angegebenen   Aehnlichkeit   genügen 
kann,  so  haben  wir  die  Beweglichkeit  des  speciell  irregulären  Mecha- 
nismus zu  Gunsten  des  regulären  beschränkt.^ 
Durch  Anfügung  weiterer  „specielP  irregulärer  Mechanismen  O,  D,  ... 
fiber  der  ideellen  Eettenlinie  des   ersten,  und  durch  Verbinden  der  ihnen 
entsprechenden  Besultantenpunkte   mit  den  Endpunkten  der  Kette  durch 
Stäbe  in  bestimmten  Verhältnissen,   wie  sie  oben  für  den  Apparat  B  be- 
schrieben wurden,  können  wir  diese  erste  Beschränkung  der  Beweglichkeit 
zu  Ounsten   des  geforderten  regulären  Mechanismus  noch  be- 
liebig erhöhen,  bis  wir  eben  das  gewünschte  Resultat  der  Umkehr  des 
Elementarmechanismus  erhalten  haben;  dann  aber  würde  eine  auf  diesem 
Wege   versuchte   noch   weitere   Beschränkung    aus   bekannten  Gründen 
illusorisch. 

Wir  sprechen  dies  in  dem  Sätze  aus: 

„Anhängen    beliebig   vieler   „speciell"   irregulärer  Mechanismen 

obigen  Charakters  an  die  Kettenlinie  des  ersten  und  entsprechendes 

Verbinden  zugehöriger  Resultantenpunkte  mit  den  Endpunkten  der 

Kette  verwandelt  die  speciell  irregulären  Mechanismen  in  reguläre.^ 

Hiermit  ist  das  ümkehrproblem  gelöst. 

Es  mag  nur  bemerkt  werden,  dass  die  geringste  Zahl  von  anzuhängen- 
den „speciell*  irregulären  Mechanismen  von  der  Zahl  der  Kettenglieder  um 
2  übertroffen  wird.  Der  durch  diese  Thatsache  als  einfkchst  charakterisirte 
Fall  ist  der  für  nc=s3,  also  der  Mechanismus,  der  uns  auch  im  ersten  Auf- 
satze vorzfiglich  interessirte.  Derselbe  ist  in  Fig.  4  gegeben.  Bei  dem 
Apparate  wird  natürlich  jetzt  nicht  mehr  vorausgesetzt,  dass  die  Ketten- 
endpunkte  festgehalten  werden  müssen,  obwohl  man  dies  kann. 

§6. 
Oeradenerzengung  durch  den  Elementarmeohaiiismus. 

Wir  beschränken  uns  hier  zunächst  auf  den  zuletzt  bezeichneten  Mecha- 
nismus der  Fig.  4.  Da  ist  dann  zunächst  klar,  dass,  wenn  wir  von  drei 
consecntiven  Punkten  der  ideellen  Kette  den  ersten  und  letzten  festhalten. 


•  Um  Affinitäten  zu  vermeiden.  r^^^^T^ 
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der  mittlere  anf  einem  Kreise  zu  laufen  bat.  Man  erkennt  dies  darans, 
dass  die  in  ihm  znsammenstossenden  Vierecke  fortwährend  ühnlich  bleiben 
müssen,  woraus  zu  entnehmen  ist^  dass  die  in  ihm  zusammenstossenden 
Seiten  der  Kette  in  Proportion  bleiben.     (Vergl.  auch  §  2B.) 

Haben  wir  aber  die  beweglichen  Seiten  der  beiden  Vierecke  so  ein- 
gerichtet, dass  letztere  congruent  und  nicht  nur  fihnlich  sind,  so  ist  klar, 
dass  der  vom  gemeinsamen  Punkte  beider  Vierecke  beschriebene  Kreis  in 
Gerade  übergeht. 

Zugleich  haben  wir  (blos  ähnliche  Kettenyierecke  vorausgesetzt)  anch 
für  das  Sjlvester'sche  Problem  der  Winkelyerschiebung  (was 
der  Verdoppelung  äquivalent  ist)  eine  neue  L5sung.  Wir  brauchen  jedes 
(oder  eines)  der  Vierecke  nur  ,,umzulegen",  so  dass  die  Endpunkte  im 
Kettengliede  vertauscht  erscheinen,  um  unserer  Forderung  entsprechend 
yygleiche  veränderliche  Winkel  von  beliebig  veränderlicher  Lage''  in  einem 
der  Eckpunkte  der  Kette  zusammenstossen  zu  lassen.  (Vergl.  Corollar  zu 
§2A.) 

Aber  nicht  allein  an  ein  und  demselben  Punkte  können  wir  die  Oleieb- 
heit  veränderlicher  Winkel  erreichen,  sondern  —  der  Umkehr  der  Vierecke 
an  verschiedenen  Punkten  der  Kette  entsprechend  —  an  verschiedenen  be- 
liebig vorzugebenden  Punkten. 

Weiterhin  gestattet  unser  Apparat  anch  das  Beschreiben  eines 
Kreises  von  variablem  Badius.  Legen  wir  zu  dem  Ende  in  das  Cen« 
trum  des  Kreises  einen  Ketteneckpunkt,  in  dem  zwei  congruente  Vier- 
ecke zusammenstossen,  und  stellen  von  den  zwei  benachbarten  Kettenpankten 
den  einen  auf  einen  Kreispunkt  ein,  so  ist  aus  Tmseren  Entwickelnngen 
ohne  Weiteres  klar,  dass  der  zweite  den  Kreis  in  voller  Ausdehnung 
beschreibt 


Wir  brechen  diese  Entwickelnngen  hier  ab,  um  anf  eine  Geraden- 
erzengung  zu  sprechen  zu  kommen,  welche  deswegen  interessiren  dOrlte, 
weil  dieselbe  auf  vorgängig  selbständiger  Ellipsenerzeugung  berobt 


§6. 
EUipsenerzeugnng. 

Das  Rollen  zweier  congruenter  Ellipsen  aufeinander  giebt  zur  Betrieb- 
tung  eines  Gelenkvierecks  Anläse,  das  aus  dem  gewöhnlichen  Parallelo- 
gramme durch  üeberkreuzung  eines  Paares  Gegenseiten  entsteht*  H&lt 
man  von  den  nicht  direct  überkreuzten  Seiten  dieses  Vierecks  (Fig.  5)  die 


*  Man  sehe  die  Erzeugung  der  Lemniskate  von  A.  W.  Phiilip^s  Americ  J 
of  M.,  Vol.1.  ,<- 
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eine,  z.  B.  AB,  fest,  so  beschreibt  der  Erenzungspunkt  der  andern  bekann- 
termassen  die  Ellipse,  während  die  Gegenseite  zur  festgehaltenen  die  Ver- 
bindungslinie der  Brennpunkte  der  abrollenden  Ellipse  darstellt«  Wir  unter- 
sachen  nun  den  Ort,  welchen  der  bezüglich  des  Mittelpunktes  der  fest- 
gehaltenen Ellipse  der  „reciproke**  Punkt  des  Mittelpunktes  der  andern 
beschreibt  Wie  wir  sehen  werden,  ist  dies  eine  Ellipse,  coaxial  mit  der 
festgehaltenen.  Während  man  aber  die  letztere  durch  einen  Apparat  nicht 
erzeugen  kann,  ist  dies  mit  der  ersten  sehr  wohl  mOglich. 

Zum  Beweise  sei  die  Gleichung  der  festen  Ellipse  -^  +  fi-'l  =  0,  der 
Kreuzungspunkt  E  der  Stäbe  XqPq^  die  Tangente  in  diesem  X-{+T^ 

Cr  9 

— 1=0,    dann   ist   die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  festen   und   ab- 

2  m> 

rollenden  Ellipse  «  Ä  = =  — 


Die  Richtung  9  der  Verbindungslinie  der  angezogenen  Mittelpunkte 
aber  ist  gegeben  durch 

Da  aber  ^.|.^-1==0  ist,  so  folgt 

O"        er 

a'p*  cos^q>  +  h^Q^siv?^  —  w*  =  0 
oder 

wobei   die  Azen  A=-  —  >  J?  =  -r-9   also,  abgesehen  vom  Inversionsfactor, 
a  0 

die  reciproken  Werthe  der  ursprünglichen  sind. 

Die  Inversion  wird  nun  durch  den  bekannten  Rhombus  mit  eingesetz- 
tem Gelenkknie  ausgeführt  und  zwar  sind  dessen  Dimensionen  so  zu  wählen, 
daes  die  Differenz  der  Quadrate  der  Rhombus-  und  Knieseiten  =nf  wird 
(Fig.  6). 

In  Fig.  7  beschreibt  sohin  Punkt  P  eine  Ellipse  mit  den  angegebenen 
Axen. 


An  die  Ellipsenerzeugung  gründet  sich,  wie  bekannt,  die  Erzeugung 
von  zwei  senkrechten  Geraden  (ihren  Axengeraden).  Zu  dem  Behufs  ergiebt 
eine  Betrachtung  der  Fig.  8,  wo  zwei  concentrische  Kreise  von  Grösse  der 
Halbaxen  gezeichnet  sind,   dass,  wenn  P  ein  Ellipsenpunkt  ist,  PQB  eine 

ZeiUohrift  f.  Math«matik  u.  Phyrik  XXXVI.  6.  ^^^J^  ^y  VjOOQk 


838    Beitrag  z.  Theorie  d.  ttbergeschl.  Gelenkmeehanismen.  Von  J.  Klbibbb. 


Strecke  von  unverftnclerlichem  MaassverhBltniss  darstellt,  worin  Q  und  R 
die  Azen  beschreiben.     Dabei  ist 

QR^A-B, 
PO  =  B, 

PS=^^{Ä  +  B); 
S  ist  hierbei  Mittelpunkt  yon  QR. 

Wenn  wir  also  im  Apparat  der  Ellipsenerzeugung  zwischen  dem  £1- 
lipsenmittelpunkte  0  und  dem  Ellipsenponkte  P  ein  Kniegelenk  einschieben, 
so  dass  der  an  0  stossende  Stab  die  L&nge  ^^Ä  —  B),  der  an  P  stossende 
die  Lftnge  ^{Ä+B)  hat,  so  kann  man  auf  dem  letzteren  leicht  die  Pankte 
R  und  0  markiren,  welche  die  Azen  beschreiben.     (Fig.  8.) 

MfinchcD,  Januar  1891. 
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XXIL 

Ueber  eine  besondere  Transformation  algebraischer 

Cnrven  und  damit  in  Verbindung  stehende  Satze 

Jacob  Steiner's. 

Von 

Benedikt  Sporer. 


§  1.  Binleitang. 

Ist  irgend  ein  Leitkegelscbnitt  C*  und  ein  Pol  P  gegeben ,  bo  können 
wir  irgend  einem  Punkte  Q  der  Ebene  einen  zweiten  Punkt  Oi  (s.  Figur) 
so  zuordnen,  dass  QOi 
dureb  den  festen  Pol  P 
gebt  und  Q  von  Q^  durch 
den  Kegelscbnitt  C*  har- 
monisch getrennt  sind, 
dass  also,  wenn  0Oi  den 
Kegelschnitt  in  D  und  E 
trifft,  1?,  D,  (?i,^Tier 

harmonische  Punkte 
sind;  oder  auch,  dass  Q 
auf  der  Polare  von  0, , 
und  ebenso  Q^  auf  der 
Polare  von  Q  gelegen  ist* 
Aus  dieser  Festsetzung 
ergeben  sich  nun  sofort 
die  fundamentalen  Sätze 
dieser  Transformation, 
n&mlich : 

1.    Die   Punkte  Q  und  0,   können  gegenseitig  vertauscht  werden,  so 
dass  also  dem  Punkte  Q  auch  der  Punkt  Q^  entspricht. 


*  Diese  TranBfonnation,  welche  nur  eine  Verallgemeiuerang  der  Methode 
redproker  Radien  ist,  wurde  bereits  früher  yon  Herrn  A.  Jacobi  in  Grelle *b 
Joamal,  wenn  wir  nicht  irren  Bd.  81,  gegeben  nnd  zwar  unter  dem  Titel:  Auf- 
lösungen von  einer  Reihe  von  Lehrs&tsen  nnd  Aufgaben  der  ebenen  Geometrie. 
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2.  Ist  AB  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  den  Leitkegelschnitt  C^ 
so  entspricht  jedem  Pankte  von  AB  der  Pol  P  und  umgekehrt  dem  Pole  P 
jeder  Punkt  von  AB. 

3.  Jeder  Punkt  von  C^  ist  sich  selbst  zugeordnet. 

4.  Einem  Punkte  der  Tangente  PA  von  P  an  C*  entspricht  der  Be- 
rührungspunkt A  und  umgekehrt  dem  Punkte  A  jeder  Punkt  von  FÄ. 
Ebenso  ist  dies  bei  der  Tangente  PB  der  FalL 

5.  Jedem  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden  entspricht  ein  Punkt 
eines  Kegelschnittes  €P^  der  durch  /\  A,  B^  den  Mittelpunkt  von  C^  nml 
die  unendlich  fernen  Punkte  von  C*  geht. 

6.  Ist  insbesondere  der  Pol  P  ausserhalb  des  Kegelschnittes  C  gelegen, 
sind  also  die  Berührungspunkte  A  und  B  der  Tangenten  von  P  an  C*  reell, 
so  sind  für  Strahlen  PQ,  welche  den  Kegelschnitt  in  reellen  Punkten  D 
und  E  schneiden,  die  Punkte  Q  und  Q^  ferner  so  beschaffen,  dass  die  Ge- 
raden AQ^  die  Geraden  BQ  in  einem  Punkte  H  auf  0*  und  ebenso,  dais 
auch  AQ  auf  BQ^  sich  in  einem  Punkte  F  auf  (7*  treffen* 

§  2.   Abbildung  algebraischer  Curven. 

1.  Bewegt  sich  der  Punkt  Q  auf  einer  Curve  C",  so  wird  das  Bild 
von  Q,  d.  h.  der  Punkt  Qi,  ebenfalls  eine  Curve  C^  beschreiben,  und  zwar 
folgt  aus  dem  Obigen  sofort,  dass  diese  Curve  C,  da  sie  die  Geraden  i^, 
PA  und  PB  je  n-mal  schneidet,  im  Allgemeinen  auch  die  Punkte  P.Ä^B 
zu  n- fachen  Punkten  hat  üeberdies  wird  sie  den  Kegelschnitt  C*  noch 
in  denselben  Punkten  treffen,  die  C^  mit  C  gemeinsam  hat;  und  weiter 
sind  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve  C'  gegeben  durch  die  Schnitt 
punkte  von  C"  mit  dem  Kegelschnitt  (r*.  Die  Curve  C'  wird  also  im 
Allgemeinen  mit  0*  4n  und  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  2n  Punkte 
gemein  haben.  Schon  hieraus  könnten  wir  schliessen,  dads  der  Grad  der 
Curve  C*  im  Allgemeinen  gleich  2n.  ist.  Stillschweigend  haben  wir  jedoch 
dabei  vorausgesetzt,  dass  C^  durch  keinen  der  Punkte  A^  B  oder  F  gebt. 
Zur  weiteren  Untersuchung  des  Bildes  von  C"  dient  folgende  Betrachtung. 

2.  Ist  die  Curve  zunächst  eine  Gerade,  so  erhalten  wir  sofort  die  SStze: 
a)  Den   Punkten  Q  einer  Geraden  durch  P  sind  Punkte  0^  derselben 

Geraden  conjugirt,   und   zwar  bestimmen  0  und  Oi  auf  der  Geraden  eine 
involutorische  Punktreihe. 

J>)  Jeder  durch  A  gehenden  Geraden  L  ist  eine  Gerade  X,  durch  B 
zugeordnet,  und  ebenso  ist  das  Bild  jeder  durch  B  gehenden  Geraden  eine 
solche  durch  A, 


*  Analytisch  findet  diese  Transformation  ihren  Ausdruck  durch  die  Gleichung: 
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c)  Dreht  sich  X  um  ^,  so  beschreibt  die  ihr  zugeordnete  Oerade  £, 
ein  zum  Büschel  der  L  projectivisches  mit  dem  Mittelpunkte  JB. 

d)  Das  Bild  irgend  einer  Geraden  C\  die  durch  keinen  der  Punkte  P, 
A  oder  B  geht,  ist  ein  Kegelschnitt  K^^  der  durch  P,  A  und  B  geht. 
[Folgt  aus  c).] 

e)  Jedem  Kegelschnitte  K^  durch  A^  B^  F  entspricht  ebenso  eine 
Gerade  C\  die  durch  keinen  der  Punkte  P,  A  oder  B  geht.* 

3.  Ist  ferner  eine  Cunre  n^°  Grades  C"  gegeben  und  hat  dieselbe  die 
Punkte  Py  Ay  B  zu  n-,  a-  und  j3- fachen  Punkten,  so  folgt  femer  aus  dem 
Umstände,  dass  ein  Kegelschnitt  durch  P^A^B  mit  C"  noch  (2n  — ;s  — er  — j?) 
Punkte  gemein  hat,  dass  auch  eine  Gerade,  die  nicht  durch  P,  A  oder  B 
geht,  mit  dem  Bilde  von  C"  je  (2«  — «  — a  — jJ)  Punkte  gemein  hat,  oder 
dass  die  Abbildung  vom' Grade  (2 w— »  —  «  —  /?)  ist.  Hieraus  und  aus  den 
weiteren  Punkten  von  0",  die  auf  P^l,  PB  und  AB^  ausserhalb  P,  A  und 
1?  gelegen  sind,  folgt  jedoch: 

Ist  der  Ort  des  Punktes  Q  eine  Curve  n**"  Grades  mit  P,  A  und  B 
als  9K>,  a-  und  /3- fachen  Punkten »  so  ist  der  Ort  des  Punktes  (>j  eine 
Curve  vom  Grade  (2w  — w  — a-j3),  c;«»-«-«-/»,  mit  P,  ^i,  B  als 
(n— a  — j3)-,  (n  — «  — 7t)-  und  (n  —  j5 —  «)- fachen  Punkten. 

4.  Heissen  wir  die  eine  Curve  die  Inverse  der  andern ,  so  ergiebt  sich 
daraus  noch  insbesondere: 

a)  Die  Inverse  eines  Kegelschnittes  durch  zwei  der  Punkte  P,  A  oder 
B  ist  wieder  ein  Kegelschnitt  durch  zwei  dieser  Punkte. 

h)  Die  Inverse  eines  Kegelschnittes  durch  einen  der  Punkte  P^  Ay  B 
ist  eine  Curve  dritten  Grades,  welche  in  einem  der  drei  genannten  Punkte 
einen  Doppelpunkt  hat. 

c)  Die  Inverse  eines  Kegelschnittes  durch  keinen  der  drei  Punkte  A^ 
B,  P  ist  eine  Curve  vierten  Grades,  die  Ay  B  und  P  zu  Doppelpunkten  hat. 

d)  Die  Inverse  einer  Curve  dritten  Grades  durch  P,  A  und  B  ist 
wieder  eine  Curve  dritten  Grades  durch  diese  drei  Punkte. 

U.  8.  w. 

§  3.   Sätze  ttber  Ortsonrven. 

Die  in  Obigem  erörterte  Abbildung  iSsst  sich  manchmal  mit  Nutzen 
auf  Fragen  nach  dem  Grade  des  Ortes  gewisser  Punkte  verwenden.  Wir 
werden  uns  jedoch  nur  auf  zwei  Beispiele  beschränken.  Hierbei  werden  wir 
kurz  die  drei  Punkte  A^  B  und  P  als  Grundpunkte  der  Abbildung  be- 
zeichnen. 


*  Nicht  ohne  Interesse  ist  es,  die  Beziehungen  zu  untersuchen,  die  zwischen 
einer  Geraden  mid  ihrem  Bilde  herrschen.  So  gebt  z.  B.  die  Abbildung  K*  von 
C  auch  durch  den  Pol  von  C  in  Bezug  auf  C,  und  führt  dies  auf  verschiedene 
Sätze  der  Kegelachnittlehre.  L),g,t,zed  by  v^oOQk 
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1.  Durch  sieben  Punkte  p  gehen  unendlich  viele  Curven  dritten  Grades, 
welche  nebstdem  noch  einen  Doppelpunkt  haben.  Setzen  wir  nun  voraos, 
der  Ort  dieses  Doppelpunktes  sei  eine  Curve  vom  Grade  x^  mit  den  Paus- 
ten p  b,\b  y-  fachen  Punkten ,  so  können  wir  drei  der  sieben  Punkte  p  als 
Orundpunkte  P^  Ay  B  beliebig  wfthlen  und  hierzu  einen  Kegelschnitt  C 
entsprechend  annehmen.  Denken  wir  uns  nun  von  dem  gesammten  System 
von  Curven  dritten  Grades  mit  Doppelpunkt,  welche  durch  die  sieben 
Punkte  p  gehen,  auch  das  System  Inversen,  so  sind  letztere  nach  §2,  4(i 
nothwendig  auch  Curven  dritten  Grades,  welche  einen  Doppelpunkt  haben 
und  die  durch  sieben  gemeinsame  Punkte  gehen,  n&mlich  durch  die  drei 
Grundpunkte  und  vier  Punkte  p,  die  den  weiteren  nicht  mit  P,  A  und  B 
zusammenfallenden  vier  Punkten  p  als  Bild  entsprechen.  Durch  die  vor- 
genommene Transformation  Ändert  sich  also  die  Aufgabe,  die  den  Ort  des 
Doppelpunktes  bestimmen  soll,  nicht,  oder  mit  anderen  Worten ;  darch 
die  vorgenommene  Transformation  ist  der  Grad  der  Ortscurve  des  Doppel- 
punktes ungeftndert  geblieben.     Dies  giebt  uns  die  Gleichung: 

2a?s=d;  +  3yf    aj  =  3y. 

Legen  wir  femer  durch  die  Punkte  P,  A  und  B  und  zwei  weitere 
Punkte  p  einen  Kegelschnitt,  so  kann  dieser  Kegelschnitt  nun  ausser  den 
fünf  Punkten  p  mit  der  Ortscurve  nur  noch  zwei  weitere  Punkte  gemein 
haben,  nSmlich  die  Punkte,  in  welchen  er  von  der  Verbindungslinie  der 
beiden  letzten  Punkte  p  geschnitten  wird.  Er  hat  also  im  Ganzen  mit  der 
Ortscurve  gemein  5|^  +  2  Punkte,  d.  h.  wir  erhalten  weiter 

2aj  =  5y  +  2,   also  «  =  6,  y  =  2. 
Dies  giebt  nun  den  Satz: 

Soll  eine  Curve  dritten  Grades  durch  sieben  Punkte  f 
gehen  und  einen  Doppelpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  dieses 
Doppelpunktes  eine  Curve  sechsten  Grades  mit  den  Punkten^ 
als  Doppelpunkten.     (Steiner,  Ges.  W.,  Bd.  2  S.  499  u.  526.) 

2.  Wenn  ebenso  eine  Curve  C^  durch  sechs  Punkte  p  gehen  und  eLoen 
Rückkehrpunkt  haben  soll,  so  erleidet  auch  diese  Frage  bei  der  obigen 
Abbildung  mit  drei  Punkten  p  als  Grundpunkte  keine  Aenderung.  Sei  auch 
hier  der  Ort  wieder  vom  Grade  x  mit  den  Punkten  p  als  y*  fachen  Punkten, 
so  haben  wir  auch  jetzt: 

2x=i^y'\rx  oder  a;  =  3y. 

Legen   wir  ebenso  durch  fünf  Punkte  p  einen  Kegelschnitt  &*,  so  bat 
derselbe  mit  der  Ortscurve  ausser  den  fünf  Punkten  p  je  y-fach  ifthlend 
nur  noch  die  beiden  Punkte  gemein,  in  welchen  die  Tangenten  vom  sechsten 
Punkte  p  an  iT*,  K^  berühren.     Dies  giebt  wieder: 
Daraus  folgt:  2aj  =  5y  +  2,  also  aj  =  6,  y  =  2. 

Soll  eine  Curve  C^  durch  sechs  Punkte  p  gehen  und  einen 
Bückkehrpunkt   haben,    so   ist   der   Ort   des    Bückkehrpanktes 
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eine  Garve  sechsten  Grades  mit  den  sechs  Punkten  p  als  Dop- 
pelpunkten.    (Steiner,  Ges.  W.,  Bd.  2  S.  499  u.  526.) 

Betreffs   dieser  Ortscnrre   ist  ferner   zu  bemerken,   dass   42  weitere 
Punkte  ausser  den  Doppelpunkten  p  leicht  construirbar  sind,   n&mlich  die: 
30  Punkte  a,  in  welchen  ein  Kegelschnitt  durch  vier  Punkte  p  die  Ver- 
bindungslinie der  letzten  zwei  Punkte  p  berührt, 
und  die: 

12  Punkte  ß,  in  welchen  die  Tangenten  tou  je  einem  Punkte  p  an  den 
Eegelaehnitt  durcb  die  übrigen  fünf  diesen  berühren. 

An  merk.  Bevor  wir  diese  Sätze  verlassen,  wollen  wir  noch  auf  eine 
Reihe  weiterer  Eigenschaften  der  Curven  dritten  Grades,  die  Steiner  gab> 
aufmerksam  machen.    Es  sind  dies  die  Sfttze,  die  er  unter  den  Titeln  gab: 

Geometrische  Lehrsätze.    Ges.  W.,  Bd.  2  8.  869—374,  und 

S&tze  über  Curven  zweiten  und  dritten  Grades.    Ebenda  8.  876— SSO. 

Da  dieselben  nur  auf  Verallgemeinerungen  Bezug  nehmen,  die  sich  auf 
die  Wendepunkte  beziehen ,  resp.  sich  aus  den  Kegelschnitten  leicht  mittels 
der  gegebenen  Abbildung  ableiten  lassen ,  so  wollen  wir  dieselben  hier  nicht 
weiter  erörtern.  (Vergh  hierzu  femer:  Clebsch,  Joum.  f.  Math.,  Bd.  63 
S.  94—121.) 

Sitze  ftber  Berfihrung  algebraiseher  Curven. 

§  4.  Osoulirende  Kegelschnitte. 

1.  Die  in  §  1  gegebene  Transformation  giebt  uns  noch  die  Mittel  in  die 
Hand,  andere  Fragen  einfach  zu  erledigen.  Sind  z.  B.  irgend  drei  Punkte 
A^  B  und  C  gegeben,  so  kOnnen  wir  die  Frage  auf  werfen:  Wieviele  Kegel- 
schnitte gehen  durch  diese  drei  Punkte  A^  B  und  C  und  osculiren  nebst- 
dem  noch  irgend  eine  Curve?  Um  diese  Frage  zu  erledigen,  wfthlen  wir 
die  drei  Punkte  zu  Grundpunkten  und  bilden  in  Bezug  auf  diese  die  Inverse 
der  gegebenen  Curve  n*^  Grades  C7".  Jeder  Kegelschnitt,  der  die  verlangte 
Bedingung  erfüllt,  wird  in  der  Inverse  von  C^  Wendetangente.  Unsere 
Aufgabe  ist  also  auf  die  zurückgeführt,  die  Anzahl  der  Wendetangenten 
gewisser  Curven  zu  bestimmen.  Da  die  Inverse  im  Allgemeinen  vom  Grade 
2n  ist  und  die  Grundpunkte  ^,  B^  C  zu  n  -  fachen  Punkten  hat,  und  letz- 
tere von  gleichem  Einflüsse  wie  |n(n  — 1)  Doppelpunkte  sind,  so  folgt  aus 
der  PI ücker 'sehen  Gleichung 

tr  =  3^(^-l)  =  6d 
(w  Wendepunkte,  g  Grad,  6  Doppelpunkte  einer  Basis  C^),  wenn  wir  für 
g  und  6  die  Werthe  2n  und  |^(n— 1)  einsetzen: 

Dies  giebt  uns  den  Satz:  ""       ^         '* 

Soll  ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden,  der  durch  drei 
Punkte  geht  und  eine  Curve  n**°  Grades  C  osculirt,  so  giebt 
es  im  Allgemeinen  f^r^r^nlo 
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3n(»-l) 
Lösnngen.     (Steiner,  Ges.  W.,  Bd.  2  8.615,1,  and  betrefifis  des  ana- 
lytischen Beweises  Bischoff,  Journal  f.  Math.,  Bd.  56  S.  175.) 

2.  Ist  einer  der  Ptmkte,  etwa  C  (&=  P)  ^nf  der  Corve  selbst  gelegen, 
so  ist  die  Inverse  Tom  Orade  (2fi  — 1)  und  hat  einen  n- fachen  und  zwei 
(fi—1)- fache  Punkte.  Bestimmen  wir  flir  diese  die  Anzahl  entsprechender 
Doppelpunkte,  so  erhalten  wir  für  die  Anzahl  der  zugehörigen  Wendeponkte 
3n(n-^l)  — 3.  Hierbei  ist  jedoch  derjenige  Kegelschnitt  nicht  mitgerechnet, 
der  durch  die  drei  Punkte  ^ ,  JB,  C  geht  und  C"  mit  osculirt.  Zfthlen  wir 
diesen  mit,  so  ist  die  Anzahl  der  Lösungen  gleich  3n(n  — 1)  — 2.  Tritt 
ein  zweiter  Punkt  B  in  die  Curve,  so  finden  wir  ebenso,  dass  die  Anzahl 
der  Wendepunkte  sich  um  weitere  drei,  die  Anzahl  der  Lösungen  um  weitere 
zwei  yermindert.  Dasselbe  ist  der  Fall ,  wenn  auch  der  dritte  Punkt  A  in 
nie  Curve  C"  tritt.    Dies  giebt: 

Kommen  die  gegebenen  Punkte  insbesondere  in  die  Curye 
sehst  SU  liegen,  so  ist  die  Anzahl  der  Lösungen  geringer,  und 
zwar  yermindert  sich  dieselbe  für  jeden  Punkt,  der  in  die 
Curve  tritt,  um  zwei,  so  dass  also,  wenn  alle  drei  Punkte  in 
derselben  liegen,  die  Anzahl  Lösungen  nur  ist: 

3n(w«l)_6  =  3(»  +  l)(w-2). 
(Steiner,  Bd.  2  S.  615.) 

§5.   Doppelt  berührende  Kegelsolmitte. 

1.  Soll  ebenso  ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden,  der  durch  drei 
Punkte  geht  und  eine  gegebene  Curve  C7"  in  irgend  zwei  Punkten  berührt, 
so  können  wir  auf  analoge  Weise  verfiEihren.  Wir  erhalten  als  Inverse  eine 
Curve  2n^^  Ghrades  mit  drei  n- fachen  Punkten.  In  der  Inverse  treten  nun 
diese  doppelt  berührenden  Kegelschnitte  als  Doppeltangenten  auf.  Ist  die 
Anzahl  der  letzteren  gleich  e,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  in  der  Plücker- 
sehen  Gleichung  ^^^^^^_^^^,_^^_^^,_^_^_,^ 

für  g  und  i  die  Werthe  2n  und  |f»(n  — 1)  setzen: 

2o«=w*  +  2»»-^w«  +  6n. 
Dies  giebt  jedoch  den  Satz: 

Soll  ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden,  der  durch  drei 
Punkte  geht  und  eine  gegebene  Curve  n^^^  Grades  in  irgend 
zwei  Punkten  berührt,  so  giebt  es  im  Allgemeinen 

i(n*  +  2n«-ffn«  +  6n)  =  in(»-l)(»«+3n-6)  =  ;5 
Lösungen.    (Steiner,  Bd.  2  S.  615,  3,  und  Bischoff,  Joum.  f.  Math., 
Bd.  56  S.  174.) 

2.  Liegt  wieder  einer  der  Punkte,  etwa  A^  auf  der  Basis  0"  selbst, 
so  ist  die  Inverse  vom  (2n— 1)*«  Grade  und  hat  einen  n- fachen  und  zwei 
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(n— l)-&che  Pankte.  Setzen  wir  nun  in  der  Gleichung  für  c  für  g  und  ö 
die  zugehörigen  Werthe  (2n  — 1)  und  i(3»*  — 7w  +  4)  ein,  so  erhalten  wir: 
c  =  i(w*  +  2n»-13n«  +  2w  +  16) 
=  0-2(n«  +  n-4)  =  0i. 
Hierbei  ist  jedoch  die  Zahl  der  Kegelschnitte  nicht  mitgerechnet,  welche 
die  Curve  C7"  in  Ä  selbst  berühren.  Fällt  der  Punkt  A  nämlich  auf  die 
Corye  selbst,  so  fallen  ^on  den  0  Kegelschnitten  eine  gewisse  Anzahl  mit 
solchen  zusammen,  von  denen  ein  Berührungspunkt  mit  Ä  yereinigt  ist. 
Jeder  solcher  Kegelschnitt  zählt  für  den  allgemeinen  Fall  zweifach;  die 
Anzahl  dieser  Kegelschnitte  ist  also  (n^  +  n  — 4).  Rechnen  wir  also  die 
Lösungen  mit  dem  Berührungspunkte  Ä  dazu,  so  haben  wir  die  Zahl  der 
Lösungen  im  allgemeinen  Falle  um  (n^  +  t»  — 4)  zu  vermindern,  um  die 
Zahl  der  yerschiedenen  Lösungen  zu  finden,  falls  Ä  auf  C  gelegen  ist; 
rechnen  wir  dagegen  nur  die  Lösungen  als  solche,  für  welche  kein  Berüh- 
rungspunkt mit  il  zusammenfällt,  so  haben  wir  die  Zahl ;?  um  2(n^  +  n  — 4) 
zu  yerkleinem. 

3.  In  ganz  gleicher  Weise  finden  wir,  dass  wir  auch  die  Zahl  0^  um 
(n*  +  n  — 6)  resp.  2(n*  +  w  — 6)  zu  vermindern  haben,  wenn  ein  zweiter 
der  drei  Punkte  auf  die  Curve  fällt.  Tritt  der  letzte  ebenfalls  in  die  Curve, 
80  ist  die  Anzahl  noch  weiter  um  (w*  +  n  —  8)  resp.  2  (n*  +  n  —  8)  zu  ver- 
kleinem. Setzen  wir  also  voraus,  dass  keiner  der  Berührungspunkte  in  Ä 
oder  B  oder  C  fällt,  so  erhalten  wir: 

Sind  in  einer  Curve  n*®°  Grades  C"  drei  Punkte  Ä,  J5,  C 

angenommen,    so   gehen   durch   diese   Punkte   im  Allgemeinen 

stets 

i(n*  f  2n3  -  21n* -6n  + 72)  =  i(«  +  2)(«-3)(n«  +  3w- 12) 

solche  Kegelschnitte,  welche  die  Curve  (7"  in  irgend  zwei 
mit  keinem  der  drei  Punkte  Ä,  J?,  C  zusammenfallenden  Punk- 
ten berühren.     (Steiner,  Bd.  2  S.  616). 

4.  Ein  specieller  Fall  des  Hauptsatzes  in  1.  lautet: 

Durch  drei  Punkte  gehen  vier  Kegelschnitte,  die  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  doppelt,  oder  die  zwei  Gerade  be« 
rühren. 

§  6.   Speoielle  FäUe. 

Sind  alle  drei  Punkte  A,  B^  C  in  einem  auf  C^  gelegenen  Punkte 
vereinigt,  so  erhalten  wir  aus  §5: 

Soll  ein  Kegelschnitt  eine  Curve  C"  in  einem  auf  ihr  ge- 
legenen Punkte  osculiren  und  nebstdem  noch  in  zwei  anderen 
Punkten  berühren,  so  finden  im  Allgemeinen 

i(»*  +  2n8-21n«-6w  +  72) 
Lösungen  statt.     (Steiner,  Bd.  2  S.  617.)     Und:         DigitizedbyGoOQle 
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Soll  der  Kegelschnitt  die  gegebene  Curve  yierpnnktig  im 
Punkte  A  und  nebstdem  noch  in  einem  andern  Punkte  berühren, 
so  giebt  es  im  Allgemeinen 

(n«  +  n-8) 
Lösungen.     (Steiner,  Bd.  2  8.  617.) 

Ebenso  erhalten  wir  aus  §  4,  wenn  wir  von  der  Gesammtzahl  der 
Lösungen  diejenigen  drei  abziehen,  für  welche  der  Oscnlationspunkt  mit 
einem  der  Punkte  A,  B  oder  P  zusammenfällt: 

Soll  ein  Kegelschnitt  eine  gegebene  Curve  n^^^  Grades  in 
einem  festen  Punkte  Ä  und  nebstdem  noch  in  einem  zweiten 
Punkte  B  osculiren,  so  giebt  es  im  Allgemeinen 

3n(n-l)-9  =  3(w*-w-3) 
Lösungen.    (Steiner,  Bd.  2  8.  617.) 

§  7.  Weitere  Sätze  ttber  oscnlirende  nnd  doppelt  berührende  Kegel- 
schnitte. 

Schon  das  Bisherige  zeigt  uns,  dass  es  keine  Schwierigkeiten  bietet, 
mittels  der  Plück  er 'sehen  Analogien  die  Zahl  der  Lösungen  festzustellen, 
falls  die  Aufgaben  gegeben  sind: 

Ein  Kegelschnitt  soll  durch  drei  Punkte  A,  B^  P  gehen  und: 
a)  eine  Curve  osculiren, 
h)  eine  Curve  doppelt  berühren, 
wenn  die  Basis  zudem  noch  irgendwelche  Singularitäten  besitzt.    Von  den 
vielen  hierher  gehörigen  Fällen  wollen  wir  jedoch  nur  diejenigen  auswählen, 
die  Steiner  selbst  behandelte.    Es  sind  dies  folgende: 

1.  Sind  auf  einer  Curve  2n^^  Grades  drei  n- fache  Punkte  gelegen,  so 
können  wir  diese  zu  Grundpunkten  A,  B^  C,  P  wählen  und  erhalten  als  In- 
verse  eine  Curve  n**"  Grades  mit  3n(n  — 2)  Wendetangenten  und  ^n(n  — 2) 
(n*  — ^)  Doppeltangenten.     Daraus  folgt: 

Hat  eine  Curve  2n^*^  Grades  drei  n-fache  Punkte,  aber 
ausserdem  keine  anderen  vielfachen  Punkte,  und  soll  durch 
jene  drei  Punkte  ein  Kegelschnitt  gehen  und  zudem  die  Curve 
C*"  entweder 

a)  in  irgend  einem  Punkte  osculiren,  so  ist  die  Zahl  der 
Lösungen  =3n(n~2),  oder: 

h)  in  irgend   zwei  anderen  Punkten  noch  berühren,  so  ist 

die  Zahl  der  Lösungen  =^  (n-2)(n*-9).   (Steiner,  Bd.2 
S.  617.) 

2.  Die  Inverse  einer  Curve  2n**'^  Grades  mit  zwei  n- fachen  und  einem 
(ti—l)- fachen  Punkte  ist  eine  Curve  (w +!)*•"  Grades,  wenn  wir  die  drei 
vielfachen  Punkte  zu  Grundpunkten  wählen.  Besitzt  die  Curve  keinen  wei- 
teren vielfachen  Punkt,  so  folgt  daraus: 
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Hat  eine  Curye  2n^^^  Grades  zwei  n-fache  und  einen  (n  — 1)- 
fachen  Punkt,  sonst  aber  keine  vielfachen  Punkte,  und  soll 
eiu  Kegelschnitt  durch  diese  drei  Punkte  gehen  und  zudem 
die  Cnrve  entweder: 

a)  in  einem  Punkte  osculiren,  so  giebt  es  im  Allgemeinen 

3(«  +  l)(n-l)  =  3(n*-l)  Lösungen;  oder 
h)  in   zwei   Punkten   berühren,   so   giebt   es  i(n+l)(w  — 1) 
(n-2)(n  +  4)  Lösungen.    (Steiner,  Bd.  2  S.  617.) 

3.  Sind  die  Punkte  Ä^  B^  C^  P  je  (n  —  1)- fache  Punkte  einer  Carve 
{2n-~l)^^  Grades,  welche  sonst  keinen  vielfachen  Punkt  enthält,  so  ist 
auch  hier  die  Inverse  vom  Grade  (n+I)  und  wir  erhalten  aus  der  Zahl 
der  Wende-  und  Doppeltangenten  der  Inverse: 

Hat  eine  Curve  (2n  —  l)*«°  Grades  drei  (n  — l)-fache  Punkte 

und    sonst    keine    weiteren    vielfachen    Punkte,    und    soll    ein 

Kegelschnitt  durch  diese  drei  Punkte  gehen  und  zudem  noch: 

a)  entweder  die  Curve  in  einem  Punkte  osculiren,  so  giebt 

es  3(w  +  l)(n  — 1)  Lösungen^  oder: 
h)  die  Curve   in   zwei  Punkten  berühren»   so  ist  die  Zahl 
der   Lösungen   =  i(n  +  l)  (n-1)  (w-2)  (n  +  4).      (Steiner, 
Bd.  2  S.  618.) 

4.  Ebenso  finden  wir.  ans  der  Zahl  der  Wende-  und  Doppeltangenten 
der  Inverse  einer  Curve  (2n— l)*«"*  Grades  mit  zwei  (n  —  1) -fachen  und 
ei  Dem  n- fachen  Punkte  in  den  Punkten  A^  J?,  C,  P: 

Hat  eine  Curve  (2n  — 1)****  Grades  mit  zwei  (n  — l)-fachen 
and  einem  n-fachen  Punkte  aber  ausserdem  keinen  vielfachen 
Punkt,  und  soll  ein  durch  diese  Punkte  gehender  Kegelschnitt 
die  Curve  entweder: 

a)  in  irgend   einem  Punkte  osculiren,    so  ist  die  Zahl  der 

Lösungen  =3n(»  — 2),  oder: 
h)  in  irgend  zwei  anderen  Punkten  berühren,  so  giebt  es 
4w(n-2)(n-3)(n  +  3)  Lösungen.     (Steiner,  Bd.  2  S.  618.) 

§  8.   Oscnlirende  und  doppelt  berührende  Kreise. 

Al8  specielle  Fftlle  erhalten  wir  aus  Obigem,  wenn  wir  die  Punkte  J, 
B  mit  den  unendlich  fernen  Kreispunkten  zusammenfallen  lassen: 

Durch  jeden  Punkt  gehen  im  Allgemeinen  je  3n(n  — 1) 
Krümmungskreise  einer  Curve  n*^^  Grades.  Liegt  der  Punkt 
auf  der  Curve  selbst,  so  ist  der  ihm  zugehörige  Krümmungs- 
kreis dreifach  zählend  und  die  Zahl  der  durch  ihn  gehenden 
Krümmungskreise  ist  um  2  kleiner.     (Steiner,  Bd.  2  8.442,  8.) 

Ebenso  folgt  noch: 

Soll  ein  Kreis  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  und 
eine  Curve  n**"  Grades  in  zwei  Punkten  berühren,jj^gg^i^^^j^^Qlc 
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Zahl  der  Lösungen  im  Allgemeinen  =^n(n  — l)|(n  +  l)(n  — 2)  — Sj. 
(Steiner,  Bd.  2  S.442,  9.) 

Liegt  insbesondere  der  Punkt  in  der  Curye  selbst,  so  wird  die  Cone 
in  ihm  von  (n(n  +  l)-' 4) /lösenden  Kreise  berührt  und  dann  ist  jeder  dieser 
Kreise  doppelt  zShlend  oder  die  Zahl  der  Lösungen  wird  um  ebensoviel 
verringert. 

§  9.  Kegelsohnitte  durch  vier  Punkte,  welche  eine  Curve  berühren. 

1.  Sind  ferner  vier  Paukte  gegeben  und  soll  durch  diese  eine  Carye  C^ 
gehen,  welche  eine  gegebene  Curve  n*^  Grades  berührt,  so  können  wir 
drei  dieser  Punkte  als  Grundpunkte  A,  B,  P  wählen.  Die  gesuchten  Kegel- 
schnitte werden  jetzt  Tangenten  der  Inverse  durch  das  Bild  des  vierten 
Punktes.  Da  die  Inverse  vom  Grade  2n  ist  und  drei  n- fache  Punkte  hat, 
so  ist  sie  von  der  Classe  2w(2w  — 1)  —  3n(«  — 1)  =  w(n  +  l).    Wir  erhalten 

also: 

Soll  ein  Kegelschnitt  durch  vier  Punkte  gehen  und  eine 
Curve  n^^^  Grades  nebstdem  noch  in  einem  Punkte  berühren, 
so  giebt  es  im  Allgemeinen  n(n  +  l)  Lösungen. 

Und  als  speciellen  Fall: 

Soll  ein  Kreis  darch  zwei  Punkte  gehen  uud  eine  Carve 
n^*^  Grades  berühren,  so  giebt  es  n(n  +  l)  Losungen.  (Steiner, 
Bd.  2  S.  443.) 

2.  Fallen  ferner  die  vier  Punkte  paarweise  in  die  unendlich  fernen 
Punkte,  so  ist  die  Verbindungslinie  derselben  n-fach  als  Lösung  anzusehen 
und  wir  erhalten: 

Soll  ein  Kegelschnitt  zwei  Gerade  in  gegebenen  Punkten 
und  nebstdem  noch  eine  Curve  n^®^  Grades  berühren,  soistdie 
Anzahl  der  Lösungen  im  Allgemeinen  =  n^    und  als  speciellen  Fall: 

Soll  ein  Kreis  einen  gegebenen  Mittelpunkt  haben  und 
eine  Curve  n*®*^  Grades  berühren,  so  giebt  es  w*  Lösungen.   Oder: 

Von  einem  Punkte  gehen  n*  Normalen  auf  eine  Curve  n**" 
Grades. 

Weingarten,  im  September  1890. 
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XXIIT. 
Ueber  einen  orthogonalen  Beye'schen  Complex. 

Von 

Dr.  H.  Thieme 

in  l'oüon. 


Die  geraden  Linien  einer  Ebene,  welche  von  zwei  Punkten  dieser  Ebene 
gleich  weit  entfernt  sind,  bilden  bekanntlich  zwei  StrahlenbOschel ;  die 
Mittelpunkte  dieser  Büschel  sind  die  Mitte  und  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte. 

Die  Geraden  des  Baumes,  die  von  zwei  gegebenen  Punkten 
gleiche  Entfernung  haben,  bilden  einen  Reye*schen  Complex,  der 
durch  einige  Eigenschaften  ausgezeichnet  ist.  Das  Folgende  enthält  eine 
elementare  Ableitung  dieser  Eigenschaften. 

I.  Die  beiden  gegebenen  Punkte  seien  A^  und  A^,  die  Mitte  von  A^A^ 
s^i  Aq^  der  unendlich  ferne  Punkt  dieser  Geraden  A^y  die  Ebene,  welche 
in  Aq  auf  A^A^  senkrecht  steht,   sei  JE?o»   ^i®   unendlich   ferne  Ebene  E^. 

Zunächst  ist  wie  in  der  Ebene  jede  Gerade,  welche  zu  ^1^2  P^r^^lel 
ist,  also  durch  A^  geht,  von  jd^  und  ^2  gleich  weit  entfernt,  ebenso  jede 
Gerade,  welche  durch  y^Q  geht.  Als  gleich  anzusehen  sind  auch  die  Ent- 
fernungen der  Punkte  ^^  und  j^^  von  jeder  Geraden  in  E^^  von  jeder 
unendlich  fernen  Geraden. 

Femer  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  zeigen,  dass  auch  jede  Gerade 
in  Eq  von  .^,  und  jd^  gleich  weit  entfernt  ist.  Ist  nämlich  x  eine 
beliebige  (-^i^g  nicht  schneidende)  Gerade  in  Eq,  und  fällt  man  von  ^^ 
auf  diese  das  Loth  ^^P,  so  steht*  x  auf  den  Geraden  ^^^^  und  J^P 
senkrecht,  also  auch  auf  der  Ebene  A^A^P  und  damit  auf  A^P\  d.  h. 
A^P  ist  der  Abstand  des  Punktes  A^  von  x.  Da  nun  PAq  auf  A^A^ 
senkrecht  steht,  so  ist  A^P=A^P^  also  A^  und  A^  von  x  gleich  weit 
entfernt 

Die  weder  JE?«,  noch  E^  angehörigen  Geraden,  welche  von  A^  und  A^ 
gleicbweit  entfernt  sind ,  zeichnen  sich  durch  eine  einfache  Eigenschaft  aus, 
wie  aus  der  folgenden  Betrachtung  ersichtlich  ist. 


•  Senkrecht   zueinander  heissen  zwei  Gerade,    wenn  sie  miteinander  einen 
rechten  Winkel  bilden,  sie  mögen  sich  schneiden  oder  nicht. 
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Bezeichnet  x  eine  derartige  Gerade,  und  ^jP^  und  ^2^2  ^®  ^^^® 
Ton  ^,  und  ^^  ^^^  ^)  ^^^  ^jP^^^a^S'  ^  ^^^®  °^^^  '^^^  ^^°  ^0  ^ 
Loth  ^o'^o  ^^^  ^*  ^^  '^i-'^n  ^o^of  -^s^a  ^^^  ^  senkrecht  sind,  so  liegen 
sie  in  drei  zu  x  senkrechten,  also  einander  parallelen  Ebenen,  und  da 
A^Aq=^A^Aq  ist,  so  ist  auch  PjPo  =  P2Po.  Mithin  ist  ^A^P^P^ 
^A^P^Pq^  infolge  dessen  ^,  Po  =  -^2Po,  ferner  A  A^A^P^^  A^A^^P^^ 
also  PqAq ±.A^A^.    D.  h. : 

Jede  Gerade,  welche  von  v^,  und  A^  gleich  weit  entfernt 
ist,  steht  auf  einer  Geraden,  die  durch  A^  geht  und  in  E^  liegt, 
senkrecht. 

Ist  umgekehrt  x  eine  beliebige  Gerade,  welche  E^  in  Pq  trifft  und  aof 
PqAq  senkrecht  steht,  sind  ferner  A^P^  und  A^P^  die  Lothe  von  A^  und 
A^  auf  Xy  so  ^Ssst  sich  zeigen,  dass  ^, P,  ^  A^P^  ist. 

Zieht  man  nämlich  durch  Pq  die  Parallele  zu  A^  A^  und  fiUlt  auch  auf 
diese  yon  A^  und  A^  die  Lothe  A^Q^  und  A^Q^^  so  ist  A^P^  senkrecht 
auf  P^P^  und  QiQ^^  also  auf  der  Ebene  der  beiden  Geraden,  ebenso  aach 
A^Qi  und  A^Q^y  da  diese  zu  A^Pq  parallel  sind.  PiP^  ist  damit  senk- 
recht auf  A^Q^  und  A^P^^  also  auf  der  Ebene  A^P^Q^  und  auf  Q|P,; 
ebenso  ist  PiPg  senkrecht  auf  Qg^a*  Daraus  folgt  dann  die  Congruenz 
der  Dreiecke  Q^P^Pq  und  Q^P^Pq  und  dann  der  bei  Q^  und  Q^  recht- 
winkligen Dreiecke  A^  Q^  P^  und  A^  Q^  Pg  und  daraus  die  Behauptung 
^,P,  =  ^,P2.     Also: 

Die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  yon  zwei  Punkten 
Ay^  und  A^  gleich  weit  entfernt  sind,  wird  gebildet  von  den 
Geraden,  welche  auf  den  Strahlen  des  Strahlenbüschels  mit 
dem  Scheitel  ^0,  der  Mitte  Yon  A^A^^  und  der  Ebene  JB^,  der  mittel- 
senkrechten Ebene  von  A^A^,  senkrecht  stehen. 

II.  Auf  Grund  der  entwickelten  Eigenschaften  iSsst  sich  leicht  die 
Anordnung  der  Geraden  im  Baume  verfolgen. 

Die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  durch  einen  Punkt 
Po  von  Eq  gehen  und  von  A^  und  A^  gleich  weit  entfernt  sind, 
besteht  aus  zwei  Strahlenbüscheln. 

Denn  einmal  haben  alle  Geraden,  welche  durch  P^  gehen  und  in  E^ 
liegen,  die  verlangte  Eigenschaft  und  dann  alle  Geraden,  die  in  P^  aufy^gPo 
senkrecht  stehen. 

Die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  einer  gegebenen 
Geraden  {  des  Raumes  parallel  sind  und  von  A^  und  A^  gleiche 
Entfernung  haben,  bildet  ein  paralleles  Strahlenbüschel. 

Man  erhftit  dieses  Büschel,  wenn  man  in  Eq  durch  Aq  die  Gerade 
zieht,  welche  auf  l  senkrecht  steht,  und  dann  durch  die  Punkte  dieser 
Senkrechten  die  Parallelen  zu  l  zieht.  Selbstverständlich  bilden  diese  Ge- 
raden eine  Ebene,  welche  zu  l  parallel  ist  und  durch  A^  geht. 
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Die  Geraden,  welche  dnrch  einen  beliebigen  Punkt  X  des 
Raumes  gehen  und  von  ji^  und  A^  gleich  weit  entfernt  sind, 
bilden  einen  orthogonalen  Kegel  zweiten  Grades. 

Diese  Geraden  erhält  man,  wenn  man  in  Eq  durch  ^^  Strahlen  zieht 
und  von  X  ans  auf  diese  die  Lothe  fUllt.  Die  Fusspunkte  dieser  Lothe 
bilden  bekanntlich  einen  Ereis.  Ist  Z^  die  Projection  von  X  auf  Eq^  so 
ist  ^qX^  der  Durchmesser  des  Kreises.  Da  eine  Gerade  des  Kegels  — 
XXq  —  auf  der  einen  Kreisschnittebene  senkrecht  steht,  so  ist  der  Kegel 
ein  orthogonaler.  Die  andere  Reihe  der  Kreisschnitte  steht  auf  XAq  senkrecht. 

Somit  bilden  die  Geraden  der  verlangten  Eigenschaft,  die  durch  einen 
beliebigen  Punkt  des  Baumes  gehen,  einen  Kegel  zweiten  Grades,  also 
haben  wir  das  Resultat: 

Die  Geraden,  welche  von  zwei  gegebenen  Punkten  gleich 
weit  entfernt  sind,  bilden  einen  Complex  zweiten  Grades. 

Diesen  Complex  werden  wir  zweckmässig  einen  orthogonalen  nennen, 
da  die  sftmmtlichen  Complezkegel  orthogonal  sind. 

III.  Wie  wir  gesehen  haben ,  enthält  Eq  von  jedem  Complexkegel  einen 
Kreisschnitt.  Die  sämmtlichen  in  Eq  liegenden  Kreisschnitte  bilden  das 
Bflndel  der  Kreise,  welche  durch  den  Punkt  Aq  gehen.  Ist  umgekehrt  in 
E^  ein  durch  Aq  gehender  Kreis  gegeben,  so  erhalten  wir  unendlich  viele 
Complexkegel,  die  durch  diesen  Kreis  hindurchgehen.  Die  Scheitel  dieser 
Kegel  erhält  man,  wenn  man  ^^  mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  ver- 
bindet and  in  dem  zweiten  Schnittpunkte  X^  von  Kreis  und  Verbindungslinie 
auf  ^0  das  hoÜt  errichtet.  Alle  diese  Kegel  haben  die  Ebene,  welche  durch 
dies  Loth  und  die  Tangente  des  Kreises  in  X^  bestimmt  wird,  zur  gemein- 
schaftlichen Tangentialebene,  haben  also  ausser  den  Punkten  dieses  Lothes 
und  des  Grundkreises  keine  gemeinsamen  Punkte. 

Ein  beliebiger  Kreis,  dessen  Ebene  zn  Eq  parallel  ist,  liegt  auf  zwei 
Complexkegeln.  Trifft  nämlich  das  Loth  vom  Mittelpunkte  dieses  Kreises 
nach  j4^  A^  den  Umfang  in  X^  und  X^ ,  so  erhält  man  den  einen  Scheitel 
als  den  Schnittpunkt  des  Lothes  von  X,  auf  Eq  mit  der  Geraden  X^Aq^ 
den  andern  als  den  Schnittpunkt  des  Lothes  von  X^  auf  Eq  mit  X^A^, 

Zwei  Complexkegel,  deren  Scheitel  mit  Aq  in  einer  Ge- 
raden liegen,  sind  einander  ähnlich;  denn  die  Lothe,  die  man  von 
den  Scheiteln  der  Kegel  auf  denselben  Strahl  des  Büschels  mit  dem  Scheitel 
Aq  und  der  Ebene  JE^^^  fällen  kann,  sind  einander  parallel.  Alle  Complex- 
kegel, deren  Scheitel  auf  einer  durch  Aq  gehenden  Geraden  liegen,  gehen 
demnach  durch  denselben  Kegelschnitt  in  £[»;  sie  berühren  sieh  ausserdem 
sämmtlich  längs  jener  Geraden. 

üeber  die  Kegelschnitte  in  Eq  lässt  sich  noch  eine  Eigenschaft  angeben. 
Da  das  Loth  vom  Scheitel  des  Complexkegels  auf  Eq  stets  auf  dem  Kegel 
liegt,   80  gehen  alle  Complexkegel   durch  A^^  und  da  alle  Complexkegel 
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in  Eq  einen  Kreisschnitt  haben ,  so  erzeugen  sie  sfimmtlich  auf  der  Schnitt- 
linie von  Eq  und  E^  dasselbe  Punktsystem,  gehen  sie  sftmmtlich  noch 
durch  zwei  imaginäre  Punkte  des  in  E^  liegenden  Kugelkreises.     Also: 

Die  Kegelschnitte,  in  denen  E^  von  den  Complexkegeln 
geschnitten  wird,  bilden  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit;  sie 
gehen  sftmmtlich  durch  ^^^  und  die  Schnittpunkte  von  ^  mit 
dem  imaginären  Kugelkreise  in  E^^. 

Die  Complezkegel  verbinden  diese  Kegelschnitte  mit  den  in  Eq  liegen- 
den und  durch  j4q  gehenden  Kreisen;  aber  nicht  jeder  Kegel,  der  durch 
ein  Paar  dieser  krummen  Linien  geht,  ist  ein  Complexkegel ,  wie  eine 
leichte  Betrachtung  zeigt. 

IT.  Nunmehr  fragen  wir  nach  den  Geraden,  die  in  einer  Ebenem 
liegen  und  von  ^^  und  /^^  gleich  weit  entfernt  sind. 

In  einer  Ebene  ^, .  welche  durch  /^i^^^  iT^^^y  haben  die  verlangte 
Eigenschaft  zwei  Büschel:  1.  die  Geraden,  welche  durch  /^q  gehen,  2.  die 
Geraden,  welche  durch  A^a  gehen,  also  zu  ^i^^  Parallel  sind. 

Ebenso  enthält  eine  Ebene  JEJ,  welche  durch  Aq  geht,  zwei  Bflschel 
von  Geraden  des  Complexes:  1.  die  Geraden  durch  /^^  in  E  und  2.  das 
Büschel  paralleler  Geraden,  welche  auf  der  Schnittlinie  von  J^^  und  £  senk- 
recht stehen. 

Das  Gleiche  gilt  auch  von  einer  Ebene  JE7,  die  auf  E^  senkrecht  steht. 
Fällt  man  nämlich  von  Aq  auf  die  Schnittlinie  von  Eq  und  E  das  Loth 
j^qXq^  so  hat  jede  Gerade  in  E  durch  J^q  die  verlangte  Eigenschaft,  da  sie 
auf  /^qXq  senkrecht,  ausserdem  noch  alle  Geraden  in  E,  welche  zu  Ji^i^ 
parallel  sind  {E  ist  zu  ^i^^  pftr&Ucl). 

Eine  Ebene,  welche  zu  Eq  parallel  ist,  enthält  ausser  ihrer  unendlich 
fernen  Geraden  keine  Gerade  von  der  verlangten  Eigenschaft. 

Die  Geraden  des  Complexes,  die  in  einer  beliebigen  Ebene 
E  des  Raumes  liegen,  umhüllen  eine  Parabel. 

Ist  nämlich  l  der  Schnitt  von  Eq  und  JE7,  so  erhält  man  die  gesuchten 
Geraden  der  Ebene  E^  wenn  man  Äq  mit  den  Punkten  von  l  verbindet  und 
in  diesen  Punkten  auf  den  Verbindungslinien  senkrechte  Ebenen  errichtet; 
diese  senkrechten  Ebenen  schneiden  E  in  den  gesuchten  Geraden.  Aus 
bekannten  elementaren  Eigenschaften  der  Parabel  folgt  zunächst,  dass  diese 
Ebenen  einen  parabolischen  Cylinder  umhüllen,  welcher  ^i^^  '^^^  Brenn- 
linie und  die  Ebene,  welche  längs  l  auf  Eq  senkrecht  steht,  zur  Scheitel- 
tangentialebene hat.  Dieser  parabolische  Cylinder  wird  auch  von  E  in  einer 
Parabel  geschnitten. 

Es  lässt  sich  dies  auch  direct  nachweisen.  Dabei  ergiebt  sich,  dasä 
für  diese  Parabel  l  die  Scheiteltangente  und  der  Fusspnnkt  des  Lothes 
von  Aq  auf  E  der  Brennpunkt  ist. 
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Bezeichnet  nftmlich  X  einen  beliebigen  Punkt  von  J,  8  die  Schnittlinie 
von  E  mit  der  Ebene,  welche  in  X  auf  ^qX  senkrecht  steht,  und  F  den 
Fusspunkt  des  Lothes  von  Äq  aaf  Ey  so  ist  8  senkrecht  auf  iloX  und  ^o-^* 
also  auch  auf  der  Ebene  ÄqFX^  mithin  auch  auf  JPZ,  woraus  sich  nach 
den  bekannten  Eigenschaften  der  Parabel  das  Weitere  ergiebt. 

Jeder  Punkt  des  Raumes  ist,  wie  aus  der  Construction  von  F  hervor- 
geht, der  Brennpunkt  einer  Complexcurve. 

T.  Der  behandelte  Complex  ist  in  der  üeberschrift  ein  Beye'scher 
genannt   worden.     Dass  er  ein  solcher  ist,  zeigt  die  folgende  Betrachtung. 

Bekanntlich  erhält  man  einen  Reye 'sehen  Complex  als  die  Oesammt- 
heit  der  Geraden,  welche  die  entsprechenden  Geraden  zweier  projectiven, 
beliebig  im  Räume  liegenden  Strahlenbüschel  treffen.  Die  Scheitel  der 
beiden  Büschel  sind  zwei  ausgezeichnete  Punkte,  die  Ebenen  der  Büschel 
zwei  ausgezeichnete  Ebenen  des  Complexes.  Die  beiden  Büschel  bestimmen 
auf  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  zwei  projective  Punktreihen.  Die  zusam- 
menfallenden Elemente  dieser  Punktreihen  bilden  zwei  weitere  ausgezeichnete 
Punkte ,  die  Verbindungsebenen  der  sich  treffenden  entsprechenden  Strahlen 
zwei  weitere  ausgezeichnete  Ebenen. 

Auch  der  Complex  der  Geraden,  die  von  ^f,  und  A^  gleich  weit  ent- 
fernt sind,  ist  das  Erzeugniss  zweier  solchen  Büschel.  Das  eine  Büschel 
hat  Aq  zum  Scheitel  und  Eq  zur  Ebene,  das  andere  hat  A^  zum  Scheitel 
and  JEJqo  zur  Ebene;  entsprechende  sind  die  Strahlen  der  Büschel,  die  zu- 
einander senkrecht,  also  für  den  imaginären  Eugelkreis  im  unendlichen 
zueinander  conjugirt  sind.  Ä^  und  A^  sind  zwei  ausgezeichnete  Punkte, 
Eq  und  E^  zwei  ausgezeichnete  Ebenen  des  Complexes;  die  übrigen  aus- 
gezeichneten Elemente  (die  Schnittpunkte  von  Eq  mit  dem  imaginären  Kreise 
in  Ea,  und   die  Verbindungslinien  dieser  Punkte  mit  Ä^Ä^)  sind  imaginär. 

VI.  Man  kann  nun  weiter  die  Frage  stellen  nach  der  Gesammtheit 
der  Geraden,  welche  von  drei  gegebenen  Punkten  gleich  weit 
entfernt  sind. 

Die  drei  gegebenen  Punkte  seien  Ai^  A^y  ^3,  die  Mitten  von  A^A^^ 
ÄiA^i  A^A^  seien  Jtf 3 ,  J(f , ,  if j ,  die  mittelsenkrechten  Ebenen  entsprechend 
i?3,  jBg,  E^. 

Eine  Gerade  l,  welche  von  A^y  A^  und  A^  gleich  weit  entfernt  sein 
soll,  muss  die  drei  Ebenen  £3,  E^y  E^  in  drei  Punkten  P3,  P,,  Pj  so 
schneiden,  dass  sie  auf  P3Jlf3,  Pi^M^y  A-^i  senkrecht  steht.  Zieht  man 
umgekehrt  in  E^  und  ^2  durch  M^  und  M^  je  eine  Gerade  und  construirt  die 
Gerade I  welche  diese  beiden  senkrecht  schneidet,  so  hat  man  eine  Gerade, 
die  von  Jj,  ^^  und  A^  gleich  weit  entfernt  ist;  da  sie  auf  der  Geradeu 
durch  M^  in  E^  senkrecht  steht,  ist  sie  von  A^  und  A^  gleich  weit  ent- 
fernt, und  da  sie  auf  der  Geraden  durch  M^  in  E^  senkrecht  steht,  ist  sie 
von  ^1  und  ^3  gleich  weit  entfernt.     Man  erhält  die  sämmtlichen  Geraden, 
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die  von  A^^  A^,  A^  gleich  weit  entfernt  sind,  wenn  man  in  E^  alle  Strahlen 
durch  M^  und  in  E^  alle  Strahlen  durch  M^  zieht  und  zu  je  einem  Paare  dieser 
Strahlen  in  E^  und  in  E^  die  Gerade  construirt,  die  beide  senkrecht  trifft 

Die  Zahl  von  Geraden  der  verlangten  Eigenschaft,  die  durch  einen 
Punkt  P  gehen,  ist  höchstens  vier;  denn  die  Geraden  durch  P,  die  von  ij 
und  A^  gleich  weit  entfernt  sind,  bilden  einen  Kegel  zweiten  Grades; 
ebenso  die  Geraden,  die  von  A^  und  jä^  gleich  weit  entfernt  sind,  und 
zwei  Kegel  zweiten  Grades  mit  gemeinsamem  Scheitel  schneiden  sich  in 
höchstens  vier  Geraden. 

Die  Zahl  der  Geraden ,  die  in  einer  Ebene  E  liegen ,  ist  höchsteng  drei. 
Die  Geraden  in  £7,  die  von  A^  und  A^  gleich  weit  entfernt  sind,  umhQllen 
eine  Parabel ,  ebenso  die  Geraden ,  die  von  A^  und  A^  gleich  weit  entfernt 
sind,  und  zwei  Parabeln  haben  ausser  der  unendlich  fernen  Geraden  höch- 
stens drei  gemeinsame  Tangenten.     Also: 

Die  Geraden,  welche  von  drei  gegebenen  Punkten  A^j  A^ 
und  ^3  gleich  weit  entfernt  sind,  bilden  eine  Congruenz  vier- 
ter Ordnung  und  dritter  Classe. 

Durch  die  Mitte  einer  Seite  des  Dreiecks  il^^^,  gehen  nicbt 
vier  Strahlen  der  Congruenz,  sondern  ein  ganzer  Kegel,  z.B.  dnrch  If, 
der  Kegel  der  Geraden ,  die  von  A^  und  ^3  gleich  weit  entfernt  sind ;  von  i, 
und ^2  haben  sie  von  selbst  gleiche  Entfernung.  Diese  drei  Kegel  schneiden  sich 
in  den  drei  Kreisen ,  welche  die  Höhen  des  Dreiecks  M^  M^  M^  zu  Darchmes- 
sern  haben,  während  ihre  Ebenen  auf  der  Ebene  ^1^2-^3  senkrecht  stehen. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  im  Unendlichen  geht  nnr 
eine  Gerade  von  der  verlangten  Eigenschaft.  Nach  II  bilden  näm- 
lich die  Geraden,  die  einer  gegebenen  Geraden  parallel  sind  und  von  i, 
und  A^  gleich  weit  entfernt  sind ,  ein  paralleles  Strahlen büschel ,  ebenso  die 
Strahlen ,  die  von  A^  und  A^  gleich  weit  entfernt  sind ;  die  beiden  Büschel 
haben  nur  einen  gemeinsamen  Strahl. 

Eine  Ausnahme  bilden  wieder  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Geraden  M^M^^  ^\^z'>  -SfgJlfs;  durch  jeden  dieser  Punkte  geht  ein 
ganzes  Büschel  paralleler  Geraden.  Die  Ebenen  dieser  Bflschei 
stehen  auf  der  Ebene  A^A^A^  längs  der  Geraden  M^M^,  ^i^s  und  M^M^ 
senkrecht.  Ausserdem  ist  eine  jede  dieser  Ebenen  eine  gemeinsame  Tan- 
gentialebene zweier  der  drei  zur  Congruenz  gehörigen  Kegel  zweiten  Grades; 
die  Berührungskante  ist  die  Gerade,  längs  welcher  die  Ebene  auf  AiÄ^A, 
senkrecht  steht. 

Während  in  einer  beliebigen  Ebene  nur  drei  Strahlen  der  Congraenz 
liegen^  umhüllen  die  Geraden,  die  in  einer  der  Ebenen  JEJ|,  £2,  J^ 
liegen,  je  eine  Parabel;  z.  B.  sind  die  Geraden  der  Ebene  E^  an  und 
für  sich  von  A^  und  A^  gleich  weit  entfernt;  die  Geraden  von  JE?|,  die  aacfa 
von  A^  xmdA^  gleiche  Entfernung  haben,  umhüllen  nach  IV  eine  Parabel. 
Diese  drei  Parabeln  haben  in   dem  Schnittpunkte  der  Höhen  des  Dreiecks 
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M^M^Mq  den  Scheitel  gemeinsam;  das  Lotb  in  diesem  Punkte  auf  der  Ebene 
A^A^A^  ist  die  gemeinsame  Scheiteltangente,  die  Fnsspnnkte  der  Höhen  des 
Dreiecks  M^M^M^  sind  die  Brennpunkte  der  drei  Parabeln. 

Durch  den  Schnittpunkt  der  Höhen  des  Dreiecks  M^  M^  M^ ,  also  den 
Mittelpunkt  des  Umkreises  von  ÄiÄ^A^,  geht  -nur  eine  Gerade  der  ver- 
langten Eigenschaft,  nämlich  das  Loth  in  diesem  Punkte  auf  Ä^Ä^Ä^. 
Auch  eine  Ebene,  welche  durch  dies  Loth  hindurchgeht,  enthält  keine  wei- 
tere Gerade;  die  drei  zu  einer  derartigen  Ebene  gehörigen  Compleiparabeln 
berühren  sich  in  jenem  Punkte  und  im  unendlichen. 


Die  Geraden,  welche  von  vier  Punkten  des  Baumes  ^, ,  Ä^^  A^,  A^ 
gleich  weit  entfernt  sind,  bilden  eine  geradlinige  Fläche.  Durch  die  Mitte 
jeder  Kante  des  Tdxaeders  A^A^A^A^  gehen  vier  Geraden  der  Fläche. 
Femer  schneiden  sich  von  den  zwölf  Ebenen,  welche  auf  den  Teti*aeder- 
flächen  längs  der  Verbindungslinien  der  Eantenmitten  senkrecht  stehen, 
immer  die  zwei  Ebenen,  die  einer  Kante  parallel  sind,  in  einer  Geraden 
der  Fläche. 

Maciejewo,  im  Juli  1891. 
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XXIV. 

Ueber  die  involutorischen  Gebilde,  welche  eine  ebene 

Cremona- Transformation,   speoiell  die  quadratische 

enthalten  kann. 

Von 

Dr.  Karl  Doehlemann 

in  MflJioheo. 


Hierzu  Taf.  XII. 


Erster  Abschnitt. 

Allgemeine  Sätze  über  inyolutorische  Gebilde  einer  Trans- 
formation. 

§  1.  Die  aus  einer  Transformation  „abgeleitete"  Transformation. 

1.  Hat  man  eine  Ebene,  die  durch  eine  Cremona -Transformation  n^' 
Ordnung  auf  sich  selbst  bezogen  ist,  und  bezeichnen  wir  sie  insofern  als 
Ex  und  als  E^,  so  kann  man  irgend  einen  Punkt  dieser  Ebene  als  in  der 
Ex  oder  fy  befindlich  auffassen  und  demnach  mit  Qx  oder  Ry  bezeichnen. 
Je  nachdem  entspricht  ihm  dann  ein  Punkt  Qy  bezw.  JR^r*  Diese  neuen 
Punktepaare  liefern  eine  neue  Beziehung  der  Ebene  auf  sich  selbst,  die 
wir  als  die  „abgeleitete^  Transformation  bezeichnen  wollen. 

War  die  ursprüngliche  Beziehung  nicht  involutorisch ,  so  wird  es  auch 
die  abgeleitete  nicht  sein.  Wäre  die  gegebene  Beziehung  involutorisch  ge- 
wesen, so  würde  die  abgeleitete  eine  Identität 

Wir  wollen  den  allgemeinen  Fall  nehmen  in  der  Lage  der  Fundamen- 
talpunkte beider  Ebenen,  der  darin  besteht,  dass  von  den  Fundamental- 
punkten der  Ex  (deren  Ordnungen  bezw.  r^^r^  ...  >♦*&)  keiner  mit  einem 
Fundamentalpunkte  der  Ey  zusammenfällt.  Die  Fundamentalpunkte  der  £y 
mögen  die  Ordnungen  «^  >  9^  •  •  •  ^  ^a  besitzen. 

Verfolgt  man  dann,  welche  Curve  einer  Geraden  in  der  abgeleiteten 
Transformation  entspricht,  so  ergiebt  sich: 

„Die  abgeleitete  Transformation  ist,  wenn  n  der  Grad  der  ge- 
gebenen Transformation  und  die  Lage  der  beiden  Ebenen  eine  all- 
gemeine ist,  Yon  dem  Grade  n^^     Femer: 
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^Enthält  die  gegebene  Transformation  ein  Punktepaar,  das  sich 
inyolatorisch  entspricht,  so  stellt  dies  für  die  abgeleitete  Transfor- 
mation zwei  Coincidenzpnnkte  vor.^ 

2.  Um  die  Fundamentalpnnkte  der  abgeleiteten  Transformation  zu  be- 
stimmen, bemerken  wir:  ein  Fundamentalpunkt  der  neuen  Transformation 
ergiebt  sich  doch  in  folgenden  zwei  FSllen: 

a)  Ist  Ar^  ein  Fnndamentalpnnkt  der  E^  von  der  Ordnung  u ,  so  ent- 
spricht ihm  eine  Fandamentalcurve  von  der  Ordnung  r«-  und  dieser  ent- 
spricht, wenn  sie  als  in  der  E^  befindlich  angenommen  wird^  in  der  Ey 
eine  Curve  von  der  Ordnung  {nri).  Also  ist  Ar^  ein  Fnndamentalpnnkt 
von  der  Ordnung  {nrt)  für  die  abgeleitete  Transformation.  Dabei  könnte 
allerdings  diese  Fundamentalcurve  zerfallen ,  wenn  nämlich  die  Fundamental- 
curyen  der  einen  Ebene  durch  Fandamentalpunkte  der  andern  Ebene  hin- 
durchgingen. 

h)  Nimmt  man  einen  Fundamentalpunkt  Ar^  der  Eg  als  einen  Punkt 
der  Ey ,  so  entspricht  ihm  ein  bestimmter  Punkt  der  E^  •  Diesef  Punkt  ist 
offenbar  ein  fi-facher  Fundamentalpunkt  der  abgeleiteten  Transformation. 

Man  erkennt  also: 

„Die  abgeleitete  Transformation  hat  bei  allgemeiner  Lage  der 
beiden  Ebenen  in  jeder  Ebene  Fundamentalpunkte  von  den  Ordnungen : 

^n     *^2 1  •  •  •  >     *** »  *i  >     *j  >  •  •  •  >     ^A  f 

und   zwar  sind  die  letzteren  die  Fundamentalpunkte  der  gegebenen 
Transformation,   die  ersteren  sind   die  Punkte,  welche  den  Funda- 
mentalpnnkten  entsprechen ,  wenn   man  sie  als  Punkte  der  andern 
Ebene  betrachtet.^ 
Da   man  die  abgeleitete  Transformation  immer  bilden  kann,  so  folgt 

auch: 

„Hat  man  eine  Cremona- Transformation  fif^  Grades  mit  Fun- 
damentalpunkten von  der  Ordnung  r| ,  fg ,  . . . ,  ta  ,  bez w.  5^ ,  «^  >  *  *  •  >  ^>(  * 
so  sind 

fj,  fg,  ...,  fky    f^T^y  firg,  ...,  nvk 
und 

«1,  s^y  .-.,  Sky    W5j,  n«g,  ...,  nsh 

die  Ordnungen  der  Fundamentalpunkte  für  eine  neue  Transformation 
vom  Grade  «*." 
Die  Cremona- Transformation  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten 
und   drei  einfachen   Punkten  kann   als  ein  Beispiel  einer  aus  der  quadra- 
tischen Transformation  „abgeleiteten^  Transformation  dienen. 

Dass  die  genannten,  neuen  Systeme  von  Fundamentalpunkten  den  noth- 
wendigen  Gleichungen  genügen,  ergiebt  sich  unmittelbar;  dass  sie  aber 
auch  geometrisch  existirende  Systeme  vermitteln,  zeigt  erst  die  obige  Be- 
trachtung. ^  T 
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Würden  die  gegebenen  Systeme  von  Fandamentalpankten  so  liegeo, 
dass  ein  Fundamentalpunkt  von  der  Ordnung  r^  zusammenfiele  mit  einem 
von  der  Ordnung  Sk,  so  wäre  die  abgeleitete  Transformation  von  der  Ord- 
nung n^  —  rtSk- 

§  2.   Involntorisohe  Fnnktepaare.   Involutorische  Cnrve. 

1 .  Wir  haben  schon  gesehen ,  dass  jedes  involutorisch  sich  entsprechende 
Punktepaar  der  gegebenen  Transformation  zwei  Coincidenzpunkte  der  ab- 
geleiteten liefert. 

Nun  hat  die  abgeleitete  Transformation  im  Allgemeinen  n^  +  2^  die 
gegebene  Transformation  im  Allgemeinen  n+2  Coincidenzpunkte.  Die  Co- 
incidenzpunkte der  gegebenen  Transformation  sind  natürlich  auch  solche  Pnnkie 
für  die  abgeleitete.   Dann  ergiebt  sich  aber,  dass  die  gegebene  Transformation 

««  +  2-  (w  +  2)  =  fi»-fi  =  n(«-l) 
sich  involutorisch  entsprechende  Punkte  hat.     Also:  ^.. 

*  „Eine  allgemeine  Transformation  vom  Grade  n  enthSlt  — ^ — 
involutorische  Punktepaare.  ^ 
Sind  Pi  und  P^  zwei  solche  einander  involutorisch  entsprechende  Punkte 
und  ist  keiner  der  beiden  ein  Fundamentalpunkt,  so  entspricht  einer  Curre 
durch  Pi ,  wenn  man  sie  als  in  der  einen  oder  andern  Ebene  gelegen  be- 
trachtet, je  eine  Curve  in  der  andern  Ebene,  die  aber  immer  durch  P^g&hi. 
Ordnen  wir  die  Tangenten  an  entsprechende  Curven  einander  zu,  so  er- 
giebt sich: 

„Hat  man  ein  involutorisches  Punktepaar  PiP^^  so  giebt  es  im 
Allgemeinen  durch  jeden  Punkt  zwei  und  nur  zwei  Richtungen,  so 
,     dass  diese  Richtungen  einander  involutorisch  entsprechen.'' 
Ein  solches  Punktepaar  soll  ein  involutorisches  Punktepaar  der  ersten 
Art  heissen.     Es  kann  aber  auch  sein,  dass  ein  involutorisches  Punktepaar 
die  Eigenschaft  hat,   dass  jeder  Richtung  durch  den   einen  Punkt 
involutorisch    eine    Richtung    durch    den    andern   Punkt  ent- 
spricht; ein  solches  Punktepaar  soll  dann  ein  involutorisches  Punktepaar 
von  der  zweiten  Art  heissen. 

2.  Die         ^ Paare  involutorischer  Punkte  einer  Transformation 

wurden  zuerst  von  S.  Rantor*  auf  folgende  Weise  bestimmt:  Nimmt  man 
irgend  einen  Punkt  und  den  Strahlenbüschel  durch  ihn,  so  werden  dem 
Punkte,  wenn  man  ihn  als  P^  und  zugleich  als  By  nimmt,  zwei  Punkte  P^ 
und  Bx  entsprechen.  Jeder  Geraden  des  Büschels  werden  ebenso  zwei 
Curven  n**'  Ordnung  zugewiesen  sein.  Wenn  die  Gerade  den  Strahlbüschel 
beschreibt,  so  durchlaufen  diese  Curven,  von  denen  die  eine  immer  dnrcfa 
Bxy  die  andere  immer  durch  Py  geht,  projective  Büschel.     Diese  erzeugen 

*  Kantor,  Annali  di  Matematica,  X,  2.  r^  l 
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ia  ihren  Schnittpunkten  eine  Curve  (2n)^^'  Ordnung,  welche  durch  sSmmt- 
liche  Fundamentalpunkte  der  beiden  Ebenen  hindurchgeht,  und  zwar  durch 
jeden  so  oft,  als  seine  Ordnung  angiebt;  ausserdem  geht  die  Curve  noch 
durch  Ba  und  Py. 

Nimmt  man  nun  noch  einen  beliebigen  andern  Punkt  V,  =  W^,    so 
erhält  man  durch  Yermittelung  des  zu  ihm  gehörigen  StrahlenbUschels  eine 
zweite  Curve  (2w)*®'  Ordnung.     Diese  beiden  Curven  schneiden  sich 
a)  in  den  Fundamentalpunkten  der  beiden  Ebenen, 
h)  in  den  n  +  2  Coincidenzpunkten. 

Also    schneiden    sie    sich    ausserdem    noch    in    4n*  —  2  2?r<*  —  ti  —  2 

i 

=  2n^  —  n  Punkten.  Dem  Verbindungsstrahl  der  beiden  Bttschelmittelpuukte 
entspricht  ein  Curvenpaar,  das  sich  in  beiden  Bttscheln  findet,  und  die  n* 
Schnittpunkte  dieser  beiden  Curven  gehören  den  beiden  Curven  (2n)^^'  Ord- 
nang  an.  Diesen  n^  Punkten  entsprechen  die  n*  Punktepaare  der  abgelei- 
teten Transformation,  die  auf  der  Verbindungslinie  der  BUschelmittelpunkte  < 
gelegen  sind.  Die  übrigen  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  (2n)**'  Ordnung, 
deren  Anzahl  demnach  2 n*  —  n  —  «*  =  n(n  —  1)  ist,  müssen  die  Eigenschaft 
haben,  dass  das  zu  ihnen  gehörige  Punktepaar  der  abgeleiteten  Transfor- 
mation sowohl  auf  einer  Geraden  durch  den  ersten ,  als  auch  auf  einer  Ge- 
raden durch  den  zweiten  Büschelmittelpunkt  gelegen  isi  Dies  ist  aber  nur 
dann  möglich,  wenn  dieses  Punktepaar  sich  vereinigt.  Also  sind  die  n(n-l) 
Schnittpunkte  der  beiden  Curven  (2n)^'  Ordnung  die  involutorischen  Punkte- 
paare der  Transformation. 

3.  Wir  wollen  uns  nun  die  Frage  vorlegen,  ob  eine  Transformation 
nicht  nur  einzelne  involutorische  Punktepaare ;  sondern  auch  eine  ganze ^ 
Curve  enthalten  kann,  die  involutorisch  auf  sich  selbst  bezogen  ist,  oder 
auch  zwei  Curven,  die  einander  involutorisch  entsprechen,  während  trotz- 
dem die  Transformation  im  Ganzen  noch  nicht  involutorisch  ist.  Diese 
Transformationen,  die  ich  nirgends  erwähnt  fand,  stehen  dann  so  zu  sagen 
in  der  Mitte  zwischen  den  Transformationen  mit  einzelnen  involutorischen 
Punktepaaren  und  denen ,  die  ganz  involutorisch  sind.  Diese  Transforma- 
tionen mit  involutorischen  Curven  sind  dann  auch  die  Verallgemeinerung 
der  Transformationen  mit  festen  Curven,  d.h.  mit  Curven,  die  sich  Punkt 
für  Punkt  selbst  entsprechen.  Die  Relationen,  die  ich  anderweitig*  für  diese 
letzteren  Transformationen  abgeleitet,  gelten  auch  für  die  Transformationen 
mit  involutorischen  Curven. 

Die  Möglichkeit  solcher  Transformationen  ist  leicht  einzusehen.  Wir 
dürfen  nur  annehmen,  dass  bei  der  vorhin  besprochenen  Constrnction  der 
involutorischen  Punktepaare  die  beiden  Curvenbüschel  «*•'  Ordnung  eine 
Curve  (2fi)**'  Ordnung  erzeugen,  von  der  ein  Theil  fest  ist,   d.  h. 

*  Doehlemann,  Mathematische  Annalen,  Jahrg.  89,  1891.  Ich  oitire  diese 
Arbeit  mit  „D.".    Dort  finden  sich  auch  weitere  Literaturangaben. 
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der  nämliche   bleibt,   wie  sich  auch  die  beiden  erzeugenden  Curvenbüscbel 
ändern.     Diese   feste  Gurve   kann  dann  auch  aus   zwei   Theilen  besteben, 
immer  aber  ist  diese  Gurve  dann  involutorisch  auf  sich  selbst 
bezogen.     Damit  ist  zunächst  allerdings  blos  die  Möglichkeit  von  Trans- 
formationen  mit   einer  einfach  unendlichen  Reihe  von  involutorischen  Ele- 
menten dargethan,  die  wirkliche  Existenz  ist  noch  zu  zeigen.     Wir  stellen 
uns   aber  im  Anschluss  an   die  obigen  Betrachtungen   zunächst  die  Frage: 
„Wenn  eine  Transformation  vom  Grade  n  nicht  im  Ganzen  in- 
volutorisch ist,  wie  hoch  kann  die  Ordnung  einer  Gurve  steigen,  die 
sich  in  dieser  Transformation  involutorisch  entspricht?^ 
Die  Antwort  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Erzeugung.     Da  die  Büschel 
von  Gurven  n***  Ordnung  höchstens  eine  Gurve  (2fi)*®'  Ordnung  erzengen 
können,    so  kann   der  Grad   der  involutorischen  Gurve  diese  Grenze  jeden- 
falls  nicht  überschreiten.     Auf  der  erzeugten  Gurve  müssen  aber  auch  die 
Punkte  Py  und   Rx  gelegen   sein,  von  denen  einer  noch  ganz  willkttrlich 
gewählt  werden  kann ;  also  kann  die  involutorische  Gurve  höchstens  von  der 
Ordnung  2n  — 1  sein,  so  dass  wir  sagen  können: 

„Eine  Transformation  vom  Grade  n  kann  höchstens  eine  Gurre 
von  der  Ordnung  2fi  — 1  als  involutorisches  Gebilde  enthalten.'' 
Wir  können  aber  weiter  die  Transformationen  dieser  Art,  die  also 
involutorische  Gebilde  von  möglichst  hoher  Ordnung  enthalten,  noch  näher 
specifioiren.  Soll  eine  involutorische  Gurve  von  der  Ordnung  2n  — 1  vor- 
handen sein,  so  muss  die  Gurve  (2n)^*'  Ordnung,  die  sich  als  Erzeugniss  der 
beiden  Büschel  n^  Ordnung  ergiebt,  immer  bestehen  aus  dieser  festen ^urve 
(2n^l)**' Ordnung  und  noch  aus  einer  Geraden«  Diese  Gerade  muss  dann 
aber  die  Verbindungslinie  PyRx  sein,  da  die  erzeugte  Gurve  auch  durch 
diese  zwei  Punkte  gehen  muss.  Zu  einem  andern  Punkte  {V^Wy)  gehört 
dann  eine  Verbindungslinie  Vy  Wx .  Diese  beiden  Linien  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  8.     Es  sind  nun  zwei  Fälle  möglich: 

a)  Der  Punkt  S  ist  kein  ausgezeichneter  oder  fester.  Dann  kann  jeder 
Punkt  der  Ebene  als  ein  solcher  Punkt  genommen  werden.  Dem  Punkte  S 
entspricht  dann,  wenn  er  als  ein  Punkt  der  einen  und  andern  Ebene  ge- 
nommen wird,  ein  Punktepaar  der  abgeleiteten  Transformation ,  das  auf  der 
Verbindungslinie  (P«i2y)(F«T7y)  gelegen,  und  es  kann  kein  weiteres 
solches  Punktepaar  geben,  weil  sonst  die  beiden  Geraden  sich  noch 
in  mehr  als  einem  Punkte  schneiden  würden.  Nun  sei  N  der  Grad  der 
abgeleiteten  Transformation.  Jedes  involutorische  Gebilde  der  gegebenen 
Transformation  ist  natürlich  ein  „festes''  Gebilde  für  die  abgeleitete.  In 
unserem  Falle  kann  die  gegebene  Transformation  kein  festes  Gebilde  mehr 
enthalten,  da  dies  ja  auch  zu  dem  Erzeugniss  der  beiden  Curvenbüschel 
ft^'  Ordnung  gehört.  Die  gegebene  Transformation  kann  auch  kein  wei- 
teres involutorisches  Gurvensystem  enthalten,  also  enthält  die  abgeleitete 
Transformation  blos  die  Gurve  von  der  Ordnung  2fi  — 1  als  „festes"  Ge- 
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bilde.  'Da  nnn  aber  auf  einer  beliebigen  Geraden  naob  dem  Obigen  blos 
ein  einziges  Panktepaar  dieser  Transformation  liegen  kann,  so  ist  sie  dem- 
nach von  der  Classe  I,  also  böcbstens  von  der  vierten  Ordnung.  (Vergl. 
D.,  §5.) 

Es  ist  also  7V<1  4 

«nd  demnach  .^^_^^^  ^^^  2«-"l=2  oder  2«-l  =  l, 

n  =  2  oder  w=  1. 
Siebt  man  also  von  der  Colllneation  und  den  unter  h)  zu  besprechen- 
den Transformationen  ab;  so  ergiebt  sich,  da  später  noch  die  Existenz  dieser 
Transformation  nachgewiesen  werden  soll: 

„Die  quadratische  Transformation   ist  die  einzige,   welche  eine 
involatorische  Curve  von   höchstmöglicher  Ordnung  enthalten  kann. 
Sie  ist  auch  die  einzige  Transformation  dieser  Art,  bei  der  die  beiden 
Ebenen  in  allgemeiner  Lage,  d.  h.  in  solcher  Lage,  dass  sich  keine 
Fnndamentalpunkte  decken." 
h)  Es  ist  aber  auch  der  Fall  möglich,  dass  der  Schnittpunkt  S  der  zwei 
Geraden,  die  sich  als  Ergänzung  der  Curve  von  der  Ordnung  2n~  1  ergeben, 
ein  fester  Punkt  ist.     Die  abgeleitete  Transformation  zeigt  dann  die  Eigen- 
schaft,  dass   die  Verbindungslinien  je  zwei   entsprechender  Punkte   immer 
durch  einen  Punkt  {8)  laufen,  sie  muss  also  eine  Jonquidres  -  Transformation 
sein  und  zwar  eine  „perspective".     Da  die  feste  Curve  dieser  Transforma- 
tion vom  Qrade  2ft  — 1,  so  ist  dies  auch  der  Grad  der  abgeleiteten  Trans- 
formation.    Die  feste  Curve  muss  also  einen  2t}  — 1  —  2  =  (2t}  — 3) -fachen 
Punkt  in  S  haben.     Da   nun   die  bewegliche  Bestgerade  auch  immer  noch 
durch  8  gebt,  so  hat  die  Gesammtcurve  einen  (2t>  — 2) -fachen  Punkt  in  8, 
Dies  ist  aber  nur  dadurch  möglich,   dass  in  8  zwei  (ti  —  1)- fache  Funda- 
mentalpnnkte  der  erzeugenden  Büschel  sich  decken  ^  d.  h.  die  ursprüngliche 
Transformation   ist  eine  Jonquiöres  -  Transformation  mit  in  8  zusammenfal- 
lenden (t»  —  l)* fachen  Punkten.    Die  projectiven  Büschel  5  müssen  natürlich 
dann  involutorisch  gelegen  sein^   da  sonst  nicht  die  abgeleitete  Transfor- 
mation perspectiv  sein  könnte. 

Da  die  Lage  der  beiden  Ebenen  gegen  einander  nicht  mehr  eine  all- 
gemeine, so  lassen  wir  die  Frage,  ob  diese  Transformationen  allgemein 
existiren,  zunächst  offen;  ein  Beispiel  für  dieselben  wird  sich  bei  der  qua- 
dratischen Transformation  ergeben. 

4.  Sind  P^  und  P^  zwei  nicht  mit  Fundamentalpunkten  zusammenfal- 
lende, einander  involutorisch  entsprechende  Punkte  der  involutorischen  Cur?'', 
80  sind  die  Tangenten  in  P^  und  P^  involutorisch  entsprechende  Richtungen. 
Dann  giebt  es  durch  P^  und  P^  noch  je  eine  Richtung,  so  dass  auch  diese 
beiden  Richtungen  einander  involutorisch  entsprechen.  Diese  letzteren  Rich- 
tungen werden  eine  Umhüllnngscurve  bilden.     Geht  man  zur  abgeleiteten     r 
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Transformation  über,  so  wird  die  involutoriscbe  Curve  für  diese  eine  „feste" 
und  die  eben  erwähnte  ümhüUungsciirve  wird  die  ümhttUangscarTe  H  (siehe     i 
D.  §  4)   für   die   abgeleitete  Transformation ,    woraus  sich   ihre  ClaBse  be- 
stimmen Iftsst. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  der  inyolutoriscben  Gebilde 
einer  quadratischen  Transformation,  die  also  insofern  besondere  Beachtang 
verdient,  als  sie  die  einzige  ist,  die  bei  aligemeiner  Lage  der  beiden  Ebenen 
eine  involutoriscbe  Curve  von  möglichst  hoher  Ordnung  enthalten  kann. 

Zweiter  Abschnitt. 
Die  involutoriKchen  Gebilde  der  quadratischen  TransformationeiL 

§  3.  lieber  Involutionen  auf  einer  Cürve  dritter  Ordnung. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  der  inyolutoriscben  Gebilde, 
die  in  einer  quadratischen  Transformation  vorkommen  können.  Die  Trans- 
formation ist  ja  insofern  ausgezeichnet,  als  sie  die  einzige  ist,  die  bei  all- 
gemeiner La«ge  der  beiden  Ebenen  eine  involutoriscbe  Curve  von  möglichst 
hoher  Ordnung  enthalten  kann. 

1.  Betrachten  wir  eine  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung  (7^,  80  ist 
bekannt,*  dass  dieselbe  zwei  Arten  von  eindeutigen  Transformationen  in  sieb 
selbst  zul&sst.  Von  diesen  entsteht  die  eine  dadurch,  dass  man  durch  einen 
Punkt  der  C^  Strahlen  zieht;  jeder  Strahl  schneidet  zwei  entsprechende 
Punkte  aus.  Diese  Beziehung  ist  also  gleichzeitig  involu torisch ,  sie  liefert 
die  „centrale  Punktinvolution'^ 

Die  zweite,  eindeutige  Beziehung  auf  der  allgemeinen  C^  ist  im  All- 
gemeinen nicht  involutorisch,  kann  es  jedoch  in  drei  speciellen  ¥l&llen 
werden.**  Diese  drei,  nicht  centralen  Punktinvolntionen  sind  die  drei 
Systeme  von  „ correspondirenden "  Punkten,  die  es  auf  der  C^  giebt,  wobei 
unter  correspondirenden  Punkten  solche  verstanden  werden ,  deren  Tangenti^n 
sich  auf  der  C^  schneiden. 

Die  letztgenannte,  nicht  centrale  eindeutige  Beziehung  besitzt  keine 
CoincidenzpunktC;  die  centrale  Involution  im  Allgemeinen  vier  in  den  Be- 
rührungspunkten der  vom  Centrum  der  Involution  aus  an  die  C  gehenden 
Tangenten. 

2.  Betrachten  wir  jetzt  eine  rationale  C^,  so  sind  auf  ihr  ebenfalls 
zweierlei  Involutionen  zu  unterscheiden.  Wie  nämlich  auch  die  Involution 
auf  der  C^  beschaffen  sein  mag,  jedenfalls  müssen  ihre  Punktepaare  vom 
Doppelpunkt   ans  durch  involutoriscbe  Strablbüschel   projicirt  werden  aml 

*  Salmon,  Geometrie  der  höheren  ebenen  Curven.  —  Uarnack,  Mathema- 
tische  Annalen,  Bd.  IX. 

**  Weyr,  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie^  fid.  87,  1888.    , 
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wir  erhalten  die  möglichen  Fälle,  wenn  wir  untersuchen,  welche  Lage  in- 
volutorische  Strahlbttschel  aus  dem  Doppelpunkte  zu  der  C^  einnehmen 
können.     Dabei  sind  folgende  Falle  möglich: 

a)  Die  Doppelpunktstangenten  entsprechen  einander  in  der  involuto- 
rischen  Beziehung  der  Strahlbüschel  nicht.  Dann  entspricht  also  dem 
Doppelpunkt  ein  anderer  Punkt,  je  nachdem  man  sich  ihm  auf  dem  einen 
oder  andern  Aste  der  Curve  nähert.  Die  Schnittpunkte  der  beiden  Doppel- 
strahlen der  involutorischen  Büschel  mit  der  C^  sind  die  einzigen  Coinci- 
denzpunkte  dieser  Involution  auf  der  C^. 

h)  Die  Doppelpunktstangenten  sind  einander  entsprechende  Strahlen  der 
Strahleninvolution.  Dann  föUt  in  den  Doppelpunkt  eine  weitere  (dritte) 
Coincidenz.  Sind  aber  dann  X  und  X^  die  Schnittpunkte  von  irgend  zwei 
entsprechenden  Strahlen  der  involutorischen  Büschel  mit  der  C^  und  ist  J 
der  letzte  Schnittpunkt  der  Geraden  XX^  mit  der  C\  so  kann  man  mit  J 
als  Centrnm  eine  centrale  Involution  auf  der  C^  herstellen,  deren  Punkte- 
paare vom  Doppelpunkt  aus  projicirt  wieder  eine  Strahleninvolution  liefern. 
Diese  muss  aber  mit  der  ursprünglichon  identisch  sein ,  da  sie  zwei  Strahlen - 
paare  mit  ihr  gemein  hat,  nämlich  das  Strahlenpaar  durch  X,  X^  und  das 
Paar  der  Doppelpunktstangenten.  Also  müssen  die  Verbindungslinien  aller 
entsprechenden  Punkte  der  Involution  auf  C^  durch  J  laufen,  d.  h.  die  In- 
volution ist  eine  centrale^  während  die  unter  a)  genannte  keine  centrale 
war.     Wir  können  auch  sagen: 

„Wenn  eine  Involution  auf  der  rationalen  C^  im  Doppelpunkt 
eine  Coincidenz  besitzt,  so  ist  sie  eine  centrale.  Dabei  muss  die 
Coincidenz  im  Doppelpunkt  aber  die  Eigenschaft  haben,  dass  der 
Doppelpunkt  sich  selbst  entspricht,  mag  man  sich  ihm  auf  dem  einen 
oder  andern  Curvenaste  nähern.** 
3.  üeber  die  centrale  und  nicht  centrale  eindeutige  Beziehung  auf  der 
allgemeinen  C  gelten  nun  folgende  Sätze  (Weyr,  1.  c): 

Beliebig  viele  nicht  centrale  Beziehungen  können  in  ihrer  Auf- 
einanderfolge durch   eine   nicht  centrale  Beziehung  ersetzt  werden. 
Beliebig  viele  aufeinanderfolgende  centrale  Beziehungen  können 
durch  eine  centrale  oder  nicht  centrale  ersetzt  werden,  je  nachdem 
ihre  Anzahl  ungerade  oder  gerade. 

Beliebig  viele  Beziehungen  (beiderlei  Art)  können  durch  eine  cen- 
trale oder  nicht  centrale  Beziehung  ersetzt  werden,  je  nachdem  die 
Anzahl  der  im  Ganzen  auftretenden  centralen  Beziehungen  eine  un- 
gerade oder  gerade. 
Daraus  ergiebt  sich  dann  leicht  folgender  Satz: 

„Hat  man  auf  einer  allgemeinen  C^  eine  centrale  Punktinvolu- 
tion oder  auch  eine  der  drei  (festien)  nicht  centralen  Involutionen, 
und  wählt  man  auf  der  C^  einen  Punkt  A^  ganz  beliebig,  so 
schneidet  jeder  Strahl  durch  Ä.  die  C^  noch  in  zwei  Punkten.    NimmiL  ^t^ 
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man  die  diesen  Punkten  in   der  Involution  entsprechenden  Punkte, 

80  geht  die  Verbindungslinie  derselben  stets  durch  einen  bestimmten 

Punkt  J5i  der  <7»." 

Dieser  Satz,   dessen  Beweis  auch  leicht  direct  gelingt,  gilt  auch  für 

die  rationale  0",  sofern  die  auf  ihr  gegebene  Involution  eine  centrale.    Denn 

die  Punktepaare,  die  den  Punktepaaren  aufstrahlen  durch  itj  entsprechen, 

bilden  offenbar  wieder  eine  Involution,  die  im  Doppelpunkte  eine  Coinci- 

denz  der  beschriebenen  Art  hat,  also  eine  centrale  sein  muss. 

Hätte  man  dagegen  auf  der  rationalen  C^  eine  nicht  centrale  Invola- 
tion,  so  ist  der  Doppelpunkt  nicht  nothwendig  eine  Coincidenz  der  neuen 
Involution.  Es  giebt  vielmehr  nur  eine  Lage  des  Punktes  ^|,  in  welcher 
der  Satz  wieder  gilt.  Schneiden  nämlich  die  Strahlen,  welche  den  Doppel- 
punktstangenten in  der  Strahleninvolution  entsprechen,  die  C^  noch  in  R 
und  S^  so  liefert  RS  im  letzten  Schnittpunkte  mit  der  C^  eine  Lage  des 
Punktes,  fUr  welche  der  obige  Satz  gilt. 

4.  Jedem  Punkte  Ä^  entspricht  nach  diesem  Satze  involntorisch  ein  und 
nur  ein  Punkt  Äj.  Es  bilden  also  die  Punktepaare  il^ B| ,  Ä\B\,  J^' x^\ 
u.  s.  f.,  die  wir  als  „zugeordnete^  Punkte  bezeichnen  wollen,  eine  Invola- 
tion,  und  da  diese  nur  eine  centrale  sein  kann,  so  folgt: 

„^,J3|,  ^'iJJ'i,  ...  u.  8.  f.  gehen  durch  einen  Punkt  der  (7V' 
Ist  die  Involution  auf  der  C^  eine  centrale  mit  dem  Centrum  If,  so 
kann  man  durch  ilj  auch  den  Strahl  ^^Jtf  ziehen,  welcher  Strahl  noch  in  einem 
dritten  Punkte  die  C^  trifft,  der  mit  (^j)  bezeichnet  werden  mag.  Ist  dann 
M^  der  Schnittpunkt  der  Tangente  in  M  mit  der  (7^  also  der  sogenannte 
„Tangentialpunkt*^  von  itf,  so  entspricht  M^  in  der  Involution  dem  Punktelf. 
Da  ferner  dem  Punkte  {JL^  der  Punkt  A^  entspricht,  so  folgt: 

„Hat  man  auf  der  C  eine  centrale  Involution  mit  dem  Cen- 
trum JH*,  so  gehen  die  Verbindungslinien  zugeordneter  Punkte  ^j^p 
Äx  B\  u.  8.  f.  durch  den  Tangentialpunkt  M^  von  Jlf." 

§  4.   Biß  allgemeine  quadratische  Transformation  mit  einem  sich 
involntorisch  selbst  entsprechenden  Curvensystem  dritter  Ordnung. 

1«  Die  Transformation  enthält  eine  Curve  dritter  Ordnung. 

Wir  nehmen  an ,  wir  hätten  eine  allgemeine  oder  rationale  C  und  anf 
ihr  eine  centrale  Involution  mit  M  als  Centrum.  Wir  wollen  untersuchen, 
ob  eine  quadratische  Transformation,  ohne  ganz  involntorisch  zu  sein,  diese 
0^  als  involutorisches  Gebilde  enthalten  kann. 

Wir  werden  in  einfacher  Weise  eine  solche  Beziehung  direct  herstellen. 
Wählen  wir  zwei  Punkte  A^  und  A^  auf  der  C^  beliebig,  so  sind  dann 
zwei  zugeordnete  Punkte  B^  und  J9\  bestimmt.  Die  Strahlbüschel  A^  und 
jB,  ,  sowie  A\  und  B\  sind  nun  projectiv  und  zwar  schneiden  entsprechende 
Strahlen  entsprechende  Punkte  der  Involution  auf  0^  ans.    Den  Punkt  nun, 
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der  einem  Punkte  0  cl^i^  C^  in  der  Involution  entspricht,  also  den  dritten 
Schnittpunkt  von  MQ  mit  der  C^  wollen  wir  kurz  mit  (C^)  bezeichnen.  Die 
Gerade  ÄiA\  roOge  nun  der  C  noch  begegnen  in  einem  Punkte,  den  wir 
einstweilen  mit  {^\)  bezeichnen  wollen,  während  M{B'\)  den  Punkt  B'\ 
ausschneidet.     (Fig.  1.) 

Nehmen  wir  jetzt  Ä^  Ä\  als  Strahl  des  Büschels  A^ ,  so  entspricht  ihm 
ein  Strahl  durch  {Ä\)  und  durch  f^'^.  Nimmt  man  den  Strahl  ^,^'j  da- 
gegen als  Strahl  des  Büschels  ^'i,  so  entspricht  ihm  ein  Strahl,  der  (A^), 
ff\  und  ffi  enthält.  Also  ist  B"'^  der  Schnittpunkt  der  Strahlen  lsi^{A\) 
und  ff^{Ai)  und  liegt  auch  auf  der  C\  Ebenso  erhalten  wir  dann  einen 
Punkt  Ä\  der  C*  im  Schnittpunkte  der  Strahlen  (Bi)A\  und  {B\)A^. 

Vermittelst  der  Büschel  Ai ,  A\ ,  Jj^j ,  B\  können  wir  jetzt  aber  jedem 
Punkte  Px  der  ^- Ebene  einen  Punkt  Fy  der  £- Ebene  zuordnen.  Wir 
ziehen  nämlich  von  Px  nach  ^j  und  ^'j  die  Verbindungsstrahlen,  diesen 
entsprechen  bestinmite  Strahlen  in  den  Büscheln  B^  und  J?']  und  diese 
schneiden  sich  in  dem  entsprechenden  Punkte  Py.  ^ 

Hätte  man  auf  der  allgemeinen  C  statt  der  centralen  eine  nicht  cen- 
trale Involution,  so  Hesse  sich  die  punktweise  Beziehung  der  Ebene  den- 
noch in  ganz  gleicher  Weise  durchführen,  da  ja  die  Eigenschaft  der  Büschel 
iii,  Bi  und  A\,  B>^  auch  für  diesen  Fall  erhalten  bleibt. 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  unter  diesen  Voraussetzungen  Py 
einen  Kegelschnitt  durch  ^,,  JB'i,  B^\  beschreibt,  wenn  Px  eine  Oerade 
durchläuft,  und  dass  man  überhaupt  damit  eine  quadratische  Transformation 
bostimmt  hat,  für  welche  -^, ,  ^\,  A'\,  bezw.  i?i,  B\^  B'\  die  Fundamen- 
talpunkte sind. 

Die  Punkte  der  C^  entsprechen  sich  dabei  involutorisch. 
Natürlich  sind  auch  jf\  und  ß'\  zugeordnete  Punkte  und  die  Strahl- 
büschel aus  diesen  Punkten  ebenfalls  projectiv.     Da  die  drei  Fundamental - 
punkte  in  jeder  Ebene  auf  der  C  gelegen   sind,   so  kann  die  C^  in  der 
That  sich  selbst  entsprechen.     Es  folgt  also: 

„  Eine  quadratische  Transformation  kann  eine  allgemeine  C^  mit 
centraler  oder  nicht  centraler  Involution  oder  eine  rationale  C^  mit 
centraler  Involution  als  involutorisches  Gebilde  enthalten.  Die  Ver- 
bindungslinien ^j  ßi ,  J'^  B\ ,  Ä\  B'\  zugeordneter  Fundamental- 
punkte  gehen  dann  durch  einen  Punkt  der  C^.  —  Ist  die  Involution 
eine  centrale  und  M  ihr  Centrum,  so  ist  dieser  Punkt  der  Tangen- 
tialpunkt  M^  von  M\  ferner  liefern  die  von  M  aus  an  die  C^  gehen- 
den Tangenten  in  den  Berührungspunkten  D|,  D,,  D3,  D^  die  vier 
(reellen  oder  imaginären)  Doppelpunkte  der  Transformation.  Hat  die  C^ 
einen  Doppelpunkt,  so  fallen  in  ihn  zwei  dieser  Doppelpunkte.  Die 
C^  ist  ferner  die  isologe  Curve  des  Punktes  M, 

Ist  die  Involution  auf  der  allgemeinen  C^  nicht  central ,  .so  kann 
die  Transformation  keine  Doppelpunkte  enthalten.'*  f^ r^r^n\r> 
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Ferner  ergiebt  sich  noch: 

,,Ein  weiteres  involutorisches  Panktepaar  kann  die  Transforma. 
tion  in  keinem  Falle  mehr  enthalten/' 

Die  abgeleitete  Transformation  ist  von  der  vierten  Ordnnng 
und  hat  die  invohitorische  Curve  dritter  Ordnung  als  „feste"  Curve.  Sie 
gehört  also  zn  den  Transformationen  der  ersten  Classe.  Die  Fandamental 
punkte  der  einen  Ebene  sind  natürlich  ^j,  A\^  Ä\^  ('^i)»  (^'i)y  {^"i)  ^^^ 
in  der  andern  Ebene  ^,,  -^, ,  ff\y  (f^t)^  C^'i)>  (^'i)-  Bezeichnen  wir 
diese  mit  r,,  rg,  r^,  rg,  r^,  r^  und  s^  Sj.  S3,  55,  S4,  *«,  wobei  r^,  r„  fj, 
$1,  ^2,  ^3  die  Doppelpunkte,  während  die  übrigen  Punkte  einfache  Panda- 
mentalpunkte sind,  80  entspricht 

dem  Fundamentalpunkte  s^  der  Kegelschnitt  (rir^r^r^raS^) , 

„  „  «4  die  Oerade  (fgr^Ä^), 

Aehulich  ist  es  für  die  Fundamentalpunkte  der  andern  Ebene.  Jede 
Fundamentalcurve  geht  einfach  durch  den  Fundamentalpunkt  hindurch ,  dem 
sie  entspricht  Die  Transformation  hat  übrigens  die  specielle  Eigenschaft, 
dass  r^d, ,  r,«,,  r^s^  sich  in  einem  Punkte  M^  der  festen  Curve  schneideo. 

Specieller  Fall.  Wir  haben  schon  gesehen,  dass  die  vier  Coinci- 
denzpunkte  jD^  ,  D^ ,  D^y  D^  der  Transformation  zweiten  Grades  ein  Viereck 
bilden ,  dessen  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auch  auf  der  C^  gelegen  sind. 
Ferner  gehen  die  Tangenten  in  diesen  Schnittpunkten  durch  2f|. 

Wählen  wir  nun  A^  wieder  beliebig  auf  der  C,  A\  dagegen  in  ^em 
der  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  .dieses  Vierecks,  so  fiLllt  i9\  mit  jf^  so 
sammen.  Im  Uebrigen  ergiebt  sich  die  Transformation  genau  in  der  gleichen 
Weise.  Die  Büschel  A\  und  B\  aber  sind  jetzt  concentrisch  und  natfirlieh 
in  involutorischer  Lage.  Da  eine  quadratische  Transformation  auch  ab 
Jonquidres •  Transformation  aufgefasst  werden  kann,  so  ist  dies  der  in  §  2& 
erwähnte  Fall.  Die  abgeleitete  Transformation  ist  in  diesem  Falk 
von  der  dritten  Ordnung  und  zwar  eine  perspective  Jonquiöres- Transfer* 
mation  mit  A\  als  Mittelpunkt. 

Verschiedene  Annahmen  des  Involutionscentrums  M  auf  der  O*  liefern 
keine  wesentlich  neuen  Fälle.  Würde  man  M  in  einen  Wendepunkt  der  C 
verlegen ,  so  erhielte  man  überhaupt  keine  quadratische  Transformation  mehr. 

IL  Die  Transformation  enthält  eine  zerfallene  Corve  dritter  Ordnnag. 

A.  Die  zerfallene  Curve  besteht  aus  einem  Eegelsdlmitt 
und  einer  Geraden. 

Nehmen  wir  (Fig.  2)  einen  Kegelschnitt  K  und  ausserhalb  einen  Punkt  Jf 
Durch  den  Strahlbüschel  in  M  wird  dann  der  Kegelschnitt  involutorisch  auf 
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sich  selbst  bezogen,  und  dies  ist  überhaupt  die  einzige  Möglichkeit,  auf 
einem  Kegelschnitte  eine  Involution  herzustellen.  Wir  wollen  nun  wieder 
sehen,  ob  es  eine  quadratische  Transformation  giebt,  die,  ohne  im  Ganzen 
involatorisch  zu  sein,  diesen  involutorischen  Kegelschnitt  enthftlt.  Wir  wählen 
wieder  i^i,  J\,  ^, ,  B'^  beliebig  auf  dem  Kegelschnitte ;  ferner  seien  (^^j),  (^\)i 
(^i)»  i^'i)  ^ic  Punkte,  welche  in  der  Involution  auf  Z'den  Punkten  ^^^  /i\^ 
^1,  B\  entsprechen.  Dann  kann  der  Kegelschnitt  K  wieder  dazu  dienen,  die 
Büschel  A^  und  B^^  sowie  A\  und  B\  projeotiv  aufeinander  zu  beziehen. 

Jeder  Strahl  durch  A^  z.  B.  schneidet  K  in  einem  weiteren  Punkte, 
diesem  entspricht  in  der  Involution  ein  gewisser  anderer  Punkt  von  K  und 
durch  diesen,  sowie  durch  B^  geht  der  entsprechende  Strahl.  Einem  Punkt 
Px^  dem  Schnittpunkte  zweier  Strahlen  aus  den  Büscheln  A^  und  A\y  ent- 
spricht dann  der  Schnittpunkt  Py  der  entsprechenden  Strahlen  in  B^  und  If^ . 
Man  erhSlt  dadurch  wieder  eine  quadratische  Transformation  und  zwar  sind 
die  fehlenden  Fnndamen talpunkte 

A'\  der  Schnitt  von  A^\^B\)  und  y, (^J, 

sowie  ^ 

^\    ji         »»  )>      ^i(^'i)     fi     ^'i(^i)- 

Diese  liegen  nicht  auf  K.  —  Ist  nun  aber  M^  der  Schnittpunkt  der  Strahlen 
/^,  ^,  und  A\  B\^  so  erkennt  man  leicht,  dass  dem  Punkte  M  in  der  Trans- 
formation der  Punkt  M^  involutorisch  entspricht. 

Betrachten  wir  nun  die  isologen  Curven  des  Punktes  M,  Diese  müssen 
jedenfalls  in  den  Kegelschnitt  K  zerfallen  und  in  eine  Gerade,  die  in  der 
einen  Ebene  durch  i(f,  jSfj,  Ä\  geht,  in  der  andern  Ebene  durch  üf,  j9f|,  B'\^ 
also  folgt: 

„j5f,  Jfj,  Ä\y  B'\  liegen  auf  einer  Geraden,  die  sich  involu- 
torisch selbst  entspricht.** 

Es  gehen  auch  hier  wieder  Ä^  B^ ,  A\  B\ ,  Ä\  B'\  durch  einen  Punkt 
M^ .  Man  bemerkt  auch  noch :  Die  Büschel  Ä^  B^ ,  sowie  Ä\  B\  und  Ä\  B'\ 
erzengen  bei  jeder  quadratischen  Transformation  je  einen  Kegelschnitt  und 
diese  drei  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  den  vier  Coincidenzpunkten  Dj, 
Dj,  Dj,  D^.  In  unserem  Falle  liegen  zwei  von  diesen  vier  Coincidenz- 
punkten auf  dem  Kegelschnitte  K  (es  sind  die  reellen  oder  imaginären  Doppel- 
punkte der  Involution),  die  anderen  beiden  liegen  auf  M.M^  (als  die  Dop- 
pelpunkte dieser  Involution). 

Die  abgeleitete  Transformation  ist  wieder  von  der  vierten  Ordnung 
und  enthält  den  Kegelschnitt  K  und  die  Gerade  MM^  als  feste  Curven. 

B«  Die  zerfallene  Curve  besteht  aus  drei  Geraden. 
Zunächst  ist  zu  untersuchen,  ob  eine  quadratische  Transformation  zwei 
Gerade  enthalten  kann ,  von  denen  jede  sich  selbst  involutorisch  entspricht. 
Damit  dies  möglich,  muss  jede  Gerade  zwei  einander  zugeordnete  Funda- 
mentalpunkte  enthalten ,  also  etwa  die  eine  //j  und  B^ ,  die  andere  A\ ,  B\ . 
Dann  ist  aber  der  Schnittpunkt  von  A^  B^  und  a\  B\  noth wendig  ein  Co-       , 
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incidenzpankt,   etwa   D,  (Fig.  3).     Auf  A^  B^  wird  dann  noch  ein  Coinci- 
denzpunkt  Dg,  auf  A\  B\  ein  Coincidenzpankt  D,  gelegen  sein. 

Hat  man  nun  die  beiden  Geraden  J^  B^  und  A^  B\  willkürlich  an- 
genommen, deren  Schnittpunkt  J9|  ist,  and  sind  A^^  £,,  ^', ,  JB^^,  D^^D^ 
beliebig  gewählt,  so  ist  dann  ^',  und  B'\  durch  folgende  üeberleg^ung 
bestimmt:  Dem  Strahl  A^  a'\  entspricht  im  Büschel  B^  der  Strahl  B^  Bf^ 
und  diese  beiden  Strahlen  müssen  auf  Ä^  B\  ein  Punktepaar  der  Involation 
ausschneiden.  Also  muss  A^  A'\  durch  den  vierten  harmonischen  zo  ^', 
bezüglich  D| ,  D^  gehen.  Ebenso  muss  Ä^^  Ä\  durch  den  vierten  harmonischen 
zu  B^  bezüglich  B^^  D^  gehen.  Dadurch  erhält  man  A"^  und  ganz  in 
ähnlicher  Weise  B'\,  ^ 

Nehmen  wir  jetzt  den  Strahl  A'\  ß'\ ,  so  könnte  dieser  in  P  nnd  0 
die  beiden  involu torischen  Geraden  schneiden ,  welchen  Punkten  die  Punkte 
Pi  und  Q^  entsprechen  würden.  Da  dann  aber  dem  Strahl  A'\  PQ  der  Strahl 
B'\PiQi  und  dem  Strahl  B'\PQ  der  Strahl  a'\P^Q^  entsprechen  muss, 
so  müssen  P,  und  Q^  mit  Ä\  und  B'\  auf  einer  Geraden  liegen,  also 
muss  A'\B'\  eine  sich  selbst  entsprechende  Gerade  sein. 

Betrachtet  man  nun  aber  die  isologe  Curve  des  Punktes  Dj,  so  muss 
diese  offenbar  zerfallen  in  die  beiden  iuvolatorischen  Geraden  und  in  die 
sich  selbst  entsprechende  Gerade  Ä\  B'\ .  Ginge  nun  A'\  B^\  nicht  durch 
das  Centrum  D^  der  Isologie,  so  müsste  sie  dann  noth wendig  eine  « feste" 
Gerade  sein.  Dann  wäre  die  Transformation  eine  sogenannte  St  ein  er 'sehe, 
von  der  wir  im  §  6,  2  sehen  werden,  dass  sie  keine  zwei  involutorische  Gerade 
enthalten  kann.  Also  muss  A'\  B'\  auch  durch  Dj  hindurchgehen  und  noch 
einen  Coincidenzpunkt  D^  enthalten. 

Wendet  man  jetzt  wieder  die  Construction  an,   welche  uns  die  invo- 
lutorischen  Punktepaare  einer  Transformation  liefert  (§2),  so  muss  im  vor- 
liegenden Falle  die  Curve  vierter  Ordnung,  wie  sie  sich  als  Erzeugniss  der 
zwei  Kegelschnittbüschel   ergiebt,   zerfallen  in  die  zwei  Geraden  A^B^  und 
A^  B\ ,   der  übrig  bleibende   Theil  muss   durch   A\ ,  B'\  und  D^  gehen ; 
also  muss  auch  a'\  B'\  sich  involutorisch  entsprechen.   Wir  haben  demnach : 
„Enthält  eine  quadratische  Transformation  mit  nicht  zusammen- 
fallenden  Fundamentalpunkten    zwei    in    sich   selbst   involutorische 
Gerade,  so  enthält  sie  immer  noch  eine  dritte  involutorische  Gerade, 
die  durch  den  Schnittpunkt  der  ersten  beiden  hindurchgeht    Dieser 
Schnittpunkt  ist  ein  Coincidenzpunkt  zweiter  Art,  in  ihm  schneiden 
sich  J^^,  v^'i^i,  Ä'\B'\.'' 

Die  abgeleitete  Transformation  ist  von  der  vierten  Ordnung  und  ersten 
Classe  und  enthält  die  drei  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden  als  feste 
Curven.  2>|  ist  auch  für  die  abgeleitete  Transformation  ein  Coincidenzpankt 
zweiter  Art.  Von  Interesse  ist  das  symmetrische  System  der  Fundameotal- 
punkte  (Fig.  4). 
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§  5.   Die  allgemeine  quadratische  Transformation  mit  einem  Gebilde 
dritter  Ordnung,  dessen  Theile  einander  involutorisoh  entsprechen. 

Im  Folgenden  sollen  die  quadratischen  Transformationen  erledigt  wer- 
den, die  zwei  involutorisoh  aufeinander  bezogene  Gebilde  enthalten.  Da 
der  Qesammtgrad  des  involutorischen  Gebildes  3  nicht  überschreiten  kann, 
so  können  dies  zwei  Gerade  oder  eine  Gerade  und  ein  Kegelschnitt  sein. 
Es  sind  also  folgende  Fragen  zu  untersuchen: 

1.  Kann  eine  quadratische  Transformation  zwei  Gerade  als  inyoluto- 
risch  einander  entsprechende  enthalten,  wenn  dieselben  in  allgemeinster 
Weise  projectiv  aufeinander  bezogen? 

2.  Kann  eine  quadratische  Transformation  einen  Kegelschnitt  und  eine 
Gerade  als  einander  involutorisch  entsprechende  Curven  enthalten,  wenn  diese 
in  allgemeinster  Weise  projectiv  aufeinander  bezogen? 

ad  1.  Soll  die  eine  Gerade  der  andern  in  der  Transformation  ent- 
sprechen, so  müssen  noth wendig  auf  jeder  Geraden  zwei  Fundamentalpunkte, 
einer  der  einen  und  einer  der  andern  Ebene,  gelegen  sein.  Es  sei  ^i  ^i 
die  eine,  /f'i  /^|  die  andere  Gerade;  bei  der  allgemeinen  projectiven  Beziehung 
derselben  aufeinander  entspricht  dem  Schnittpunkte  derselben  ein  Punkt  S^ 
oder  /?,  je  nachdem  man  ihn  als  S  oder  2?^  nimmt.  Sind  nun  P  und  P^ 
irgend  zwei  entsprechende  Funkte  der  Punktreihen  (wobei  P  auf  A\r>y^^ 
/\  auf  ^i  B\  gelegen),  so  entspricht  dem  Strahl  A^P  der  Strahl  B^P^, 
Ebenso  mttsste  dann  aber  auch  dem  Strahl  J^  /?|  der  Strahl  ßj  F  entsprechen, 
was  unserer  Voraussetzung  widerspricht,  also  muss  B  mit  B^  zusammen- 
fallen und  ebenso  ^  mit  S^  und  es  folgt: 

„Soll  eine  quaVlratische  Transformation  zwei  Punktreihen  auf 
zwei  verschiedenen  Trägern  als  einander  involutorisoh  entsprechende 
Gebilde  enthalten;  so  müssen  die  Punktreihen  perspectiv  liegen.'^ 

Construction  der  Transformation.  Die  wirkliche  Durchführung 
der  Transformation  gestaltet  sich  nun  genau  so ,  wie  in  §  4 ,  II ,  A ,  nur 
dass  an  Stelle  des  Kegelschnittes  das  Geradenpaar  tritt.  Ist  also  (Fig.  5) 
M  das  Perspectivitätscentrum ,  so  wählen  wir  -^, ,  a\  ,  B^ ,  B'^  auf  den  beiden 
Geraden  willkürlich.  Dann  sind  wieder  die  Büschel  j4^  und  /^j,  sowie  A\ 
und  B\  projectiv.  Die  Punkte  A'\  und  B'\  finden  sich  wie  dort  und  es 
schneiden  sich  wieder  A^  8^  und  A\  B'^  in  einem  Punkte  jSf^ ,  der  M  invo- 
lutorisoh entspricht.  Auf  MM^  liegen  auch  a'\  und  B*\.  Die  drei  Ver- 
bindungslinien zugeordneter  Fundamentalpunkte,  A^H^^  ^i^'i»  -^i^'i» 
schneiden  sich  wieder  in  Jf, .  Der  Schnittpunkt  2>j  der  involutorischen 
Geraden  ist  ein  Coincidenzpunkt  und  wir  können  bemerken ,  dass  die  Büschel 
entsprechender  Richtungen  in  ihm  involutorisoh  sind.  Ferner  entspricht 
sich  auch  MMy^  wieder  involutorisch ,  so  dass  wir  wieder  ein  involutorisches 
Gebilde  dritter  Ordnung  haben.  Halten  wir  dies  zusammen  mit  den  beiden 
letzten  Fällen,  so  ergiebt  sich  demnach  der  Satz: 
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„Wenn  eine  quadratische  Transformation  mit  nicbt  zusammen- 
fallenden Fundamentalpunkten  ein  inyolutorisches  Gebilde  zweiter 
Ordnung  enthftlt,  so  enthält  sie  immer  noch  eine  inyolutorische  Ge- 
rade^ wodurch  der  Grad  des  involu torischen  Systems  zu  dem  höchst- 
möglichen ergänzt  wird/' 

Ein  Unterschied  zwischen  dieser  Transformation  und  der  in  §  4,  IT,  A 
besprochenen  ist  weiter  durch  die  Lage  der  Coincidenzpunkte  gegeben.  Die 
Kegelschnitte  nämlich ,  welche  die  projectiven  Büschel  j4^  B^  ,  jf^  B\ ,  A'\  ^\ 
erzeugen,  berühren  sich  in  diesem  Falle  in  D^, 

In  der  Tliat^  bestimmt  man  mittels  des  Fascarschen  Satzes  an  den 
Kegelschnitt  durch  ^^,  B^  und  Dj,  sowie  an  den  Kegelschnitt  durch  ^'j, 
B\  und  D,  die  Tangenten  in  D^,  so  zeigt  sich,  dass  dies  immer  die  Ge- 
rade ist,  welche  zu  den  beiden  involutorischen  Geraden  bezüglich  MB^  har- 
monisch liegt  Es  sind  also  in  dieser  Richtung  zwei  Coincidenzpunkte  zn- 
sammengerückt,  während  die  anderen  beiden  auf  MM^  liegen. 

Die  Schnittpunkte  K  xmA  L  der  Geraden  MM^  mit  den  inTolutorischen 
Geraden  bilden  ein  inyolutorisches  Punktepaar  der  zweiten  Art  (§2,  l). 

Bemerken  wir,  um  dies  einzusehen,  zunächst,  dass  nicht  jedes  be- 
liebige Paar  entsprechender  Punkte  der  beiden  inyolutorischen  Geraden  ein 
solches  inyolutorisches  Punktepaar  der  zweiten  Art  sein  kann.  Denn  wenn 
dies  der  Fall  wäre,  so  hätte  die  abgeleitete  Transformation,  die  yon  der 
yierten  Ordnung >  das  doppelt  zu  zählende  inyolutorische  Geradenpaar  und 
die  dritte  inyolutorische  Gerade  als  feste  Curyen  aufzuweisen,  also  ein  Ge- 
bilde fünfter  Ordnung,  was  nicht  möglich.  Zieht  man  nun  durch  L  z.B. 
irgend  eine  Gerade  XZ,  so  entspricht  derselben,  mag  man  sie  als  in  der 
einen  oder  andern  Ebene  befindlich  annehmen,  je  ein  Kegelschnitt,  der  aber 
immer  durch  K  hindurchgeht  und  durch  den  Punkt,  der  dem  Schnittpunkt 
YonLXm\iA^B\  entspricht.  Da  femer  aufXX  blos  ein  Punktepaar  der 
abgeleiteten  Transformation  gelegen  sein  kann ,  so  können  sich  diese  beiden 
Kegelschnitte  blos  noch  in  einem,  mit  keinem  der  ausgezeichneten  Punkte 
zusammenfallenden  Punkte  schneiden.  Ihr  yierter  Schnittpunkt  muss  nach 
K  rücken,  womit  die  Eigenschaft  der  inyolutorischen  Punktepaare  zweiter 
Art  nachgewiesen  ist. 

Die  abgeleitete  Transformation  ist  yon  der  yierten  Ordnung  und 
enthält  die  drei  Geraden  als  feste  Curyen.  Die  drei  Schnittpunkte  derselben, 
D|,  K,  L,  sind  Coincidenzpunkte  der  zweiten  Art. 

Bemerkung.  Eine  quadratische  Transformation  kann  natürlich  auch 
blos  eine  in  sich  selbst  inyolutorische  Gerade  enthalten,  indem  man  ja 
immer  zwei  einander  entsprechende  Gerade  inyolutorisch  zur  Deckung  bringen 
kann.  Die  Transformation  wird  dann  im  Allgemeinen  keine  weitere  inyo- 
lutorische Gerade  mehr  enthalten.  Würde  die  Transformation  aber  noch 
eine  zweite  inyolutorische  Gerade  besitzen,  so  wäre  immer  auch  noch  eine 
dritte  inyolutorische  Gerade  yorhanden. 
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ad  2.  Wenn  eine  Gerade  p  und  ein  Kegelschnitt  h  projectlT  anfein- 
ander  bezogen  sind,  so  entsprechen  im  Allgemeinen  den  Schnittpunkten 
von  g  mit  k  andere  Punkte,  je  nachdem  man  einen  solchen  Punkt  als  auf 
g  oder  k  befindlich  annimmt.  Soll  nun  in  einer  quadratischen  Transforma- 
tion der  Geraden  g  der  Kegelschnitt  k  involutorisch  entsprechen ,  so  müssen 
offenbar  die  Fundamentalpunkte  A^^  A\^  A\^  B^^  B'^^  ff\  auf  k  gelegen 
sein.  Die  projectiven  Büschel  A^  und  B^  erzeugen  einen  Kegelschnitt  durch 
diese  Punkte;  ist  X  einer  der  weiteren  Schnittpunkte  dieses  Kegelschnittes 
mit  Ä;,  so  würden  ihm  zwei  verschiedene  Punkte  auf  g  entsprechen;  also 
muss  X  in  einen  der  Schnittpunkte  von  g  mit  k  fallen;  dann  muss  aber 
Z  ein  Coincidenzpunkt  sein.     Demnach  folgt: 

'  „Wenn  eine  quadratische  Transformation  einen  Kegelschnitt  und 
eine  Gerade  als  einander  involutorisch  entsprechende  Gebilde  ent- 
halten soll ,  so  müssen  die  Schnittpunkte  der  Geraden  und  des  Kegel- 
schnittes Coincidenzpunkte  sein,  und  die  involutorische  Beziehung 
zwischen  beiden  Gebilden  wird  durch  einen  Strahlbüschel  erzeugt^ 
der  einen  Mittelpunkt  auf  dem  Kegelschnitte  hat." 

Denn  wenn  die  Schnittpunkte  D^  und  D,  von  g  und  Ä;  Coincidenz- 
punkte sind,  so  sondern  sich  von  dem  Strahlbüschel  dritter  Classe,  den  g 
and  k  erzeugen,  zwei  Strahlbüschel  gewöhnlicher  Art  ab,  so  dass  noch  ein 
Strahlbüschel  erster  Classe  übrig  bleibt,  der  dann  seinen  Mittelpunkt  itf 
auf  k  haben  muss. 

Dann  folgt  aber  ganz  ebenso  wie  früher,  dass  auch  für  dieses  zerfal- 
lene System  dritter  Ordnung  der  Satz  von  den  zugeordneten  Punkten  A^^ 
B^  u.  s.  f.  gilt  (§  3).  Somit  lässt  sich  die  Möglichkeit  dieser  Transforma- 
tion genau  in  derselben  Weise  darthun,  wie  für  die  allgemeine  involutorische 
Curve. 

Von  den  Coincidenzpunkten  der  Transformation  haben  sich  in  D|  und 
Dj  je  zwei  vereinigt  und  zwar  in  den  Richtungen  von  MD^  und  MD^. 
Die  Verbindungslinien  zugeordneter  Fundamentalpunkte  ^i^i,  J\B\^ 
Ä\B^^  gehen  wieder  durch  einen  Punkt  M^  von  g^  der  dem  Punkte  M 
entspricht.  Die  Büschel  entsprechender  Richtungen  in  2>|  und  D^  sind  in- 
volutorisch« Ftlr  die  abgeleitete  Transformation,  die  von  der  vierten  Ord- 
nung ist  und  den  Kegelschnitt  und  die  Gerade  zu  festen  Curven  hat,  sind 
2)i  und  Dj  Coincidenzpunkte  zweiter  Art. 

Lässt  man  A^  in  einen  der  Berührungspunkte  der  von  M^  aus  an  den 
Kegelschnitt  gehenden  Tangenten  fallen,  so  vereinigt  sich  B^  mit  A^  und 
diese  Büschel  liegen  dann  involutorisch. 
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§6.    Specielle  quadratische  Transformationen. 

1  •  Die  quadratische  Transformation  mit  einem  festen  Kegelschnitte. 

Der  Vollständigkeit  wegen  soll  auch  untersucht  werden,  was  ftlr  in- 
volutorische  Gebilde  bei  den  speciellen  Fällen  der  quadratischen  Verwaudt- 
scbaft  ^ufireten  können. 

Die  quadratische  Verwandtschaft  kann  bekanntlich  einen  Kegelschnitt 
als  feste  Curve  enthalten,  der  durch  -Aj,  -4'i,  ^, ,  B\  geht  (Pig.  6).  Die 
Transformation  ist  dann  eine  perspective  und  zwar  ist  der  Schnittpunkt  von 
-4j^,  und  ^1-4',,  der  als  Ä\  und  gleichzeitig  als  B'\  zu  bezeichnen,  der 
Mittelpunkt.  Schneiden  sich  dann  AiA\  und  B^B\  in  Pq,  so  entspricht 
sich  das  Punktepaar  PqÄ'\  oifenbar  involutorisch ,  also  gilt  dos  Gleiche 
von  der  Geraden  Ä'\Pq  überhaupt.     Also  folgt: 

„Die    perspective   quadratische  Transformation   enthält  immer 
eine   und  nur  eine  involutorische   Gerade   durch   den   Mittelpunkt 

Von  den  übrigen  selbstentsprecheuden  Geraden  des  Büschels  Ä\  kann 
keine  weitere  involutorisch  sein.  Es  ist  ja  auch  die  abgeleitete  Transfor- 
mation von  der  dritten  Ordnung  und  kann  also  höchstens  eine  Curve  dritter 
Ordnung  als  festes  Gebilde  enthalten.  Diese  Transformation  dritter  Ordnung 
ist  übrigens  insofern  specieller  Natur,  als  von  den  vier  Fundamentalpunkteu 
erster  Ordnung  in  jeder  Ebene  je  zwei  in  der  Richtung  der  Tangente  an 
den  festen  Kegelschnitt  zusammengerückt  sind. 

2«  Die  Steiner'sche  Terwandtsehaft« 

Steiner  hat  durch  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster 
Classe  zwei  Ebenen  des  Baumes  quadratisch  aufeinander  bezogen.  Lässt 
man  nachher  diese  Ebenen  zusammenfallen ,  so  erhalten  wir  eine  quadratische 
Beziehung  der  Ebene  auf  sich  selbst,  die  aber  insofern  specieller  Natur, 
als  sie  eine  „feste"  Gerade  enthält.  Wählt  man  Ä^y  >!',,  i?i,  B\,  sowie 
die  feste  Gerade  ^  beliebig,  so  ergiebt  sich  im  Schnittpunkte  von  g  mit 
B^B\  der  Fundamentalpunkt  A'\  und  im  Schnittpunkte  von  AiA\  mit  g 
der  Pundamentalpunkt  B'\  (Pig.  7).  Dann  folgt  aus  der  Betrachtung  der 
projectiven  Büschel  ^j,.^,,  sowie  A\^  B\  für  diese  Beziehung,  die  die 
Steine  rasche  heisst: 

„Die    Stein  er 'sehe    Verwandtschaft    ist    die    einzig    mögliche 
Transformation  zweiter  Ordnung  mit  einer  festen  Geraden." 

Ay^B^  und  A\ß\  entsprechen  sich  selbst,  aber  im  Allgemeinen  ?rird 
keine  von  diesen  beiden  Geraden  involutorisch  sein.  Der  Schnittpunkt  der- 
selben ist  der  einzige  isolirte  Coincidenzpunkt  der  Transformation.  Eine 
der   beiden    selbstentsprecheuden   Geraden  kann   involutorisch   werden,  die 
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zweite  dagegen  nicht.  Ebenso  wenig  kann  die  Transformation  einen  invo- 
lutorischen  Kegelschnitt  (Geradenpaar)  enthalten,  da  in  diesem  Falle  immer 
noch  eine  weitere  involutorisohe  Gerade  auftreten  mttsste. 

3.  <{nadrati8ch«  TraiiHformatloneii  mit  zwei  zusammenfallenden  9 
zugeordneten  Pnnkten. 

Wir  haben  schon  in  §4,  I  einen  speciellen  Fall  erwähnt,  wo  in  der 
quadratischen  Transformation  zugeordnete  Fnudamentalpunkte  {A\  und  B\) 
zusammenfielen  und  die  zugehörigen  Büschel  involutorisoh  lagen.  Die  Doppel- 
strahlen des  Büschels  waren  dann  selbstentsprechende  (nicht  involutorisohe) 
Gerade. 

Es  fragt  sich  nun ,  wenn  die  zugeordneten  Fundamentalpunkte  A'\  und 
h'\  zusammenfallen,  die  Büschel  a'\  und  2^\  aber  in  allgemeiner  (nicht 
involutorischer)  Lage,  ob  einer  der  Doppelstrahlen  involutorisoh  werden 
kann  und  ob  dies  bei  beiden  eintreten  kann? 

Giebt  man  sich  ^'\  - .  8'\ ,  den  einen  Doppelstrahl  d,  durch  diesen 
Punkt  und  die  Involution  auf  ihm,  femer  A^  und  B^  beliebig,  sowie  die 
projective  Beziehung  der  Büschel  A'\  ,und  B'\ ,  so  ist  dadurch  die  quadra- 
tische Beziehung  vollständig  bestimmt.  Denn  durch  die  Involution  auf  ö^ 
werden  die  Büschel  ^i  und  ß^  projectiv  aufeinander  bezogen  und  ausserdem 
müssen  entsprechende  Punkte  durch  entsprechende  Strahlen  der  Büschel 
a'\  und  B'\  projicirt  werden. 

Man  sieht  dann ,  dass  ^^  A\  und  B^  B\  sich  auf  ö^  in  dem  Punkte 
schneiden  müssen,  der  ji\  in  der  Involution  entspricht. 

Geht  man  zur  abgeleiteten  Transformation  über,  so  ist  diese  eine  (nicht 
perspective)  Jonqui^res -Transformation  vom  dritten  Grade  mit  einer  festen 
Geraden.  Da  diese  (vergl.  D.,  §  7)  keine  anderen  festen  Gebilde  enthalten 
kann,  so  folgt: 

„Liegen   in   einer  quadratischen  Transformation  mit  zusammen- 
fallenden zugeordneten  Fundamentalpunkten   A'\^    B'\   die  Büschel 
y)"j,   B\  allgemein   (also  nicht  involutorisoh),   so  kann  die  Trans- 
formation höchstens   einen   der  Doppelstrahlen  der  Büschel  A'\y 
W\  als  involutorisohe  Gerade  enthalten.     Auf  diesem  schneiden  sich 
dann  A^  B^  und  Ä ^  B\  .*' 
Nehmen  wir  dagegen  an,  dass  die  Büschel  Ä\^  B'\  involutorisoh  ge- 
legen  sind,   so   kann  man  die  Transformation  in  der  gleichen  Weise  con- 
atruiren.     Die  abgeleitete  Transformation  ist  dann  aber  eine  „perspective" 
Jonqui<ire8- Transformation    und    muss  als  solche  eine  feste   Curve  dritter 
Ordnung  enthalten.      Also   muss  in  der  quadratischen  Beziehung  noch  ein 
involutorisoh  auf  sich  bezogener  Kegelschnitt  auftreten »  so  dass  sich  ergiebt: 
„Liegen   in  einer  quadratischen  Transformation  mit  zusammen- 
fallenden  zugeordneten  Fundamentalpunkten  A'\^    B'\    die  Büschel 
^  n  ^"1   involutorisoh,   und   ist  einer  der  Doppelstrahlen  derselb^^^Tp 
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eine  inyolutorische  Gerade,  so  enth&lt  die  Transformation  stets  noch 
einen  involntorischen  Kegelschnitt,  der  durch  die  übrigen  Fandamen- 
talpunkte  geht,  sowie  durch  die  Coincidenzpunkte  auf  dem  zweiten, 
selbstentsprechenden  Doppelstrahle.  Das  Centram  M  der  Involution 
auf  dem  Kegelschnitte  liegt  auf  dem  inyolutorischen  Doppelstrahle 
und  die  Verbindungslinien  zugeordneter  Fundamentalpunkte  ^4^^^, 
A\  B^^  gehen  durch  den  Punkt  M^ ,  der  in  der  Involution  auf  dem 
Doppelstrahl  dem  Punkte  M  entspricht/^ 
Man  kann  diesen  Fall  auch  aus  §4,  IIA  ableiten,  wenn  man  dort 
^'i  mit  B'\  zum  Zusammenfallen  bringt. 

Endlich  können  noch  ^j  ^^  und  i^j  B\  sich  selbst  involutorisch  ent- 
sprechen. Wfihlen  wir  nämlich  die  Fundamentalpnnkte  A^  und  B^  so,  dass 
A^B^  durch  einen  {D{)  der  Doppelpunkte  der  Involution  auf  dem  einen 
Doppelstrahl  hindurchgeht  (während  natürlich  die  Büschel  y/'j  und  B^\  in 
involutorischer  Lage  sind) ,  so  entspricht  sich  dann  A^  B^  involutoriseh. 
Dann  muss,  wie  aus  der  Betrachtung  der  abgeleiteten  Transformation  her- 
vorgeht, auch  i/j  B\  eine  involutorische  Gerade  sein.  Betrachtet  man  femer 
die  isologe  Curve  des  Coincidenzpunktes  D] ,  so  ergiebt  sich ,  dass  wiederum, 
wie  in  §  4,  IIB,  auch  A\  B\  durch  Dj  hindurchgehen  muss.  Die  Trans- 
formation enthält  also  drei  je  in  sich  involutorische  Gerade,  die  durch  einen 
Punkt  D|  hindurchgehen. 

§  7.   Ein  Satz  über  die  nicht  centrale  Involution  auf  der 
rationalen  C^. 

Wir  haben  bisher  immer  nur  die  centrale  Involution  auf  einer  ratio- 
nalen C^  betrachtet,  sofern  sie  in  einer  quadratischen  Transformation  ent- 
halten sein  kann.  Nun  soll  auch  die  nicht  centrale  Involution  auf  einer 
rationalen  C^  Berücksichtigung  finden.  Da  bei  dieser  Involution  der  Satz 
von  den  zugeordneten  Punkten  (§  3)  nur  für  ein  Pnnktepaar  gilt,  so  ist 
blos  noch  der  Fall  zu  erledigen,  wo  die  C^  in  einem  Fundamentalpunkte  A^^ 
der  mit  dem  zugeordneten  B^  sich  deckt ,  einen  Doppelpunkt  hat  Ausserdem 
muss  die  Curve  noch  durch  zwei  weitere  zugeordnete  Fundamentalpunkte  A\ 
und  ff\  gehen.  Dem  Doppelpunkte  entsprechen  nun  der  Involution  zufolge 
zwei  Punkte  E  und  JE7j  auf  der  C^  und  durch  diese  müssen  -H'i^i  nnd 
Ä^Ä'x  hindurchgehen. 

Nun  entsprechen  andererseits  den  Tangenten  im  Doppelpunkte  in  der 
projectiven  Beziehung  der  Büschel  A^  und  B^  die  Linien ,  welche  die  Schnitt- 
punkte der  Fundamentalgeraden  mit  der  Curve  C^  verbinden  mit  dem 
Büschelmittelpunkte.  Es  müssen  also  A^  Ä\  und  ff^  B>\  nothwendig  der 
Richtung  nach  sich  decken  und  der  letzte  Schnittpunkt  dieser  Geraden  EL^ 
mit  der  G^  muss  sowohl  Ä\  als  B*\  sein,  d.  h.  diese  Punkte  müssen  zusam- 
menfallen.  Da  femer  dem  Strahl  A^Ä\  der  Strahl  B^ß^  und  dem  Strahl 
B.  B  \  der  Strahl  A^  Ä.  entsprechen  muss,  die  C  aber  involutorisch,  so  folgt, 
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I 
dass  auch  Ä^  und  B\  sich  decken  müssen,  d.  h.:  die  Transformation  ist  im 

Ganzen  involatorisch ,  weil  alle  zugeordneten  Fandamen talpunkte  sich  decken. 

Es  könnte  noch,  abgesehen  von  dem  Falle  der  Spitze,  sich  ereignen^ 
dass  von  den  di*ei  Punkten  JE7,  JE7|,  Ä\  zwei  zusammenfielen.  Würde  JE7JE7| 
die  G^  in  JB7  berühren,  so  muss  Ä\  nach  JE7|  fallen.     Denn  wäre  Ä\  in  JE7         .  j 

gelegen,   so  hStte  man  eine  C  mit  Spitze,  was  gleich  besprochen  werden  | 

soll.     Ans  dem  gleichen  Ornnde  muss  auch  B'\  (oder  B'^  in  £*,  gelegen  I 

sein,  so  dass  wieder  die  Fnndamentaldreiecke  zusammenfallen. 

Es  ist  auch  leicht,  in  einer  involutorischen  Transformation  die  Oleich- 
ung  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  im  Punkte  o?,  =  0, 
a;2  =  0  anzuschreiben,  die  sich  selbst  entspricht    Dieselbe  wird  nämlich: 

Dieselbe  muss  durch  zwei  Coincidenzpunkte  hindurchgehen. 

Curve  mit  Spitze.  Hat  die  C  in  A^  eine  Spitze,  so  entspricht 
diesem  Punkte  blos  ein  Punkt  auf  der  Curve  C.  B^^  fllllt  dann  wieder  mit 
A^  zusammen  und  es  muss  C  sowohl  Ä^  Ä\  als  B\  B'\  berühren.  Der 
Rückkehrtangente  entspricht  aber  in  dem  involutorischen  Büschel,  das  die 
involutorische  Beziehung  auf  der  Curve  herstellt,  ein  einziger  Strahl,  der 
die  C^  noch  in  einem  Punkte  trifft.  Die  Tangente  in  diesem  Pankte  giebt 
die  Bichtung  von  Ä^  Ä\  und  B  ^  B'\ .    Es  sind  dann  folgende  Fälle  möglich : 

1.  ^1  fällt  in  den  letzten,  dritten  Schnittpunkt  dieser  Tangente  mit 
der  C7'.  Dann  würde  der  Strahl,  der  dem  Strahl  A^Ä^^  entspricht, 
auch  Tangente  der  entsprechenden  Curve  C^  sein,  also  hätte  diese 
einen  Doppelpunkt  und  keine  Spitze. 

2.  A\  fällt  in  den  Berührungspunkt.  Dann  würde  man  auch  wieder 
als  entsprechende  Curve  eine  C^  mit  Doppelpunkt  erhalten. 

3.  Der  Punkt,  in  welchem  der  der  Bückkehrtangente  entsprechende 
Strahl  die  0^  trifft,  ist  ein  Wendepunkt.  Fällt  dann  A^  in  diesen, 
so  ist  ^\  der  Schnittpunkt  der  Bückkehrtangente  mit  der  Wende- 
tangente. Dann  müssen  aber  wieder  die  Fundamentaldreiecke  sich 
decken,  so  dass  die  ganze  Transformation  involutorisch  wird. 

Die  Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Wendepunkte  in 
^=»0,  0^3  =  0,  die  in  einer  involutorischen  quadratischen  Transformation 
sich  selbst  entspricht^  ist  (wenn  x^=^0  die  Wendetangente): 

Aus  dem  Allen  folgt  endlich: 

,iEine  rationale  Curve  dritter  Ordnung  mit  einer  nicht  centralen 
Involution  kann  blos  in   einer  vollständig  involutorischen  qua- 
dratischen Transformation  enthalten  sein.^* 
Bemerken  wir  noch,  dass  solche  Transformationen  von  Anfang  an  aus- 
geschlossen waren,  für  welche  gewisse  Fundamentalpunkte  in  Gruppen  zu- 
sammengerückt sind  oder  für  welche  Fundamentalcurven  zerfallen.      C^oOqIc 
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Dritter  Abschnitt. 

Einige  Transformationeii  allgemeiner  Natnr  mit  involutorisclien 

Curyen, 

§  8.  Transformationen  von  der  Ordnung  2*. 

Ans  den  bebandelten  qnadratiscben  Transformationen  lassen  sich  andere 
mit  involatorischen  Carven  auch  höherer  Ordnung  ableiten.  Wir  wollen 
nur  die  eine  Möglichkeit  betrachten,  wo  die  involutorische  Curve  immer  die 
ursprüngliche  Curve  dritter  Ordnung  ist. 

Hat  man  eine  quadratische  Transformation  mit  einer  involutorischen  C^ 
und  sind  die  Fundamental  punkte  der  einen  Ebene  ^i,  Ä\^  A'\y  die  der 
andern  Ebene  B^,  B\,  B\^  so  kann  man,  indem  man  die  Involution  auf 
der  G^  beibebSlt,  die  J?- Ebene  als  eine  C- Ebene  nehmen  und  diese  wie- 
derum quadratisch  auf  eine  D- Ebene  beziehen.  Von  den  Tripeln  C, ,  C',, 
C'\ ,  i), ,  D'i ,  D",  gilt  dann  das  Gleiche ,  wie  von  den  Tripeln  A  und  B, 
Auf  diese  Weise  wird  dann  die  -4 -Ebene  in  die  D- Ebene  durch  eine  Trans- 
formation vierter  Ordnung  abgebildet  und  man  erhält  überhaupt  Transfor- 
mationen von  der  Ordnung  2*,  wobei  man  erkennt: 

1.  Ist  Ä;  gerade,  so  entspricht  die  0^  sich  Punkt  für  Punkt  selbst,  ist 
also  eine  „  feste  **  Curve  der  Transformation.  Dies  sind  also  Transforma- 
tionen von  den  Ordnungen  4,  16  u.  s.  w. 

2.  Ist  Ic  ungerade,  so  entspricht  die  C"  sich  involutorisch.  Die 
Ordnung  der  Transformation  beträgt  2,  8,  32  u.  s.  w. 

Das  System  der  Fundamentalpunkte  besteht  in  beiden  Fällen  aus: 

3  ...  2*^  -  ^  -  fachen  Fundamental  punkten , 
3  ...  2^-2.faohen 

3  . . .  einfachen  Fundamentalpunkten , 
die   sämmtlich   auf  der  C"  gelegen  sind.     Für  ä;  =  2  erhält  man  z.  B.  di? 
(einzige)  Transformation  vierter  Ordnung  und  erster  Classe  (vergl.  D.,  §  8 
mit  einer  festen  Curve  C*  von  der  dritten  Ordnung. 

§9.   Jonquiferes- Transformationen. 

1.   Zunächst  schicken  wir  folgenden  Satz  voraus: 

„Jede    „perspective**  Jonqui^res- Transformation  von  einer  Ord 

nung  n^3  kann  eine  „feste"  Curve  enthalten,  die  aus  einer  durch 

den  Mittelpunkt  der  Transformation  einfach  hindurchgehenden  Curve 

dritter   Ordnung   und   aus   n  —  3    durch    den  Mittelpunkt  gehenden 

Geraden  besteht." 

Der  Beweis  ergiebt  sich,   indem  man   diese  Transformation  wie  folgt 

herstellen  kann.     Ist -3f  der  auf  der  C^  gelegene  Mittelpunkt  der  Transfer 

mation,   so  wählen  wir  eine  Curve  -4"'  von  der  OrdnuM  so 
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dass  sie  in  M  einen  (n  —  1)- fachen  Punkt  bat  und  die  C^  mit  einem  Aste 
in  M  berührt.  Ziehen  wir  jetzt  irgend  einen  Strahl  durch  Jlf ,  so  schneidet 
dieser  die  (7*  noch  in  D^  und  Dg,  ferner  A^'  in  A.  Bezeichnen  wir  M 
einen  Moment  mit  By  so  ist  auf  diesem  Strahle  eine  einzige  projective 
Beziehung  bestimmt,  für  welche  B^  und  D,  die  Doppelpunkte  und  A  und  B 
entsprechende  Punkte  sind.  Zu  jedem  Punkte  auf  diesem  Strahle  ist  dann 
immer  ein  und  nur  ein  Punkt  bestimmt,  je  nachdem  man  den  Punkt  als 
zur  Reihe  A  oder  B  gehörig  auffasst. 

Die  2n  Gerade,  welche  die  Schnittpunkte  der  A^'  mit  der  C  mit  M 
verbinden,  machen  hierbei  eine  Ausnahme.  Sie  werden,  wie  man  leicht 
siebt.  Fundamentalgerade.  Ferner  müssen  die  n'— 2  Tangenten  der  A^' 
in  JM,  die  nicht  die  C  berühren,  „feste"  Gerade  der  Transformation  wer- 
den, da  auf  jeder  derselben  drei  Doppelpunkte  der  projectiven  Beziehung 
sich  ergeben.  Man  erhält  dann  eine  „perspective**  Jonquieres- Transforma- 
tion von  der  Ordnung  n  =  n'+l. 

Bemerken  wir  noch,  dass  sich  die  beiden  Fundamentalcurven  von  der 
Ordnung  n— 1  ausser  in  den  Fundamental  punkten  noch  in  (♦!  — 1)  Punkten 
schneiden  (da  sie  sich  in  M  auf  jedem  Aste  berühren),  so  folgt  noch 
allgemein : 

„Jede  „perspective**,  nicht  involutorische  Jonqui^res •  Transfor- 
mation n*^  Ordnung  enthält  n  — 1  und  nicht  mehr  involutorische 
Gerade  durch  den  Mittelpunkt.'^ 

2.  Nehmen  wir  jetzt  die  vorhin  abgeleitete  Jonquieres  -  Transformation 
mit  der  C  als  fester  Theilcurve  zu  Hilfe,  so  kann  man  deren  Ebene  wie- 
derum quadratisch  abbilden,  so  dass  die  C^  in  der  quadratischen  Transfor- 
mation involutorisch  wird-  Verlegen  wir  einen  Fundamental punkt  (etwa  C,) 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Jonquieres -Transformation,  so  erhält  man  als 
Resultat  der  Verbindung  der  beiden  Transformationen  eine  Jonquieres  -Trans- 
formation von  der  Ordnung  n  +  1  mit  nicht  zusammenfallenden  n- fachen 
Fnndamentalpunkten ,  welche  die  C^  involutorisch  enthält.  Die  dadurch 
abzuleitende  Transformation  ist  aber  mindestens  von  der  vierten  Ordnung. 

Aber  auch  schon  die  Transformation  dritter  Ordnung  kann  eine  involu- 
torische C^  enthalten ,  wovon  wir  uns  direct  überzeugen :  Auf  der  vorgegebe- 
nen C^  wählen  wir  das  Centrum  M  der  Involution  beliebig.  A^  und  B^ 
seien  zwei  sich  daraus  ergebende  „ zugeordnete**  Punkte.  Dann  entspricht 
jedem  Strahl  durch  A^  ein  bestimmter  durch  B^  und  die  Schnittpunkte  mit 
der  C^  sind  zwei  Paare  entsprechender  Punkte.  Ist  nun  {A^  der  Punkt, 
der  dem  Punkte  A^  in  der  Involution  auf  der  C^  entspricht ,  so  wählen  wir 
einen  Kegelschnitt  JI,  der  durch  B^  und  (^2)  ^^^^)  ^^^  wollen  die  Ver- 
fügung treffen ,  dass  auf  jedem  Strahlenpaare  der  Bündel  A^  und  B^  dem 
Punkte  A^  der  zweite  Schnittpunkt  des  entsprechenden  Strahles  durch  B^ 
mit  K  entsprechen  soll.  Da  man  dann  femer  noch  die  Schnittpunkte  mit 
der  C^  als  entsprechende  Punkte  hat,   so  ist  die  projectivje  Befje^^aJ^^^[^ 
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dem  Strahlenpaare  festgelegt  nnd  jedem  Pankte  des  einen  Strahles  einer 
des  andern  zugeordnet.  Wie  man  leicht  findet,  liefert  diese  Betrachtang 
dann  die  Jonqui^res -Transformation  dritter  Ordnung  mit  einer  inyolato- 
rischen  C^  und  es  ist  jetzt  allgemein  bewiesen  : 

,;Jede  allgemeine  JonquiSres- Transformation  kann  eine  Carre 
dritter  Ordnung  mit  einer  centralen  Involution  als  inyolatorigcheä 
Gebilde  enthalten.  Die  Curve  dritter  Ordnung  geht  einfach  durch 
sämmtliche  Fundamentalpunkte  einer  jeden  Ebene.  Ist  If  der 
Mittelpunkt  der  Involution,  M^  der  dritte  Schnittpunkt  der  Tangente 
in  M  mit  der  C\  so  geht  die  Verbindungslinie  Ä^^i  B^^i  der  beiden 
(»  —  1)  -  fachen  Fundamentalpunkte  durch  Mi .  Sind  Äk  und  Bk  iwei 
M zugeordnete'*  Fundamentalpunkte  erster  Ordnung  und  schneidet 
ÄM^iAk  noch  in  A  die  C\  B^^iBk  noch  in  B^  so  ist  Bk  =  {A) 
und  Ak  ^  {B) ,  d.  h.  es  liegen  Äk  und  B^  sowie  Bk  und  Ä  in  6e- 
•    raden  durch  M, 

Ferner  geht  die  Fundamentalcurve  (n  —  l)^'  Ordnung  der  J?- Ebene 
durch  {Än^t)i  die  der  ^-Ebene  durch  {Bn^\)* 

Die  Transformation  enthält  die  vier  Coincidenzen  der  C  selbst 
als  Coincidenzpunkte.'^ 

München,  Juli  1891. 
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XX.   Heber  den  Begriff  der  Projection  einer  geraden  Linie. 

Der  Begriff  der  Projection  (Central-  oder  Parallelprojection)  einer  ge- 
raden Linie  wird  gewöhnlich  auf  doppelte  Weise  definirt,  nSmlich: 

I.  Die  Projection  einer  Geraden  ist  die  Oesammtheit 
der  Projectionen  aller  ihrer  Punkte. 

II.  Die  Projection  einer  Greraden  ist  die  Schnittlinie 
der  durch  die  Gerade  gelegten  projicirenden  Ebene  mit 
der  Projectionsebene. 

Bei  allgemeiner  Lage  der  Geraden  stimmen  beide  Definitionen  überein; 
deun  die  projicirende  Ebene  enthftlt  die  Gesammtheit  der  projicirenden 
Strahlen  der  Punkte  der  Geraden.  Die  üebereiostimmung  hört  jedoch  auf, 
wenn  die  Gerade  durch  das  Projectionscentrnm  geht  (bezw.  der  Projections- 
richtung  parallel  ist).  In  diesem  Falle  ist  die  Projection  gemäss  der  I.  De- 
finition ein  blosser  Punkt,  nftmlich  der  Spurpunkt  der  Geraden.  Bei 
der  IL  Definition  wird  die  projicirende  Ebene  unbestimmt,  daher  ist  die 
Projection  eine  durch  den  Spurpunkt  gehende  unbestimmte  Gerade. 

Welche  dieser  zwei  verschiedenen  Auffassungen  verdient  nun  den 
Vorzug?  —  Eine  Erörterung  dieser  Frage  scheint  mir  nicht  überflüssig 
zu  sein. 

Man  möchte  zunächst  geneigt  sein ,  im  Anschluss  an  die  hervorragend- 
sten älteren  und  neueren  Lehrbücher  sich  für  die  erste  Auffassung  zu  ent- 
scheiden.   Dennoch  dürfte  der  zweiten  Auffassung  der  Vorzug  zu  geben  sein. 

Der  hier  zu  Tage  tretende  Zwiespalt  ist  bedingt  durch  die  Doppelnatur 
der  geraden  Linie  —  einerseits  als  Trägerin  der  auf  ihr  liegenden  Punkte, 
andererseits  als  Trägerin  der  durch  sie  gehenden  Ebenen.  In  der  I.  De- 
finition wird  die  gerade  Linie  stillschweigend  mit  der  auf  ihr  liegenden 
Punktreihe  identificirt.  So  ist  denn  auch  die  Behauptung,  dass  die  Pro- 
jection einer  durch  das  Projectionscentrnm  gehenden  Geraden  ein  blosser 
Punkt  sei,  nur  in  der  folgenden  Fassung  völlig  ein  wandsfrei :  „Eine  Punkt- 
reihe,  deren  Träger  durch  das  Projectionscentrnm  gebt,  projioirt  sich  als 
Punkf  Bei  der  II..  Definition  kommen  die  durch  die  Gerade  gehenden 
Ebenen  ins  Spiel,  und  man  hat  den  analogen  Satz:  „Ein  Ebenenbüschel, 
dessen  Träger  durch  das  Projectionscentrnm  geht,  projicirt  sich  als  Strah- 
lenbüschel.* r"ooaIf> 
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Es  fragt  sich  nun,  welche  Auffassung  zu  gelten  hat,  wenn  die  gerade 
Linie  als  eigenartiges  Raumelement  ohne  jede  Rücksicht  auf  die  in  ihr  ent- 
haltenen andersartigen  Raumelemente  in  Betracht  kommt. 

Der  umstand,  dass  in  der  praktischen  Anwendung  der  darstel- 
lenden Geometrie  die  Gerade  fast  ausschliesslich  als  Punktgebilde  auftritt, 
hat  wohl  dazu  geführt,  dass  seither  die  erstgenannte  Auffassung  auch  in 
der  reinen  Theorie  allgemein  in  Geltung  war.  Indessen  ist  zu  beachten, 
dass  diese  Auffassung  die  beschränktere  ist.  Auch  hier  dürfte  an  dem 
Grundsatz  festzuhalten  sein,  dass  von  zwei  Definitionen  stets  die  allgemei- 
nere den  Vorzug  verdient.  Dies  ist  aber  unstreitig  die  zweite«  derzufolge 
die  Projection  einer  Centrumsgeraden  eine  durch  den  Spurpunkt  gehende 
willkürliche  Gerade  ist;  denn  sie  schliesst  die  erste  Auffassung,  welche 
den  Spurpunkt  allein  als  Projection  annimmt,  in  sich. 

Die  Beschränktheit  der  ersten  Auffassung  ist  in  der  Tbat  ein  üebel- 
stand ,  der  sich  seither  durch  die  ganze  Projectionslehre  höchst  unangenehm 
fühlbar  machte.  Gleich  zu  Anfang  des  Lehrganges  wird  der  Satz  aus- 
gesprochen (wir  wollen  ihn  als  Satz  A  bezeichnen):  „Die  Projection  einer 
Raumgeraden  ist  im  Allgemeinen  wieder  eine  Gerade ,  mit  Ausnahme 
des  Falles,  dass  die  Raumgerade  durch  das  Projectionscentrum  geht  (bezw. 
der  Projectionsrichtung  parallel  ist),  wo  die  Projection  ein  Punkt  ist.'^ 
Dieser  Ausnahmefall  heftet  sich  dann  der  ganzen  weiteren  Entwickelang 
hemmend  an  die  Ferse.  Bei  jeder  Aufgabe ,  in  der  überhaupt  eine  Gerade 
vorkommt,  versagt  die  allgemeine  Lösung  ihre  Anwendbarkeit  auf  den  Aus- 
nahmefall; derselbe  erfordert  stets  eine  gesonderte  Behandlung.  Dazu  sei 
noch  an  abzählende  Operationen  erinnert,  wo  es,  wenn  das  betrachtete 
Raumgebilde  eine  gerade  Linie  als  Bestandtheil  enthält,  unter  umständen 
vorkommen  kann,  dass  diese  in  der  Projection  einfach  verloren  geht 

Diese  Missstände  kommen  nun  bei  der  andern  Auffassung  gänzlich  in 
Wegfall.  An  Stelle  des  Satzes  A  tritt  dann  der  folgende  (Satz  B)%  ,Die 
Projection  einer  Raumgeraden  ist  immer  wieder  eine  Gerade,  welche 
im  Allgemeinen  bestimmt  ist,  jedoch  in  dem  Falle,  dass  die  Raumgerade 
durch  das  Projectignscentrum  geht,  unbestimmt  wird.*^  Letzteres  ist  jetzt 
kein  Ausnahmefall  mehr,  sondern  ein  Specialfall.  Die  allgemeinen 
Lösungen  behalten  für  denselben  ihre  volle  Giltigkeit  um  sich  hiervon  an 
einem  einfachen  Beispiel  aus  der  elementaren  darstellenden  Geometrie  zu 
überzeugen ,  nehme  man  etwa  die  Lösung  der  Aufgabe  in  Grund  •  und  Auf- 
riss:  „Den  Schnittpunkt  einer  Geraden  mit  einer  durch  drei  Punkte  ge- 
gebenen Ebene  zu  bestimmen.^  Die  Anwendbarkeit  der  allgemeinen  Lösung 
bleibt  ohne  Weiteres  erhalten,  auch  wenn  die  gegebene  Gerade  senkrecht 
zu  einer  Projectionsebene  steht,  sobald  man  als  ihre  Projection  auf  die 
letztere  eine  beliebige  durch  den  Spurpunkt  gehende  Gerade  anerkennt.  — 
Wenn  man  ferner  die  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe:  „Die  Schnittlinie 
zweier  durch  ihre  Spuren  gegebenen  Ebenen  zu  bestimmen **,  auf  den  Spe- 
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cialfa]!  anwendet,  wo  beide  Ebenen  senkrecht  zu  einer  Projectionsebene, 
z.  B.  znr  Horizontalebene,  stehen,  so  ergiebt  sich  als  Horizontalprojection 
der  Schnittlinie  direct  eine  unbestimmte  Gerade  durch  den  Schnittpunkt 
der  Uorizontalspuren  der  Ebenen.  Das  Gleiche  gilt  betreffs  der  Lösung  der 
entsprechenden  Aufgabe  in  Centralprojection. 

Ein  weiteres  Licht  fällt  auf  unsere  Frage,  wenn  man  die  dualistische 
Betrachtung  bezüglich  der  Spur  einer  Geraden  anstellt.  Als  reciprokes 
Analogon  zu  dem  obigen  Satze  A  würde  sich  der  Satz  ergeben:  „Die  Spur 
einer  Baumgeraden  ist  im  Allgemeinen  ein  Punkt,  mit  Ausnahme  des  Falles, 
dass  sie  in  der  Projectionsebene  liegt,  wo  die  Spur  eine  Gerade  ist  (näm- 
lich die  Raumgerade  selbst).^  Dem  Satze  B  würde  der  folgende  Satz  ent- 
sprechen: ;,Die  Spur  einer  Raumgeraden  ist  immer  ein  Punkt,  welcher  im 
Allgemeinen  bestimmt  ist,  jedoch  in  dem  Falle,  dass  die  Raumgerade  in 
der  Projectionsebene  liegt,  unbestimmt  wird.''  Wenn  hier  der  Ausschlag 
zu  Gunsten  des  zweiten  Satzes  erfolgt,  so  muss  man  sich  consequenterweise 
auch  auf  dem  Gebiet  der  Projection  für  den  Satz  B  entscheiden. 

Dies  sind  die  Gründe,  die  es  mir  richtiger  erscheinen  lassen,  als  Pro- 
jection einer  durch  das  Projectionscentrum  gehenden  (bezw.  der  Projections- 
richtung  parallelen)  Geraden  statt  des  blossen  Spurpunktes  eine  durch  den 
Spurpunkt  gehende  willkürliche  Gerade  anzusehen.  Da  ferner  diese  An- 
schauung sich  als  noth wendige  Folge  aus  der  Definition  des  Begriffes  ^Fro- 
jection  einer  Geraden^  als  Schnittlinie  der  projicirenden  Ebene  ergiebt, 
so  scheint  mir  diese  Definition  vor  der  andern  (als  Gesammtheit  der  Pro- 
jectionen  der  Punkte  der  Geraden)  den  Vorzug  zu  verdienen.  Nur  bei  jener 
Definition  gewinnen  die  Constructionen  der  Projectionslehre  die  nothwendige 
theoretische  Allgemeinheit  und  Gonsequenz,  die  sie  seither  bei  Zugrunde- 
legung der  andern  Definition  vermissen  Hessen. 

Berlin,  Juli  1891.  G.  Haück. 


XXL  Arithmetischer  Satz. 

Herr  Prof.  R.  Sturm  theilte  mir  einst  folgende  Bemerkung  mit,  die 
er  einer  französischen  Zeitschrift  entnommen  hatte: 

„Die  Zahl  999999  ist  durch  7  theilbar  und  diejenigen  Zahlen,  welche 
das   1-,  2-,  3-,  4-,  5-,  6 fache  Siebentel  davon  sind,  nämlich 

142857 
285714 
428571 
571428 
714285 
857142, 

besteben   aus  genau  denselben  Ziffern  in  cyklischer  Vertauschung.     Ich  er- 
kannte den  Grund  dieser  interessanten  Erscheinung  in  dem  Umstände,  dass 
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^   999999=  10« -1 
und  10  primitive  Wurzel  {mod,  7)  ist,  und  konnte  infolge  davon  einen  aU- 
gemeinen  Satz  herleiten,  welcher  diese  Thatsacbe  als  besonders  prSguaoten 
Fall  in  sich  schliesst.     Dieser  Satz  lautet  folgendermassen : 

Ist    p    eine    ungerade    Primzahl    und    q   primitive   Wurzel 
{fnod.p)j  so  dass,  wenn 

1)  qP-'-l^P.Q 

gesetzt  wird,  Q  eine  positive  ganze  Zahl  4st,  welche  offenbar 
kleiner  als  q^~^  ist,  und  man  entwickelt  nun  —  gleichwie  in 
einem  Ziffernsjstem,  dessen  Basis  q  ist  —  in  bekannter  Weise 
Q  nach  Potenzen  von  g: 

wo  die  Coefficienten  Null  oder  positive  ganze  Zahlen  kleiner  als  q  sind  und 
wobei  man  darauf  achten  muss,  diejenigen  Potenzen,  welche  in  der  Dar- 
stellung fehlen  9  bis  zur  (p  — 2)*«°  hin  ausdrücklich  mit  dem  Coefficienten  0 
hinzaschreiben ,  so  giebt  die  wiederholte  cyklische  Yertauschnng 
der  Coefficienten  in  der  Formel  2)  die  sämmtlichen  Vielfachen 

IQ,  2Q,  ....  kQ,   ...,   (P-1)Q 
in  gewisser  Beihenfolge,  und  zwar  muss  man,  um  JkQ  za  erhal- 
ten,   die    cyklische    Vertauschung    A-mal    wiederholen,    wenn 
h^=inä.Jc  ist. 

Beweis.     Aus  1)  und  2)  folgt  die  Gleichung: 

qp-i  ^p{cp^2  g^''-*  +  •  •  •  +  c, 5  +  Co)  + 1 
also  •  ^  - 

gP-2^pf^Cp.2qV-^  +  ...  +  c^q  +  r,)+?^^' 

Hier  muss  — -^ eine  positive  ganze  Zahl  r^  sein ,  und  zwar,  da  Cq  höch- 
stens 9  — 1  sein  kann,  r|<p;  die  vorige  Gleichung  lautet  also: 

q^-^=^p{Cp-.2q^''^  +  '"  +  c^q  +  c^)+ri-    ' 
Aus  ihr  folgt 

VC,  +  r« 
worm  — * eine  positive  ganze  Zahl  r^Kp  sein  muss ,  da  Cj  bOchsten:^ 

g  —  1  und   Ti   höchstens  p  —  1    sein  kann ;   so  nimmt  die  vorige  GleichuDg 
die  Gestalt  an:  ^    «         ,  «    4  ,         .      \  , 

man  findet  gleicherweise  allgemein 

gP-' =l>(Cp-22'*~'""'  H h  c,— 1)  +  r,-i , 

worin  r£_i  eine  positive  ganze  Zahl  <p  ist.     Zuletzt  wird  ebenso 

3*=P(Cp-2g  +  Cp-8)  +  t>-3,      Q'^  =  JP.Cp~2+rp«2 

gesetzt  werden  können,  und  die  Zahlen 
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mttssen  die  Bftmmtlicben  Reste  {mod^p)  sein. 

Handelt  es  sich  nun  z.B.  um  das  Vielfache  JcQ^  und  ist  ind.h=:h^ 
so  muss  wegen  der  dann  stattfindenden  Congruenz  q^  -  Je  (mod.  p)  die  Zahl  Je 
identisch  sein  mit  Tp^i^hi  so  dass 

2*=JP(Ci»~2?*-*  +  Cp«3grA-«  +  ...  +  c^_,_^)  +  A; 
gesetzt  werden  kann.     Hieraus  findet  man  durch  Multiplication  mit  Q  und 
wenn  dann   für  Q  sein   Werth  2)    und  für  pQ   sein  Werth    1)   eingesetzt 
wird,  ohne  Weiteres: 

+  Cp-23*"'  +  Cp-3g*"*  +  ---  +  Cp_t-A, 

also  nach   Aufhebung  der  gleichen  Glieder  entgegengesetzten  Vorzeichens: 

+  Cp-.2  9*""*  +  Cp_3g*"'H hCp_A-l, 

d.  h.  kQ  entsteht,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  2)  für  Q  die  Goefficienten 
nm  Ji  Stellen  cjklisch  vertauscht. 

Ist  z.  B.  |7  =  7,  so  kann  g  =  5  gewählt  werden  und  nach  der  Gleich- 
heit 36  _  1  =  7 .2232  wird  Q  =  2232.     Die  Darstellung  2)  würde  in  diesem 

^*"®-  e  =  0.55  +  3.5*  +  2.53  +  4.5«  +  I.5i  +  2 

und  man  findet  beispielsweise 

6^  =  4.55  + 1.5* +  2. 5» +  0.5« +  3. 5^ +  2, 

also  durch  dreimalige  Wiederholung  der  cyklischen  Goefficienten  vertauschung; 

und  in  der  That  ist 

6^5«  (mod.7), 
also  3  =  ifid.6. 

Zoppot,  1891.  Bachmann. 

XXII.   Eine  Methode  zur  numerischen  Auflösung  einer  algebraischen 

Oleiohung. 

Es  sei  die  Gleichung  f{x)  =  0  auf  die  Form  gebracht,  in  welcher  der 
Goefficient  der  höchsten  Potenz  von  x  gleich  1  ist.  Ferner  wird  vorausgesetzt, 
dass  alle  Goefficienten  von  f{x)  reell  seien  und  dass  die  grOsste  reelle  Wurzel  £ 
positiv  sei.  Ist  dann  1^^  eine  obere  Grenze  der  reellen  Wurzeln,  also  >£,  die 
man  ja  auf  verschiedene  Weisen  leicht  erhalten  kann ;  zerlegt  man  ferner  f{x) 
in  P{x)—  Q{x),  wo  P(x)  die  Glieder  mit  positiven  Goefficienten  enthalt,  so  ist 


n^)  -  m) = fik)  =/r  (^)  dx  <jp\x)  dx<{^^i)  p\Q , 

<» 

l<«o- 


m_ 
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Da  f{^)  und  P\^q)  bei  den  gemachten  Voraossetzangen  posiÜT  sind,  so  ist 

AS ) 
Si  =  §o"~7;7TjT<lot  andererseits  ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden  $i  >  |, 

also  wieder  eine  obere  Grenze  der  Gleichung.    Hieraus  ist  zu  schliessen,  dass, 
wenn  .an  ^     ^  ^(|.)  ^(y 

I.-5.     p,^^^y     h-^,      p.^^y    - 

bildet,  man  sich  von  Seiten  der  grösseren  x  beständig  der  Wurzel  ^  ntthert, 
die  sich  als  Grenze  dieses  Algorithmus  darstellt. 

Im  Vorstehenden  ist  vorausgesetzt,  dass  die  grösste  reelle  Warsei  unserer 
Gleichung  positiv  ist  Ist  r  eine  obere  Grenze  derselben,  so  braucht  man  nur 
x^r  —  y  zu  setzen ,  um  eine  Gleichung  zu  erhalten ,  wo  diese  Bedingung  für 
alle  reellen  Wurzeln  erfüllt  ist.  Wenn  man  darauf  verzichtet,  die  Zahl  der 
letzteren  a  priori  zu  bestimmen,  so  kann  man  also  bei  der  Berechnung  der- 
selben die  Anwendung  des  Stürmischen  Satzes  umgehen;  sobald  nämlich 
das  nach  Beseitigung  der  bereits  ermittelten  Linearfactoren  übrig  bleibende 
Polynom  keine  reelle  Wurzel  mehr  enthält,  muss  unser  Algorithmus  für  eineo 
endlichen  Werth  von  h  einen  negativen  Werth  |a  ergeben ,  und  dies  iät  da^ 
Zeichen,  dass  alle  reellen  Wurzeln  bereits  berechnet  sind.  Wie  man  als- 
dann die  complexen  Wurzeln  findet,  braucht  wohl  nicht  näher  auseinander- 
gesetzt zu  werden. 

Berlin.  Dr.  Th.  Lohnstein. 
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NKHST   KINKM   ANHANG; 

VKRWANDTER  AUFGABEN' 

VON 

WOLDEMAR  HEYMANN. 

|X   u.  436  S.|  gr.  8.   1891.  geh.  n.  .//  12.— 

„per  Verf.  charakterisiert  sein  Buch  im  Vorwort  selbst  treffend 
dahin,  daß  es  weder  ein  geordnetes  Lehrbuch,  noch  eine  vollständige 
Aufgabensaminlung,  vielmehr,  indem  es  eine  Reihe  von  nicht  ima^r 
stusammezihängrenaen  Einzeluntersuchungen  (aus  den  letzten  zehn  Jahren 
und  größtenteils  schon  veröffent hcht)  entha}te,  ein  Supplement  zu  den 
vorhandenen  Lehrbüchern  darstellen  soll.  Diesen  Zweck  erfüllt  das  Buch 
ia  der  That  und  zwar  ist  es  besonders  zu  weitergehenden  Übungen  in 
der  elementaren  Theone  der  Differentialgleichungen  sehr  brauchbai- 
denn  es  bringt  eine  große  Reihe  von  üetailforschungen  unter  ein- 
gehender Diskussion  auch  der  Spezialfälle  allgemeiner  Theorien,  und 
außerdem  eine  Menge  zugehöriger  geschickt  gewählter  Aufgaben.  Daß 
die  höheren  funktionentheoretischen  Gesichtspunkte  oder  die  neueren 
Forschungen  über  das  Wesen  der  Singularitäten,  welche  die  Trans- 
formationen und  Intentionen  bedingen,  vom  Verf.,  obwohl  ihm  die- 
selben nicht  fremd  scheinen  nicht  herbeigezogen  werden,  ist  nach  dem 
bezeichneten  Zwecke  nicht  als  Nachteil  zu  betrachten;  eine  Ent- 
schädigung wird  dem  Leser  dadurch,  daß  ihm  die  Resultate  aus- 
wärtiger   Litteraturen,    insbesondere    der   englischen,   nutzbar   gemacht 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Commentar  zu  dem  »»Traotatns  de  Numeris  DatiB^ 
des  Jordanos  Nemorarius.^ 

Von 

Maximilian  Cürtze 

in  ThoxB. 


Einleitnng. 

Die  Schrift  des  Jordanns,  zu  welcher  wir  hier  einen  Commentar  liefern 
wollen,  ist  er sl malig  gedruckt  in  dem  Supplementhefte  des  XXIY.  Jahr- 
ganges dieser  Zeitschrift*^  durch  Prof.  P.  Treutlein  in  Karlsruhe.  Da 
dieser  Abdruck  nur  nach  einer  Handschrift  gefertigt  ist,  auch  mehrfache 
Lesefehler  und  falsche  Auflösungen  des  Textes  untergelaufen  sind,  welche 
das  YerstSndniss  sehr  oft  erschweren,***  so  gebe  ich  hier  den  gereinigten 
Text  nebst  dessen  Uebertragung  in  die  heutige  Zeichensprache,  indem  ich 
mich  dabei,  so  weit  als  mOglich,  an  die  Worte  des  Verfassers  anlehne. 
Welchen  Einfluss  Jordanus  auf  das  spätere  Mittelalter  und  den  Anfang 
der  neueren  Zeit  gehabt  hat,  ist  in  der  Schrift  Treutlein 's  genügend  klar- 
gelegt, so  dass  ich  mich  darauf  nicht  weiter  einzulassen  brauche.  Einige 
andere  allgemeine  Bemerkungen  muss  ich  aber  vorausschicken, 

Jordanus  leidet,  wie  alle  mittelalterlichen  Schriftsteller  der  Algebra, 
an  dem  Mangel  einer  allgemeinen  mathematischen  Zeichensprache;  er  hat 
aber  einen  Schritt  über  alle  seine  Vorgänger  hinausgethan ,  er  hat  den  Be- 
griff einer  allgemeinen  Zahl  nicht  nur  gefasst,  er  hat  auch  fdr  denselben 
den  Ausdruck  gefunden,  welchen  wir  heute  noch  benutzen:  die  Budistäben. 
Während  noch  lange  nach  ihm  jede  Operation  mit  allgemeinen  Zahlen  nur 
an  dem  Substrate  der  geraden  Linien  geführt  wurde,  macht  er  sich  von 
diesem  Nothbehelf  frei  und  operirt  mit  seinen  allgemeinen  Zahlen  genau  so. 


*  Der  Commentar  zum  ersten  Buche  dieses  Tractates  ist  schon  als  Abhand- 
lung zum  Osterprogramme  1890  des  Königl.  Gymnasiums  mit  Realgymnasium  zu 
Thom  erschienen. 

^  Supplement  zur  hi8t.-lit.  Abth.  des  XXIV.  Jahrganges.  Leipzig  1879, 
S.  125—166. 

***  Man  sehe  meine  Becension:  Die  Ausgabe  yon  Jordanus*:  „De  numeris 
datis^*  durch  Prof.  P.  Treutlein  in  Karlsruhe.  (Leopoidina,  Amtliches  Organ  der 
EaiserLLeop.-CaroLAkad.,  Hefk  XVI,  1879.) 

HUt-Ut.  Ablhlg.  d,  ZrfUohr.  f.  Math.  «.  Ftjn.  XXXYI,  1.  ^.J^^^^  ^^  GoOQk 
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wie  wir  es  jetzt  zu  thun  pflegen.  Freilich  kennt  er  von  Operationszeicben 
nur  eines,  das  auch  Leonardo  von  Pisa  anwendet:  Die  unmittelbare 
Nebeneinandersetzung  von  zwei  Zahlen  als  Zeichen  der  Addition  —  so  heis&t 
bei  ihm  z.B,  ah c  nichts  Anderes  als  a  +  h  +  c  — ,  alle  übrigen  Operations- 
zeichen  entbehrt  er  und  muss  sich  daher  dadurch  helfen,  dass  er  z.  6.  fftr 
die  Differenz  zweier  Zahlen  einen  neuen  Buchstaben  einfahrt,  für  das  Pro- 
duct  ebenso  einen  neuen  und  ähnlich  weiter.  Alle  diese  neuen  Zeichen  sind 
dabei  ebenso  allgemein  aufgefasst,  als  die  urspt anglichen  Zahlenbezeichnungen 
durch  Buchstaben  selbst  Setzen  wir  aber  unsere  Operationszeichen  an  Stelle 
seiner  neu  eingeführten  Symbole,  so  ist  der  Gang  seiner  Lösungen  meistens 
nur  in  unwesentlichen  Punkten  von  dem  noch  jetzt  zu  dem  nSmlichen  Zwecke 
benutzten  Gange  verschieden.  Dass  er  dabei,  eben  seiner  mangelhaften  Be- 
zeichnung halber,  kleine  Umwege  machen  muss,  ist  nicht  zu  verwundern. 
Eigenthtimlich  ist  es,  dass  noch  Niemandem  aufgefallen  ist,  dass  genau 
dieselbe  Klarheit  des  Zahlbegriffes  eich  auch  in  desselben  Verfassers  MArith- 
metica  deoem  libris  demonstrata*'*  findet.  Man  hat,  weil  auf  den  Rändern 
der  Ausgaben  und  Handschriften  dieses  Werkes  scheinbar  ähnliche  Figuren 
vorhanden  sind,  wie  sie  in  den  Euklidischen  arithmetischen  Bfichem  und 
sonst  existiren,  auch  einfach  geglaubt,  es  handle  sich  um  ähnliche  Beweis- 
mittel. Während  aber  bei  Euklides  und  den  üebrigen  der  Beweis  eines 
arithmetischen  Satzes  an  einer  geometrischen  Figur  geführt  wird,  ind^m 
man  für  die  Zahlen  Linien  einfahrt,  ist  in  Jordan us*  Arithmetik  die  Figur 
in  ähnlicher  Weise  gebraucht,  wie  in  dem  Liher  Ahhaci  des  Leonardo 
von  Pisa:  Die  Linien  dienen  nur  danu^  eu  zeigen^  in  welcher  Weise  öit 
gewählten  Zählen  0u  verknüpfen  sind^  es  sind  nicht  Substrate  der  Zahlen 
seihst.  Die  Beweise  nehmen  absolut  auf  die  Figuren  keine  Bücksicht;  diese 
konnten  ebensogut  wegbleiben,  ohne  dass  das  Verständniss  der  Beweise 
auch  nur  im  Mindesten  erschwert  würde,  —  sie  sind  hinzngefQgt,  weil  der- 
gleichen einmal  hergebracht  war,  brauchen  aber  noch  nicht  einmal  von 
Jordanus  selbst  herzurühren.  Wer  einen  Satz  nebst  Beweis  aus  der 
Arithmetik,  z.  B.  den  folgenden  (Lib.  I,  Satz  17),  liest: 

17.  Si  numerus  in  dno  diuidator,  qnod  fit  ex  toto  in  te,  aeqniun 
est  ei 9  quod  fit  ex  dnctn  nnius  partis  in  aliud  qnater»  com  eo,  qvod 
fit  ex  differentia  in  se. 

Sit  ad  numerus  in  duo  a  et  &  diuisus,  sitque  h  malus ,  diuidatarqne 
iterum  h  in  duo,  scilicet  in  d  aequale  a  et  o,  differentiam  &  ad  a:  dico, 
quod  fit  ex  ah  in  se,  aequum  esse  ei,  quod  fit  ex  ductu  quater  a  in  6  et  e 
in  se.  Nam  per  decimam  quintam,  quod  fit  ez  ah  in  se,  aequum  est  ei, 
quod  fit  ex  a  bis  in  &  et  a  in  se  et  h  in  se.    At  per  praecedentem , 


*  Mehrfach  darch  Faber  StapulenBia  (Jean  Fahre  d^lStaplee)  zu  Paris  heraos 
gegeben.  Sie  findet  sich  auch  häufiger  in  Handschritlen ,  ein  Beweis  ihrer  gronsan 
Verbreitung. 
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fit  ex  h  in  se  cum  a  in  se,  aequali  d  ani  partinm  &,  aeqnale  ei,  qnod  fit 
ex  b  bis  in  a  et  c  in  se;  quare  alternatim  per  octavam  ei,  qnod  fit  ex  a 
bis  in  5  et  c  in  se.     Igitur  ah  in  se  tantus  est,   quantns  a  qaater  in  h 
cum  differentia  a  in  se,  qnod  intenditur, 
muss  obne  Weiteres  die  absolute  üebereinstimmnng  der  Beweisart  mit  der- 
jenigen der  numeri  doli  anerkennen  und  einseben,   dass  die  binzngeftlgte 
Fignr  eber  dem  Verständniss  binderlicb  ist ,  als  dasselbe  fördert    Es  ist  das 
nfimlicb   nicbt   etwa  die  Figur,   wie   sie   im  Euklides   sieb   finden   müsste, 
sondern  sie  siebt  im  Facsimile  nacb  der  Ausgabe  von  1513  so  ans: 
Sie  giebt  also   nicbts  weiter   als   ein  Beispiel,  y$ 

bei  welcbem  a  +  6  =  6,  a=2,  6  =  4  ist;  von  dem       y^ '"^^v.        i6 

allgemeinen  Beweise  des  Jordanus,  dass  (a  +  6)*  /^  *  /"^T*^  « 
=  4a&  +  (a— 6)*,  ist  aber  keine  Spur  darin  ö^*- /^^---^  j^-%.  /*^g 
halten:  Sie  ist  also  vollständig  überflüssig,  in  ge-  f  ^  y  ^  V  ^  1^ 
wisser  Weise  für  das  Verständniss   des  allgemeinen  ^  ^        D  b 

Beweises  sogar  scbftdlicb.     Man  vergleiche  damit  die  /'1r<**X. 

eigenthümlicbe  Beweisfigur  der  Inder  fftr  den  Pytha-  rT\/^^ 

goreiscben    Lebrsatz    bei    Cantor,*    so    wird    der  1         i  ^    i 

Unterscbied  zwiscben   einem  Beweise  arithmetischer  ^  f 

Wahrheiten  durch  geometrische  Betrachtungen  und  der  hier  beliebten  figOr- 
liehen  Darstellung  eines  Specialfalles  recht  augenfällig  einleuchten. 

Von  der  dritten  arithmetischen  Schrift  des  Jordanus,  ^em  ^AlgorUhmus 
demonstratu8*\  ist  die  Eigenthümlichkeit  der  Zahlenauffassung  und  Bezeich- 
nung als  mit  der  der  numeri  dati  identisch  schon  seit  langer  Zeit  von 
Ghasles  erkannt  worden,  wenn  auch  letzterer  diesen  Algorithmus  einer 
viel  späteren  Zeit,  nämlich  Begiomontan,  zuschreibt.  Es  ist  wohl  jetzt 
allseitig  anerkannt,  dass  Jordanus  der  Verfasser  ist,  während  die  Hand- 
schrift, aus  welcher  Schoner  denselben  herausgab,  von  Begiomontan 's 
Hand  geschrieben  zu  sein  scheint  und  vielleicht  in  Wien  noch  erhalten  ist.** 
Das  vorliegende  Werk  des  Jordanus  zerfällt,  wie  seine  Geometrie,  in 
vier  Bücher,  für  welche  sich  der  Commentar  hier  anschliesst.  Nehmen  wir 
den  zweiten  Paragraph  aus>  so  handelt  es  sich  im  ersten  Buche  immer  um 
die  Theilung  einer  Zahl  in  zwei  andere,  so  dass  diese  noch  einer  Bedingung 
Genüge  leisten.  Nur  im  zweiten  Abschnitt  ist,  wie  gesagt,  die  Anzahl  der 
Theile  der  gegebenen  Zahl  beliebig.  Dieser  Abschnitt  ist  sehr  nahe  ver- 
wandt mit  dem  sogenannten  Epanthem  des  Tymaridas***  wie  man  bei  Ver- 


*  Cantor,  VorlesuDgen  über  Geschichte  der  Mathematik.     Erster  Band. 
Leipzig  1880.    S.  657. 

**  Die  Baaler  Handschrift  (F.  U.  33)  eowobl,  als  die  Dresdner  (Db.  86)  stammen 
aus  dem  Anfange  des  14.  Jahrhunderts,  können  also  sicher  nicht  Regiomontan 
zum  Verfasser  haben.    Die  Wiener  Handschrift  (Nr.  6203'^  befindet  sich  in  einer 
Sammlung  von  Abhandlungen  Peurbach's. 
**•  M.  8.  Cantor,  a.  a.  0.  8  871. 
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gleichung  ohne  Weiteres  sieht.  Nur  bei  den  Indern  war  es  bis  jetzt  mög- 
lich, ausser  beiTjmaridas,  eine  fthnliche  Betrachtung  nachzuweisen.  Um 
unserer  jetzigen  Auffassung  solcher  Aufgaben  gerecht  zu  werden ,  habe  ich 
nie  Yun  der  Theilung  einer  Zahl  in  verschiedene  andere,  sondern  von  der 
Summe  mehrerer  Zahlen  gesprochen ,  welche  dann  noch  weiteren  Bedingangen 
genügen.  Aufgabe  7  behandelt  eigentlich  eine  Oleichnng  nur  mit  «ifi^r  üd- 
bekannten,  welche  Jordanus  jedoch  durch  einen  leichten  Kunstgriff  aaf 
eine  solche  mit  deren  zweien  zurückführt.  Es  handelt  sich  um  die  Gleich- 
ung a?  +  ax  =  h  oder  x{x  +  a)=^h.  Da  nftmlich  («  +  a)  — «  =  a  ist,  so 
kennt  man  Summe  und  Product  der  Zahlen  x  +  a^x.  Jordanus  sucht 
dann  das  Quadrat  der  Summe  von  x  +  a  und  x,  also  (2d;  +  a)^  mnltiplicirt 
also  a?  +  ax  =  h  mit  4  und  addirt  a*,  um  so  (2aj  +  a)*  =  a*  +  46  zu  e^ 
halten.  Das  ist  ganz  das  Verfahren  der  Araber,  welche  auch ,  wenn  a  keine 
gerade  Zahl  war,  auf  diesem  Wege  den  Bruch  vermieden.  Jordanus  be- 
nutzt denselben  aber  immer,  so  dass  also  auch  bei  geradem  a  mit  4  multi- 
plicirt  wird.  Auf  diese  Aufgabe  führt  er  ungemein  viele  seiner  weitereD 
Abschnitte  zurück.  In  Aufgabe  XVI  benutzt  er  dieselben  Schlüsse  aoch 
zur  Lösung  einer  Gleichung  von  der  Form  d^  — a«  =  d,  welche  er  genan 
ebenso  behandelt,  wie  a?  +  ax  =  h.  In  diesem  Abschnitte  ist  es  auch,  wo 
zum  ersten  Male  der  Fall  einti'itt,  dass  eine  Gleichung  zweiten  Grades  swi 
positive  Wurzeln  besitzt.  Hier  lässt  Jordanus  beide  Lösungen  zu,  sagt 
aber,  man  könne  nicht  entscheiden ,  welche  von  beiden  die  richtige  sei;  in 
dem  Beispiele  zeigt  er,  dass  beide  Lösungen  der  gegebenen  Aufgabe  ent- 
sprechen. Zwei  Lösungen,  welche  irrational  werden  würden,  zieht  er  ein- 
fach nicht  in  Betracht,  obwohl  gerade  der  letzte  Paragraph  des  ersten 
Buches  eine  solche  Irrationalität  bringt.  Er  kommt  hier  auf  y  500,  welche 
er  zu  22V3  bestimmt,  adproxmum^  wie  er  sagt,  jedenfalls  einWerth,  der 
mir  bis  jetzt  nicht  aufgestossen  ist. 

Beim  Durchlesen  dieses  Buches  wird  der  Leser  besonders  über  das  Ge- 
schick staunen,  mit  welchem  am  Anfange  des  1 3.  Jahrhunderts  Umformungen 
von  Ausdrücken  quadratischer  Natur  in  andere,  entweder  durch  Addition 
oder  Subtraction,  öfter  auch  durch  Multiplication  vorgenommen,  und  so 
complicirte  Aufgaben  auf  früher  behandelte  leichtere  zurückgeführt  werden. 
Fast  alle  diese  Umformungen  finden  sich  im  ersten  Buche  der  ArUhmäiea 
Jordam  bewiesen ,  und  an  zwei  Stellen  beruft  sich  der  Verfasser  auch  auf 
dieses  zweite  eigene  Werk.  Ich  habe  an  den  betreffenden  Stellen  den  Wort- 
laut des  angezogenen  Lehrsatzes  nach  der  ersten  Ausgabe  der  Arithmetik 
von  1496  angegeben.  Der  oben  mit  seinem  Beweise  mitgetheilte  Satz  17 
ist  eines  dieser  beiden  Theoreme. 

Wie  die  bei  dem  ersten  Buche  benutzten  Sätze  im  ersten  Buche  der 
Arithmetik  des  Jordanus  sich  finden,  sind  die  im  zweiten  und  dritten 
Buche  gebrauchten  in  dem  zweiten  Buche  der  letzteren  enthalten.  Wie  dieses 
Zweite  Buch  von  Sätzen  liber  Verhältnisse  handelt,  so  verwerthen  das  zweite 
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und  dritte  Buch  der  mimeri  dati  die  dort  bewiesenen  Theoreme  für  die 
L((8nng  von  solchen  Aufgaben ,  bei  denen  Verhältnisse  allein  oder  mit  anderen 
Beziehungen  gegeben  sind. 

Im  zweiten  Buche  sind  manche  Sätze  ganz  allgemein  ausgesprochen, 
jedoch  von  Jordanus  nur  für  drei  oder  vier  unbekannte  bewiesen  worden. 
Ich  habe  jederzeit,  seinen  Spuren  folgend,  die  Lösung  für  eine  beliebige 
Anzahl  von  unbekannten  durchgeführt.  Von  besonderem  Interesse  sind  die 
beiden  letzten  Paragraphen  über  den  falschen  Satz  der  Araber.  Die  Be- 
merkung Treutlein*s,  dass  hier  auch  arabische  Zahlzeichen  auftreten,  ist 
hinfällig,  da  der  letzte  Theil  des  letzten  Paragraphen  nicht  von  Jordanus 
herrührt,  sondern  ein  Einschiebsel  ist.  Er  findet  sich  nur  in  der  Baseler 
Handschrift,  welche  jünger  ist,  als  die  Dresdner. 

Das  vierte  Buch  bringt  endlich  quadratische  Gleichungen  mit  einer 
unbekannten.  Hier  habe  ich  auch  die  in  dem  Treutlein'schen  Abdrucke 
nicht  vorhandenen  Nummern  97 — 113  aus  der  Handschrift  Cod.  Dresd.  C.  80 
mit  aufgenommen ,  so  dass  dadurch  eine  vollständige  Ausgabe  der  interessan- 
ten Schrift  vorliegt.  Leider  hat  diese  Handschrift  den  werthvollsten  Theil 
des  Werkes,  die  Beweise  in  allgemeinen  Zahlzeichen,  weggelassen  und  liefert 
nur  zu  jedem  Satze  die  in  unserer  Ausgabe  mit  Verbi  gratia  eingeleiteten 
Beispiele.  Jedenfalls  hat  man  aber  doch  einen  üeberblick  über  den  Gesammt- 
umfang  des  Werkes,  das  selbst  einige  Gleichungen  des  dritten  Grades  ein- 
schliesst. 

Was  nun  die  folgenden  Seiten  betrifft,  so  habe  ich  mir  erlaubt,  nach 
heutiger  Schreibweise  qiMe,  aeqmlis  u.  dergl.  statt  ^ue,  equälis  etc.  drucken 
zu  lassen;  ich  habe  auch  additio  u.  A.  und  nicht,  wie  die  Handschriften, 
addicio  u.  s.  w.  mir  zu  setzen  erlaubt;  ich  glaubte  so  dem  Verständniss  des 
so  wie  so  nicht  gerade  leicht  lesbaren  Textes  zu  Hilfe  zu  kommen.  Die 
Interpunktion  habe  ich  nach  neueren  Grundsätzen  gehandhabt  und  lieber 
einmal  ein  Komma  zuviel  gesetzt,  als  durch  Auslassung  eines  solchen  Zwei- 
deutigkeit zu  erregen.  Die  üebersetzung  in  das  Mathematische  ist  derart 
bewirkt,  dass  die  Sätze  in  solcher  Fassung  gegeben  sind,  wie  man  dieselben 
heute  aussprechen  würde.  Die  Bedingungen  sind  dann  in  Gleichungen  ge- 
fasst,  und  diese  nach  den  von  Jordanus  vorgeschriebenen  Operationen 
aufgelöst  worden,  was  nicht  überall  gerade  leicht  war,  besonders  da,  wo 
die  fehlende  Interpunktion  zu  Zweifeln  Anlass  gab.  Ich  glaube  überall  den 
Sinn  des  Autors  richtig  aufgefasst  zu  haben.  An  einigen  Stellen  ergab 
das  Nachrechnen  auch  augenfällige  Emendationen  des  überlieferten  Textes. 
Diese  anzudeuten  habe  ich  unterlassen.  Die  jedem  Paragraphen  beigegebenen 
Beispiele  sind  nicht  in  extenso  durchgerechnet,  sondern  nur  angegeben  worden, 
welche  Werthe  ftlr  die  allgemeinen  Zahlen  einzusetzen  sind ,  um  der  Beihe 
nach  die  dem  Beispiele  entsprechenden  Zahlen  zu  erhalten. 

Thorn,  21.  Januar  1890. 
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lordani  Nemorarii  de  Numeris  Datis  Liber  I. 

Nameras  datus  est,  cuias  qaantitas  nota  est. 

Nameras  ad  aliam  datas  est,  cam  ipsius  ad  aliam  est  proportio  data. 
Data  est  aatem  proportio,  cam  ipsias  denominatio  est  cognita. 
Proportio  ist  hier  das,  was  sp&ter  ratio ,  Verhältniss  heisst;   unser  Begriff 
Proportion  wird  im  Mittelalter  durch  Proportionälitiu  gegeben. 
Denominatio  =  Exponent  des  Verhältnisses. 

I.  Si  nameras  datas  in  dao  diaidatur,  qaoram  differentia 
data,  erit  atramqae  eoram  datam. 

Quia  enim  minor  portio  et  differentia  fEiciunt  maiorem,  tanc  minor 
portio  cum  sibi  aequali  et  cum  differentia  facit  totnm.  Sablata  ergo  diffe« 
rentia  de  toto  remanebit  duplum  minoris  datam;  quo  diaiso  erit  minor 
portio  data,  sicat  et  maior. 

Verbi  gratia  X  diaidatur  in  dao,  qaoram  differentia  duo;  quae  si 
auferantur  de  X ,  relinqaentur  octo ,  caias  medietas  est  qaataor ,  et  ipse  est 
minor  portio,  altera  sex. 

L  Aus  der  Summe  und  Differenz  zweier  Zahlen  lassen  sich  die 

Zahlen  selbst  bestimmen. 

Gegebene  Gleichungen: 

a;  +  y  =  «,    x-y^d 

Aus  dem  Begriff  der  Differenz  folgt  y+d  =  a;,  also  ist  %y-¥d^x  +  y=h 
daher  ty  =  8-d^  !/  =  i(«  — ^)t  x=^8  —  y.  Man  beachte  die  Eigenthümlichkeit, 
dass  J.  fast  ausnahmslos  die  kleinere  Zahl  zuerst  sucht. 

Beispiel:  «  =  10,  d  =  2;   22^  =  8,  i/  =  4,  «-6. 

II.  Si  numerus  datus  diaidatur  per  quotlibet,  quorum  con- 
tinuae  differentiae  datae  fuerint,  qnodlibet  eornm  datam  erit 

Datus  nameras  sit  a,  qai  diaidatur  in  &,  o,  d,  ß,  sitqne  e  minimus. 
Et  quia  eorum  continuae  sunt  differentiae  datae,  singulorum  ad  e  datae 
erunt  differentiae.  Sit  igitur  f  differentia  &  ad  6,  et  ^,  ^  differentiae  c 
ad  e  et  d  ad  e ;  et  quia  e  cum  singulis  illorum  facit  singula  ietorum ,  mani- 
festum est,  quod  triplum  e  cum  fgh  facit  illos  tres.  Quadruplum  ergo  t 
cum  fgh  facit  a.  Hiis  ergo  demptis  de  a  remanebit  quadruplum  e  daianif 
quare  e  datum  erit,  et  per  additionom  differentiaram  erunt  reliqua  data. 

Hoc  opus  est  Verbi  gratia  diuidatur  XL  per  qnatuor  quorum  per 
ordinem  differentiae  IUI,  III,  duo.  Differentia  ergo  primi  ad  ultimum  IX, 
et  secundi  ad  illum  V,  et  tertii  ad  eum  duo,  quae  simul  faciunt  XVI. 
Quibus  demptis  de  XL  remanebunt  XXIIII,  quorum  quarta  est  VI,  et  boc 
erit  minimus  quatuor.  Additis  autem  IX,  V  et  duobus  prouenient  caeteri 
tres  VIII,  XI,  XV. 

II.  Kennt  man  die  Summe  einer  beliebigenMenge  Ton  Zahlen  aod 
die  Differenzen  je  zweier  aufeinander  folgenden,  so  kann  man  sämmt- 
liohe  Zahlen  einzeln  bestimmen. 

Die  von  Jordanus  für  vier  Zahlen  gegebene  LOsung  l&sst  sich  leicht,  wie 

folgt,  verallgemeinem.  f^  r^r^n 

Uigitized  by  VjiJiJV  iv^ 


Commentar  z.  d.  „Tractatas  de  Nnmeris  Datis"  d.  Jordanus  Nemorarias. 

Gegebene  Oleiohangen: 

aj|  —  a^i  =  <i| » 


Xa  — 1  —  «n  =  d«  —  1. 

Man  erh&lt  leioht: 

a?»  —  I  ^  Xn  =^  dn  ~  \  ^  9n^\  i 

Xm^2  -  Xn  =  dm^\  +  dn  -2=  8n''2^ 

Xa  -3  — il5n  =  ^ii— 2  +  da  —  i  =  ^»-3» 


jt^  —  jCn  =  ^8  +  <2|  =  ^1» 
«j  —  iCn  =  ^,  -I-  d,  =  ^1 . 

Aleo  darch  Addition  dieser  Gleichangen: 

a?i+«fH +  «ii-i-(n-l)a;ii  =  *i-»-*t +  ••■-»- ^n-i. 

Folglich  ist  auch,  wenn  Xn-Xn  =  0  addirt  wird; 

.  ,  ,  a-na:n  — *,  +  *t  +  '  •  +  *n-i 

nnd  daher 

a-(a|  +  a,  +  *a+  ••.  +  *i.-i) 

Xn  = • 

n 
Also  sind  durch  Addition  von  9|,  d^,  ...,  ^n-i  anch  die  fibrigen  Zahlen  ge- 
geben. 

Beispiel:  n  =  4,  a  =  40,  (2i=4,  dt  =  8»  ^«  =  2.    Es  ist  dann  der  Reihe  nach 

*,  =  9,    «1  =  6,   *a  =  2,    also   a:^  =  — ji?  =  6;    «,  =  6-1-2  =  8,  «i  =  6-1-6  =  11, 
a;i  =  6-f-9=16. 

III.  Dato  numero  per  dao  diniso  si,  qnod  ex  ductu  unius 
in  alternm  producitur,  datum  faerit,  et  utrnmqne  eoram  datum 
esse  necesse  est. 

Sit  numerus  datus  ahc  diuisua  in  ah  et  c,  atque  ex  a&  in  c  fiat  d 
datus,  itemque  ex  abc  in  8e  fiat  e.  Sumatnr  itaque  quadraplum  d,  qui 
fit  f^  quo  dempto  de  e  remaneat  g^  et  ipse  erit  quadratum  differentiae  ah 
ad  c.  Extrahatur  ergo  radix  ex  g^  et  sit  A,  eritque  h  differentia  ad  ad  c, 
cumque  sie  h  datum,  erit  et  c  et  a&  datum. 

Huius  operatio  facile  constabit  hoc  modo.  Verbi  gratia  sit  X  diuisus 
in  numeros  duos,  atque  ex  ductu  unius  eorum  in  alium  fiat  XXI;  cuius 
quadrnplum,  et  ipsum  est  LXXXIIII,  tollatur  de  quadrato  X,  hoc  est  C, 
et  remanent  XVI,  cuius  radix  extrahatur,  quae  erit  quatuor,  et  ipse  est 
differentia.  Ipsa  tollatur  de  X  et  reliqnum,  quod  est  VI,  dimidietur,  erit- 
que medietas  III ,  et  ipse  est  minor  portio  et  maior  VII. 

IIL   Aus  Summe  und  Product  zweier  Zahlen    lassen   sich   beide 

Zahlen  bestimmen. 

Gegebene  Gleichungen: 

a:  +  y  =  «,    xy  =  d. 

J.  findet  der  Reihe  nach  (a;-|-y)»  =  «'  =  e;  4xy  =  4d  =  f;  c  — /=^  =  (a: -y)». 
x  —  y=^Yg-h\  also  nach  1  2y  =  «  -ä  u.  s.  w. 

Beispiel:  s  =  10 ,  d  =  2 1.  Man  erh&lt  flf  =  100  -  84  =  16,  also  ä  =  4:  y  =  ^O^ftalp 
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IV.  Si  numerus  datus  fuerit  in  duo  diuisus,  qnoram  qua- 
drata  pariter  accepta  sint  data,  erit  utrumque  datum  modo 
praemisso. 

Si  enim  g^  scilicet  quadrata  coniuncta,  fuerit  notus,  erit  et  e  notos, 
qui  est  duplum  unius  in  alterum,  subtrahendo  quadrata  partium  coDinncta 
de  quadrato  totius  nnmeri;  subtractoque  e  de  g  remanebit  hf  quadratam 
differentiae,  cuius  radix  eztracta  l  sie  nota;  erunt  omnia  data. 

Opus  idem.  Diuisas  quippe  sit  X  in  duo,  quornm  quadrata  sint  LVIII; 
quo  de  C  remanebunt  XLII,  quibus  demptis  de  LYIII  remanebunt  XVI, 
radix  cuius  est  im,  et  ipsa  est  differentia  portionum,  quae  fient  VII  et  HI, 
ut  prius. 

IV.  Desgleichen  aus  der  Summe  der  Zahlen  und  der  Summe  ihrei 
Quadrate. 

Gegebene  Gleichungen: 

x  +  y  =  $,    x*  +  y^-g, 

J.  ffihrt  die  Aufgabe  auf  die  vorige  zurück.    Es  ist  nämlich 
und  daher  (x-hyy-(x^  +  y^)=^'g  =  2xy  =  e 

{x-yyz=2g^^  =  h;    X'y  =  yh  =  l, 
und  also  nach  I  Alles  bekannt. 

Beiapid:  5  =  10,  p  =  68;  also  c  =  42,  Ä  =  16,  Z  =  4;  die  Zahlen  daher  wieder 
7  und  8. 

y.  Si  numerus  in  duo  diuidatur,  quorum  differentia  data, 
atque  qui  ex  ductu  unius  in  reliquum  prouenerit  numerus  datos, 
numerum  quoque  diuisum  datum  esse  conueniet. 

Maneat  superior  dispositio,  et  2,  di£Eerentia  portionum,  sit  datus,  et 
similiter  d,  qui  est  productus  ex  eis,  cuius  duplum  est  e,  Sed  eie  dapli- 
cato  addatur  ^,  qui  est  quadratum  differentiae,  et  compositus  sit  /*,  qui 
erit  ex  decima  septima  Arismeticae  Jordani  quadratus  ahc  ei  datus,  quare 
et  ahc  datus  est. 

Verbi  gratia  differentia  portionum  sit  VI,  et  ex  ipsis  proueniat  XVI, 
cuius  duplum  XXXII,  illius  quoque  duplum  LXIIII.  Hu ic  addatur  XXXVI, 
scilicet  quadratum  YI,  et  fient  C,  cuius  radix  extracta  erit  X,  numem 
diuisus  in  VIII  et  dao. 

V.  Aus  der  Differenz  zweier  Zahlen  und  ihrem  Producte  kann  man 

die  Summe  derselben  und  die  Zahlen  einzeln  finden. 

Gegebene  Gleichungen: 

aj-y  =  Z,    xy=^d. 

Der  Reihe  nach  werden  gefunden  2xy  =  2d  =  e,  (a;  — ^)'  =  2*  =  A  und  danai 
(x  +  yy  =  h'i-2e  =  f,  x-hy  =  yf.  Da  so  die  Summe  bekannt  ist,  kennt  man  nach  1 
auch  die  Zahlen  einzeln. 

Beispiel:  Z  =  6,  d  =  16;  also  4d  =  2e  =  64;  Ä  =  36, /"zrlOO;  «  +  y  =  10,  ä=8, 
!/  =  2. 

Die  aus  der  Arithmetik  des  Jordanus  (Buch  I)  angezogene  Stelle  lautet: 
Si  numerus  in  duo  diuidatur,  quod  fit  ex  toto  in  se,  aequum  est  ei,  guod  ß  «r 
ductu  unius  pcvrtis  in  aliud  quater,  cum  eo,  quod  ß  ex  differentia  in  se. 
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VI.  Si  vero  differentia  data  fuerit  et  qnadrata  eorum  con- 
innctim  data,  numerus  etiam  totus  datus  erit. 

Quadrata  eorum  coniuncta  erant  g^  qui  sit  datus;  de  quo  toUatur  h, 
quadratus  differentiae ,  similiter  datus,  et  remanebit  e  datus,  qui  est  duplas 
unius  in  alternm,  additoque  e  ad  ^  fiet  /,  quadratus  totius;  extracta  ergo 
radice  f  erit  totus  ahc  datus. 

Yerbi  gratia  LXVIII  sint  duo  quadrata,  a  quibus  tollantur  XXXVI, 
qni  est  quadratus  differentiae ,  et  remanebunt  XXXII ,  qui  est  duplum  uniug 
in  alterum.  Coniunctis  itaque  LXVIII  et  XXXII  prouenient  C.  Huius  radix 
est  X,  et  ipse  erat  diuisus  in  VIII  et  duo. 

VI.  Desgleichen  aus  der  Differenz  der  Zahlen  und  der  Summe 
ihrer  Quadrate. 

Gegebene  Gleichungen: 

J.  bildet  folgeweise:  (a;-y)«=P  =  Ä;  2ajy  =  ^-Ä  =  e;  (a:  +  y)»  =  c -f ^f  = /*; 
x  +  yz=iyf^  also  auch  nach  1  x  und  y  gegeben. 

Beispiel:  ^  =  68,  Z  =  6;  ä  =  36,  «  =  32,  /"slOO,  aUo  a?H-y  =  10;  aj  =  8,  y  =  2. 

Vn.  Si^iuidatur  numerus  in  duo,  quorum  alterum  tantum 
datum,  ex  non  dato  antem  in  se  et  in  datum  prouenerit  numerus 
datus,  erit  et  numerus,  qui  diuisus  fuerat,  datus. 

Sit  numerus  diuisus  in  a  et  in  &,  sitque  h  datus  atque  ex  a  in  se  et 
in  &,  hoc  est  in  totum  a&,  proueniat  d,  qui  sit  datus.  Addatur  autem  e 
ad  a&,  et  ipse  sit  aequalis  a,  ut  sit  totus  ahe  diuisus  in  ah  et  c.  Quia 
igitur  ex  ah  in  c  fit  d  datus,  atque  differentia  ah  ad  c,  scilicet  &,  est 
datus,  erit  ad  et  c  datus,  similiter  et  a  et  ah. 

Huius  operatio  est.  Verbi  gratia  sit  VI  unum  diuidentium,  et  ex 
reliquo  in  se  et  in  VI  fiantXL,  quorum  duplum,  id  estLXXX,  duplicetur, 
et  erunt  CLX,  quibus  addatur  quadratum  VI,  hoc  est  XXXVI,  et  fient 
CXCVI,  cuius  radix  est  XIIII,  de  quo  sublatis  VI  et  reliquo  mediato 
fient  IUI ,  qui  est  reliquum ,  eritque  totus  diuisus  X ,  coniunctis  Uli  et  VI. 

VII.   Addirt  man  zu  einer  unbekannten  Zahl  eine  bekannte  und 

multiplicirt  dann  die  Summe  mit  der  unbekannten  Zahl,   so  ist  die 

letztere  bestimmbar,  wenn  derWerth  des  Productes  bekannt  ist. 

Gegebene  Gleichung:  ^       ,^         _ 

(a;  -f  o)  a;  =  a. 

J.  bildet  noch  die  Gleichung: 

er  kennt  also  jetzt  die  Differenz  der  beiden  Factoren  und  ihr  Product,  und  hat 
daher  nur  V  anzuwenden,  um  a;-f  &  und  x  zu  bestimmen. 

Beispiel:  6  =  6,  cJ  =  40.  J.  erhalt  also  Ä(a;  +  6)=40;  4a:«  +  24a:  =  160, 
4 ic*  + 24a? +  36  =  (2a? +  6)«  =  196;   2a?  +  6  =  14,  2aj  =  8,  a?  =  4,  aj-|-6  =  10. 

Die  Dresdner  Handschrift  Db.  86  hat  hier  zu  dem  Lehrsatze  folgende  Band- 
bexnerkung:  ünde  patet,  quod,  si  id,  quod  ß  ex  numero  in  f^e  et  in  numerum 
datum,  fuerit  totum  datum,  erit  et  üle  numerus  datus,  f^ r^r^r^r> 
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Yin.  Si  namerus  datus  in  duo  diaidatnr,  et  ex  dnctu  totius 
in  differentiam  et  minoris  diuidentium  in  se  proaenerit  nv- 
meras  datus,  erit  et  utrnmque  illornm  datum. 

lUa  enim  coniuncta  sunt  tamqnam  quadratum  maioris  numeri  ex  decima 
octava  Arismeticae ;  extracta  igitur  radice  illius  habebis  maius  dioidentiiim 
et  ita  reliquum. 

Verbi  gratia  diuidatur  X  in  duo,  et  ex  duetu  ipsius  in  dififerentiam  et 
minoris  portionis  in  se  fiant  LXIIIl;  radix  cnios  estVIU,  qni  erit  maior 
portio,  et  duo  minor. 

VIII.  Wenn  aasser  der  Summe  das  Produot  derselben  in  die 
Differenz  der  Zahlen  plus  dem  Quadrate  der  kleinern  Zahl  gegeben 
ist,  80  kennt  man  beide  Zahlen. 

Gegebene  Gleichungen: 

Die  zweite  Gleichung  ist  identisch  mit  der  folgenden:  x^=^b^  also  ist  x=.Yh,  und 
daher  auch  y  bekannt. 

Beispiel:  s  =  10,  &  =  64.  Man  findet  also  ohne  Weiteres  d;  =  8,  y=2.  Der 
auB  der  Arithmetik  des  Jordanus  angezogene  Satz  lautet  dort:  Quod  fit  ex  tmnore 
diuidentium  in  se  cum  eo,  quod  fit  ex  toto  in  eorum  differentiam,  tantum  est, 
quantum  quod  fit  ex  maiore  eorundem  per  se  mültiplicato, 

IX.  Si  vero  ex  duetu  totius  in  differentiam  et  maioris 
diuidentium  in  se  fiat  numerus  datus,  utrnmque  etiam  da- 
tum erit* 

Esto  ah  diuisus  in  a  et  in  &,  quorum  differentia  c,  atque  ex  ab  in  e 
fiat  (2,  et  ex  a,  qui  est  maior,  in  se  fiat  e,  eritque  totus  de  datus;  sed 
et  ab  in  se  faciat  /*,  quare  totus  de  ei  f  datus  est.  Sed  quia  ahc  dnploä 
est  a,  erit  df^  quod  fit  ex  ah  in  duplum  a.  Erit  ergo  df,  quod  fit  ex 
duplo  ah  in  a,  sie  igitur  (Je/' erit,  quod  prouenit  ex  a  in  se  et  in  dnplum  ah, 
cumque  def  datum  sit  et  duplum  ab,  erit  et  a  datus**  et  ideo  h. 

Verbi  gratia  X  in  differentiam  portionum  et  maior  portio  in  se  faciant 
LVl,  quibus  iungantur  C,  et  erunt  CLVI,  quorum  duplum,  hoc  est  CCCXIIt 
duplicetur  et  fient  DCXXIllI;  quibus  addatur  quadratum  XX,  qui  est 
duplum  X,  et  fient  M  et  XXIIII;  huius  radix  XXXII,  de  quo  tollaturXI. 
et  remanebunt  XII ,  cuius  dimidium  est  VI ,  et  ipse  est  maior  portionum  X, 
et  reliqua  est  IUI. 


*  Hier  hat  die  Handschrift  Db.  86  folgende  Randbemerkung:  JSx  nona  ueundi 
Euclidis  in  numeris  patet,  quod  si  numerus  in  se  et  in  alium  ducatur,  ut  &  in  se 
et  in  h,  quadratum  totius  producti  cum  quadrato  b  est  numerus  quadratus,  cui^ 
radix  est  h  et  duplum  a.  Item  patet  ex  nona  et  dedma  septima  primi  Arismäicae 
lordani,  et  per  hoc  verificatur  huius  operis  executio  et  veritas,  et  muUarum  se- 
quentium, 

**  Hier  schiebt  die  Dresdner  Handschrift  die  Glosse  ein:  ex  corroOario 
septimae.    Siehe  oben  S.  9  Z.  1— 4  v.  u.  ^  t 
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IX.  Beide  Zahlen  sind  auch  bekannt,  wenn  ausser  der  Summe  das 
Prodnct  aus  Somme  and  Differenz  plus  dem  Quadrate  der  grösseren 
Zahl  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen  : 

a;-Hj/  =  8,    (x-^ y){x -  y)  +  x*  =  g. 
J.  geht  80  vor:  Es  ist  (a: -f  y)*  =  «*  = /;  f+g=^x^  +  2(x+y)x=a^  +  28X  =  x(x+28), 
also  ist  nach  VII  x  bekannt,  folglich  auch  y. 

Beispiel:  <  =  10,  ^  =  56;  /'+^=156,  also  die  zu  lösende  Gleichung 

aj(a;  +  20)  =  166. 
Nach  Vn  erhält  man  dann  4:c*  +  80x  =  624;  4a;' +  80a; +  400=  1024;  2a; +  20 
=32;  2a;  =12,  also  a;  =  6,  y  =  4. 

X.  Qaod  si  quadrata  diuidentium  ambo  cum  eo,  quod  ex 
toto  in  differentiam,  fecerint  numerum  datnm,  quamlibet 
eornm  datum  esse  necesse  est. 

Omnia  enim  haec  sunt  tamqaam  duplnm  quadrati  maioris  diuidentis. 
Dimidietur   itaque  et  dimidii  extrahatur  radix,   et  habebitnr  maior  portio. 

Verbi  gratia  diuiso  X  quadrata  portionam  et  quod  fit  ex  X  in  eorum 
differentiam  omnia  sint  XCVIIl,  cuius  medietas  est  XLIX,  cuius  radix  est 
VII,  et  ipse  est  mains  diaidens,  minor  vero  est  III. 

X.    Desgleichen,   wenn   ausser   der  Summe  die  Summe  der  Qua- 
drate plus  dem  Producte  aus  Summe  und  Differenz  gegeben  ist. 
Gegebene  Gleichungen: 

a;  +  y  =  «,    a;«  +  y*  +  (a;  +  y)(a;-y)  =  d. 

Die  zweite  Gleichung  ist  identisch  mit  2a;*  =  (2;  es  ist  also  x*==\d,  a;  =  ^'id, 
y=8-  x, 

BeUpiel:  a=ie,  d  =  98;  also  jc2  =  49,  und  folglich  a;=7,  2^  =  3. 

XL  Si  item  quod  fit  ex  toto  in  differentiam  cum  eo,  quod 
ex  uno  diuidentium  in  reliquum  producitur,  fuerit  datum, 
erant  singula  eorum  data. 

Cum  sit  autem  totum  ex  differentia  et  duplo  minoris  diuidentium  com- 
positum, tantum  erit  totum  in  se,  quantum  semel  in  differentiam  et  minor 
portio  hiis  in  duplum;  sed  minor  portio  in  totum  tantum  est,  quantum  in 
maiorem  et  in  se:  si  ergo,  quod  fit  ex  toto  in  differentiam  cum  eo^  quod 
ex  minore  diuidentium  in  reliquum,  toUantur  de  quadrato  totius,  remanebit, 
quod  fit  ex  minore  in  se  et  in  totum  datum.  Sic  ergo  ex  praemissis  et 
ipsnm  datum  erit  et  reliquum. 

Operis  executio.  Verbi  gratia,  quod  fit  ex  X  in  differentiam,  cum  eo, 
quod  ex  uno  diuidentium  in  alternm,  faciat  LXXXIX;  quo  sublato  de  C 
remanent  XI,  cuius  duplum  dupletur,  et  fient  XLIIII,  quae  cum  C  sunt  C 
et  XLIIII ,  quorum  radix  est  XII.  Huius  ad  X  differentia  est  duo ,  quorum 
medietas  est  unum,  et  ipse  minus  diuidens  et  maius  IX. 

XL  Desgleichen,  wenn  neben  der  Summe  dasProduct  aus  Summe 
nnd  Differenz  plus  dem  Producte  beider  Zahlen  gegeben  ist. 
Gegebene  Gleichungen: 

x  +  y  =  8,    (X'hy){x-y)  +  xy  =  d.  ^  t 
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Es  ist  «»-d  =  (a;+y)*-(«+y)(«-y)-iry  =  y*  +  y(«+y)  =  y*  +  «y,  folgliii 
hat  man  fElr  y  die  Gleichung  sn  lösen: 

y(y  +  «)  =  «*~^. 
Es  ist  also  nach  YII  y  bekannt,  daher  auch  x. 

Beispiel:  s=10,   d  =  89;  t^-d-U.    Also  ist  y(y+ 10)  =  11.     Daraos  fol^ 
nach  Vn  y  =  l,  05  =  9. 

XII.  Si  numero  dato  per  duo  diaiso  quadrata  ipsoram  cum 
quadrato  differentiae  fuerint  datae,    utrnmqae  eornm  datnin 

erit 

Detractis  siqaidem  omnibus  hiis  de  qnadrato  totius  remanebit  minus 
duplo  unins  in  alterum,  qnantam  est  quadratam  differentiae,  quare  minus 
duobus  qnadratis  diuidentium  duplum  eiasdem  quadrati;  minus  ergo  toto 
detracto  eins  triplum.  Cum  ergo  ipsum  residuum  de  detracto  sublaium 
fnerit,  reliqui  sumatur  tertia,  cuius  radix  erit  differentia  et  data;  omnia 
ergo  data. 

Verbi  gratia  diaiso  X  in  duo  sint  quadrata  eorum  cum  quadrato  dif- 
ferentiae LYI,  qui  tollatur  de  C,  et  remanebunt  XLIIII,  et  hie  auferatar 
de  LVI,  et  relinquuntur  XII,  quorum  tertia  est  IUI.  Huius  radix  est  duo, 
et  ipse  est  differentia  portionum.     Maior  itaque  erit  VI  et  minor  IUI. 

Xn.   Ebenso,  wenn  ausser  der  Summe  die  Summe  der  Quadrate 
der  Zahlen  plus  dem  Quadrate  ihrer  Differenz  gegeben  ist. 
Gegebene  Gleichungen: 

«  +  y  =«,    «*  +  y*  +  («-y)'=<l. 
Man  hat 

«*  -  d  =  (aj+y)«  -  Ä«  -  y«  -  (ä  -y)«  =  2xy  -  («-y)« 
und  daher 

2<J-s»  =  (a:-y)*  +  (a?-y)«+(a^-2«y  +  y»)  =  3(a?-y)«. 
Folglich  ist 

^^     (a;-y)«=:i(2(J-s«),    x-y=n(td^i^), 
also  X  und  y  bekannt 

Beispiel:  «  =  10,  d  =  66;  ««-dsU,  2d-s«=12,  daher  («-y)«  =  4,  a:  — y  =  « 
also  a;  =  6,  y  =  4. 

XIII.  Si  yero  qui  fit  ex  ductu  alterius  in  alterum  cum  qua- 
drato differentiae  fuerit  datum,  datum  erit  et  utrumqae  ip- 
sorum. 

Totum  duplicetur,  et  fient  tamquam  duo  quadrata  et  quadratum  diffe- 
rentiae, quae  quoniam  data  sunt,  data  sunt  etiam,  qnae  proponimus. 

Verbi  gratia  ductum  unius  in  alterum  cum  quadrato  differentiae  eint 
XXVni,  quae  duplata  faciunt  LVI,  quae  sunt  quadrata,  ut  snpra,  et  cae- 
tera eodem  modo. 

Xni.  Desgleichen,  wenn  die  Summe  und  das  Prodnct  der  Zahlen 
plus  dem  Quadrate  der  Differenz  gegeben  ist 

Gegebene  Gleichungen: 

x  +  y  =  8,    xy'\-{x-y)*  =  d. 

Man  findet  2d  =  2a;y-f 2a?«-4a?y-»-2y«  =  ««-l-y«  +  (a?-y)«,  und  damit  hat 
man  die  vorige  Aufgabe. 

Das  Beispiel  ist  ebenfalls  dasselbe.     Es  ist  s:=:10,  d=r28,  und  wiederum 
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XIV.  Si  nnmerns  datus  in  duo  dinidatur,  et  qnadrato  mi- 
noris  de  qaadraio  maioris  detracto  reliqnam  datnm  fuerit» 
ernnt  et  ipsa  data. 

Ulo  enim  noto  detracto  de  quadrato  totias  relinquitur  quadratam  mi- 
nori8  bis  et  qnod  fit  ez  ipso  in  reliqunm  bis.  Si  ipsam  igitur  dimidietar, 
proneniet  medietas :  qnadratum  minoris  semel  et  qnod  fit  ex  ipso  in  mains, 
et  boc  tantum  est^  qnantum  si  ducatur  totnm  in  minorem  portionem.  Di- 
nidatnr  ergo  per  totnm,  et  exibit  minns  dinidentinm. 

Modus  operationis.  Verbi  gratia  dinisns  sit  X  in  dno,  et  quadrato 
minoris  detracto  de  qnadrato  maioris  relinqaatnr  LXXX,  quod  minnit'XX 
de  C,  cuins  medietas  est  X;  qno  diuiso  per  X  exit  anum,  et  ipsnm  est 
minus  diuidentinm  et  maius  IX. 

XIV.  Ebenso,  wenn  ausser  der  Summe  die  Differenz  der  Quadrate 
gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen: 

J.  geht  80  vor:  Es  ist  «•-  d  =  2y*  +  2«y,  also  — - —  =  1/(0;+ y)  =  «y.     Daher  ist 
y  =  -^j-  und  x  =  8-y. 

Beitel:  s=10,  c2  =  80,  also  8*-d  =  20,  daher  y  =  l,  a;  =  9. 

XV.  Numero  dato  per  duo  diuiso  quadratis  eorumdem  dif- 
ferentia  addita  si  numernm  datum  fecerint,  singula  eorum 
data  erunt. 

Hoc  de  quadrata  totius  si  detractum  fuerit,  manifestum  est  relinqui 
minus  detracto ,  quantum  est  differentia  bis  cum  quadrato  ipsius;  quibus 
demptis  de  numero  relinquitur  quadratum  differentiae  cum  duplo  ipsius,  hoc 
est,  quod  fit  ex  ipso  in  se  et  in  binarinm,  qui  est  datus,  quare  et  diffe- 
rentia data  erit. 

Verbi  gratia  diuisus  sit  iterum  X  per  duo,  quorum  quadrata  addita 
differentia  fiant  LXII.  Ista  tollantur  de  C,  remanebunt  XXXVIII.  Haec 
si  auferantur  de  LXII,  relinquuntur  XXIIII,  qui  fit  ex  ductu  differentiae 
in  se  et  in  binarium.  Huius  ergo  dupletur  duplum  et  fient  XCVI ,  quibus 
addantnr  IUI,  quod  est  quadratum  binarii,  et  fiunt  C.  Huius  radix  est  X, 
de  quo  subtractis  duobns  reliqui  dimidium,  boc  est  IUI,  erit  differentia; 
sunt  ergo  dinidentia  VII  et  III. 

XV.  Desgleichen,  wenn  ausser  der  Summe  die  Summe  der  Qua- 
drate plus  der  Differenz  beider  Zahlen  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen: 

a;  +  y  =  «,    aj«  +  y«  +  a:-y  =  d. 
Man  findet  leicht: 

«•-d  =  rc*  +  2a?y  +  y«-«*-y«-(a;-y)  =  2a:f/-(a?-y), 
and  folglich 

2d  -  »«  =  (a?-y)«  -H  2(«-y)  =  (iB -y)(«-y+2). 
Pur  {x-y)  als  Unbekannte  ist  also  wieder  Satz  VE  anzuwenden.  r^^^^T^ 
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Beispiel:  8  =  10,  d  =  62;   also  s^-dsSd,  2d-s*  =  24.     Die  QleicbuDg  Ar 
x-y  heisBt  also:  (x-y)*  +  2(«~!/)  =  24. 

Aas  ihr  folgt  nach  J.:  4(«-y)«  +  8(a;-y)-|-4=100,  2(a:-y)  +  2  =  10,  2(«-y)  =  8, 
a?-y  =  4,  a;  =  7,  y-S. 

XVI.  Quod  si  addita  eodem  differentia  ei,  qnod  fit  ex  ano 
in  reliquum,  fuerit  datum,  datam  erit  singulum  eorum. 

Sit  ah  numeras  dinisos,  et  qnod  fit  ex  a  in  2»  addita  differentia  sitc, 
et  ipsam  duplicatum  sit  d,  qnadratnm  autem  totius  sit  e,  de  qno  delracto 
d  remaneat  /*.  Qui  si  fuerit  minor  d,  videatur  quanto,  quia  si  minor  qus- 
tuor,  differentia  erit  duo,  si  tribus,  differentia  erit  tria  vel  unum,  sed  hoc 
determinari  non  potest ;  non  vero ,  praeter  si  aequales  fuerint  d  et  f,  diffe- 
rentia erit  quatuor.  Si  vero  /'excedit  (2,  videatur  quanto,  sitque  g^  eritque  jf, 
quod  fit  ex  ductu  illius,  quo  differentia  excedit  dupium  binarii,  in  seetin 
illnd  dupium,*  quare  et  ipsum  datum  erit,**  et  tota  differentia  a  ad  6  data. 

Huius  operatio  es  huiusmodi.  Verbi  gratia  diuidatur  IX  in  duo,  et  ex 
ductu  unius  in  alterum  addita  differentia  fiant  XXI,  cuius  dupium,  quod 
est  XLII,  toUatur  de  LXXXI ,  et  remanebunt  XXXIX ,  quae  minuunt  in  de 
XLII.  Potest  ergo  esse  differentia  unum  et  III,  et  utrumque  contingii 
ünum  erit,  si  diuisus  fuerit  IX  in  V  et  IIII,  et  V  in  IIII  addito  ono 
faciunt  XXI;  tria  erunt  diuiso  IX  in  VI  et  III,  et  similiter  III  in  VI  ad* 
ditis  tribus  faciunt  XXI.  In  hoc  ergo  error  incidit.  —  Item  diuiso  aliter 
IX  proueniant  XIX,  cuius  dupium  XXXVIII.  Hoc  si  auferatur  de  LXIII, 
reliquentur  XLIII,  qui  illum  excedit  V.  Huius  dupium  dnpletnr,  et  finnt 
XX;  huic  quadratum  additur  IIII,  qui  est  dupium  duorum,  et  erunt  XXXVI, 
cuius  radix  VI,  de  quo  detracto  IIII  reliqui  dimidium  erit  unum,  et  hoc 
cum  IIII  facit  V,  et  ipse  est  differentia  portionum,  quae  sunt  VII  et  doo. 

XVI.  Ebenso,  wenn  die  Summe  zweier  Zahlen  und  ihr  Prodoct 
▼  ermehrt  um  ihre  Differenz  gegeben  sind. 

Gegebene  Gleichungen: 

x+y  =  8y    icy  +  a;  — y  =  c. 

J.  setzt:  (a;  +  y)«  =  s»=re,  2c  =  d,  e-d-f;  dann  ist  also 
UBd  daher  /=x«  +  y.-2(*-y) 
d -/"=  4  (rc-y) -(«-</)*. 

*  Hier  ist  in  Db.  86  folgende  Randbemerkung  gemacht:  5t  enim  fuerint  duo 
numeri  inaequales,  quadratum  maiofis  maius  est  muUiplice  eiusdem  a  minori  dt 
nominatume,  quantum  est,  quod  fit  ex  eorundem  differentia  in  se  ipsum  ä  w  Mi- 
norem ducta.  Sit  ab  maior  numerus,  aquo  subtrahatur  minor,  seüicet  a,  et  rdin- 
^tur  b  pro  differentia,  et  quadratum  totius  ab  sit  de;  a  quo  subtrahatur  mmi' 
tiplex  ab  detwminatum  ab  &,  quod  sit  d,  et  relinquatur  e.  Inde  ex  ductu  ab  i« 
se  ß  de,  et  ex  ductu  ab  in  a,  fit  d,  ergo,  quae  est  proportio  ab  ad  sl,  ea  est  de 
ad  d  per  septimam  secundi  Arismeticae.  Ergo  permutatim,  quae  est  ab  ad  de,  ea 
est  A  ad  d,  ergo  et  eadem  est  h  ad  e  per  quintam  secundi  Arismeticae,  Sed  ab  e«^ 
pars  de  denominata  ah  ipsa  ab,  ergo  b  est  pars  e  denominata  ab  eadcm,  Ergoa 
ductu  b  in  ab  fit  &,  ergo  e  ß  ex  ductu  b  in  se  et  in  a  per  dedmam  quofUm 
secundi  ^Arismeticae,  et  hoc  est  propositum. 

**  Hier  setzt  Db.  86  ein:  ex  eorollario  septimae.  ^  t 
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Hier  ist  zu  anteracheiden,  ob  d-f^^O  ist. 

1.  d  —  f=z  0;  dann  wäre  entweder  x  —  y—O  oder  «  ~  y  =  4.  Den  ersten  Werth 
beachtet  J.  nicht. 

8.  d—f^O;  dann  kann  offenbar  diese  Differenz,  damit  x  —  y  reell  nnd  ganz- 
zablig  bleibt,  nnr  die  Werthe  3,  4  annehmen,  denn  für  d  —  f=.l  ist  x  —  y  =^2 
±yS]  für  d-  f=^2:  x  — 2/  =  2+.K2  und  für  nicht  ganze  Werthe  von  d  — /"wird 
X  -  y  ebenfalls  irrational ,  für  d  -  f^  4  aber  imagin&r.  Diese  Fälle  lässt  J.  ausser 
Betrachtung,  doch  wohl,  weil  sie  irrationale  Werthe  ergeben. 

Für  d  —  fzrS  ist  ic  —  y  =  2  ±  1,  also  entweder  3  oder  1. 

Für  d-'f=4  ist  a;-y=r2,  da  dann  die  Gleichung  für  x-y  sich  auf 
xedndrt.  (a:_y).  +  4(a,-y)  +  4=0 

8.  d  —  /  <  0.    Jetzt  beisst  die  Gleichung  für  o;  -  y : 
(a;-y)«-4(a:-y)  =  /'-d, 
woraus  sich  in  gewohnter  Weise  nach  Vi!  x  —  y  ergiebt. 

Bei  d  —  f=S  fügt  J.  hinzu;  sed  hoc  determinari  nonpotest,  das  soll  jedenfalls 
heissen:  es  ist  nicht  zu  entscheiden,  welchen  der  beiden  Werthe  von  a;  — y,  3  oder 
1,  man  w&falen  mnss;  sie  sind  beide  zulässig. 

Beispiel  für  d  f>Oi  «  =  9,  c  =  21;  es  ist  d  —  f=^S^  also  a;-y  =  l  oder 
x-y  =  8. 

Für  den  ersten  Fall  ist  o;  =  6,  y  =  4,  und  es  ist  6.4  + 1  =21.  Für  den  zweiten 
Fall  ist  x^B,  y=^  3,  und  es  ist  6.3  +  8=21. 

Beiepiel  für  d  —  /  <  0:  «  ='  9,  c  =  19 ;  dann  ist  f'-d=b^  die  zn  lösende  Gleich- 

°°«*^^«o  (a:-y)«-4(:c-y)  =  6. 

Aus  ihr  folgt  nach  VII  rc  — y  =  5,  also  x^7f  y=  2,  und  es  ist  7.2  +  6=  19. 

XVII.  Dato  nnmero  in  duo  diuiso  si,  quod  fit  ex  uno  inre- 
liqunm,  per  differentiam  diuidatar,  et  quod  ozierit,  fuerit 
datum,  erit  et  utrumque  diuidentium  datnm. 

Quia  enim,  quod  fit  ex  uno  in  reliquum,  quater  continetnr  in  qna- 
drato  totius  minus  quadrato  differentiae,  erit,  ut  differentia  dncta  in  se  et 
in  quadruplum  dati  nameri  —  non  totius,  sed  secondarii  —  qui  exeat, 
faciat  qnadratum  nameri  diuisi,  data  ergo  erit  differentia.* 

Verbi  gratia  diuidatar  X  in  dao,  et  qaod  fit  ex  ano  in  reliquum, 
diaiso  per  differentiam  exeat  Xlf.  Huias  quadruplem  est  XLVIII;  dupli 
igitur  C  sumatur  duplum,  huic  addatur  quadratum  XLVIII,  quod  est  II. 
CCC  et  IUI,  et  fiant  Il.DCC  et  IUI,  cnius  radix  est  LH,  de  quo  sab- 
tracto  XLVIII  reliqui  medietas  est  duo,  et  ipse  est  differentia  portionum. 

XVn.  Die  einzelnen  Zahlen  sind  auch  bekannt,  wenn  ausser  der 
Summe  derselben  der  Quotient  aus  dem  Produote  der  Zahlen  durch 
ihre  Differenz  gegeben  ist 

Gegebene  Gleichungen :  xif 

^  x-y 

Es  ist  (x— y)"  +  4a;y  =  (a;+y)*  und  folglich 

(0?-  y){x  -  y  +  4c)  =  (a;  +  y)«  =  ««; 
also  ist  X6  -  y  nach  VH  gegeben,  folglich  auch  x  nnd  y. 

*  Hier  in  Db.  86  die  Bandbemerkung:  per  corollarium  septimae.  ^  t 
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Beüptel:  s=10,  c=12;  die  Gleichung  für  x-y  ist  also: 

(a;-y)«  +  48(a?-y)  =  100. 
Nach  Vn  hat  man  daher: 

4(a:-y)"+192(a;-y)-f 2304  =  2704;    2 («-y) +48  =  62,    ic-y  =  2, 
also  a;=6,  y  =  4.  .  . 

XYIII.  Si  vero  quadrata  eommdem  coniuncta  perdifferen- 
tiam  diuidantur,  et  quod  exierit  fuerit  datum,  et  eornm  qnod- 
libet  datum  erit. 

Sit  datus  namems  ah  diaisus  in  a  et  in  &,  quoram  quadrata  sint  c, 
et  differentia  eorum  d,  cuius  quadratum  e,  et  quadratum  totius  f,  Dioiso 
ergo  c  per  d  exeat  g^  cuius  duplum  fit  A2,  qui  erit  datos.  Et  quia  qna- 
drata  e  et  f  sunt  duplum  c,  erit|  utdinhl  faciat  ef.  Sic  autem  l  aequale  d, 
et  quia  Z  in  se  facit  e,  tunc  l  in  h  faciat  /*,  qui  est  notus;  et  quia  hl  eet 
notus,  erit  et  l  per  tertiam  hnius  et  h  datus,  sicque  d  et  omnia. 

Verbi  gratia  diuisus  sit  X  in  duo,  quorum  quadrata  diuisa  per  diffe- 
rentiam  reddant  XXVI.  Cuius  duplum  est  LH :  huius  quadratum  II .  DCC 
et  IUI.  Ab  hoc  tollatur  C  quater,  et  remanebunt  II.CCCIIII,  cuius  radix 
est  XLVni;  hie  detrahatur  a  LH,  et  reliqui  medietas,  quae  est  duo,  est 
differentia  portionum. 

XYIII.  Ebenso,  wenn  statt  des  vorigen  Quotienten  die  Summe  der 
Quadrate  dividirt  durch  die  Differenz  gegeben  ist. 
Gegebene  Gleichungen:  ^,  ,    • 

Es  sei  Ä^  +  y'-c,  x  —  y=idj  (a;— y)"=i«,  (a;-fy)*  =  /;  also  ^  =  -7-  E»  ist  aber 
6  +  /*=  2c  und  auch  2dg  =  2c.    Setzt  man  nun  4  =A  und  -j^h  bo  ist  2g zzh-\-l 

also  auch  <J(Ä+Z)  =  2c.    Nun  ist  aber  -3  =  — --^  =  d,  d.  h.  Z  =  d;  also  ist  aoch 

l{Ji'\-l)=i%c  und  daher  l.h^fy  denn  1.1=  e.    Man  kennt  aber  Z  +  A  =  2^,  also  ist 
nach  ÜI  l  und  h  einzeln  gegeben,  und  daher  auch  x  und  y. 

Beispiel:  a  =  10,  p=^26;  man  findet  Z.A  =  100,  2  +  ^  =  52,  daher  Z  =  2,  x=^ 
y  =  4. 

XIX.  Si  numerus  datus  in  duo  diuidatur,  unoque  eorum  per 
reliquum  diuiso  exierit  numerus  datus,  et  ipsa  data  esse  osten- 
detur. 

Diuidatur  a  per  &,  et  exeat  c  datum,  cui  addito  uno  fiat  d;  et  quia( 
in  c  facit  a,  et  c  in  d  faciat  ah.     Diuidatur  ergo  ah  per  d,   et  exibit  l. 

Verbi  gratia  diuidatur  X  in  duo ,  et  uno  diuiso  per  reliquum  fiat  Uli, 
cui  addito  uno  fient  Y,  per  quem  diuisus  X  faciat  duo,  qui  est  una  portio. 

XIX.  Desgleichen,  wenn  ausser  der  Summe  der  Quotient  beider 
Zahlen  gegeben  ist 

Gegebene  Gleichungen: 


y 
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Man  addire  m  GleichüDg  2  beiderseitig  1,  so  erhUt  man 

^^?^rr  c  +  l-d,  folglich  y=^* 
Beispiel:  <  =  10,  c  =  4;  es  ist  d  =  6,  also  i/  =  10 : 6  =  2,  x=iB, 

XX.  Qnod  si  utrumque  per  reliqaum  dinidatnr,  et  qnae 
exierint  coniunctim  datum  quid  fecerint,  erunt  et  ipsa  eimi- 
liter  data. 

Diaidatar  a  per  h  et  exeat  c,  et  h  per  a  et  prodeat  d,  singulae  etiam 
anitatee  addantur  c  et  d  et  fiant  e  et  f,  atqne  ex  a  in  b  fiat  g.  Quia  igitor 
ex  a  in  f  fit  ab,  atqne  &  in  e  facit  ah,  erit  e  ad  f  sicnt  a  ad  b,  qoare 
ef  vA  f  sicnt  a&  ad  &,  et  permutatim  ah  ad  ef  sicnt  h  eA  f.  Et  qnia  a 
in  5  et  in  f  facit  g  et  ab,  erit  ^  ad  a&  sicnt  h  sd  f^  qnare  ^  ad  ab  sicnt 
ab  ad  ef.  Qnadratnm  igitnr  ah  dinidatur  per  ef^  qnod  est  datnm,  et  exibit 
g  datnnu     Erit  ergo  et  a  et  b  datnm. 

Opns  ergo  brene.  Yerbi  gratia  dinidatnr  ergo  X  in  dno,  qnomm 
Qtrnmqne  per  reliqnnm  dinidatnr,  et  qnod  exeat  totnm  sit  dno  et  sexta; 
qnibns  addatnr  dno,  et  fient  Uli  et  sexta,  per  qnod  dinidatnr  C,  et  exibnnt 
XXIIII,  et  ipsnm  fit  ex  nna  portione  in  reliqnam.  Quater  ergo,  nt  solet, 
detrahatnr  de  C,  et  remanebnnt  IUI,  cnins  radix  est  dno,  et  ipse  est  difie- 
rentia  dinidentinm,  qnae  sunt  VI  et  IUI. 

XX.  Desgleichen,  wenn  die  Snmme  sweier  Zahlen  nnd  die  Snmme 
ans  ihrem  Qnotienten  nnd  dessen  reciprokem  Werthe  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen: 

y     * 
Gleichung  2  kann  man  schreiben 

^- + 1 +  ^  + 1  =  c-fl -l-cJ-l- 1  =  e  +  /- oder  ^^-1-?^  =  e-f/; 

d.h.        ^  ""  y        ^ 

also  va!t  xy  bekannt,  und  folglich  nach  III  o;  und  y. 

100 
Beispiel:  s=10,  e4-d  =  2^;  also  ist  ^y  =  — =  24,  folglich  a;  =  6,  y  =  4. 

XXL  Dato  nnmero  in  dno  diniso  si  secnndum  ntrnmqne 
eornm  qnilibet  numerus  datns  dinidatnr,  et  qnae  exieirint 
fecerint  nnmerum  datnm,  eornm  qnodlibet  datnm  erit. 

Cum  c  numerus  datns  per  a  et  b  dinidatnr,  et  exeat  coniunctim  de 
datnm,  itemmqne  c  per  ah  dinisus  reddat  f;  et  qnia,  qnod  fit  en  f  in. 
qoadratum  ah^  qnod  sit  ^,  est  qnantnm,  qnod  fit  ex  de  in  prodnctnm  ex 
a  in  b,  qnod  sit  h  —  prouenit  enim  utrobique  multiplex  numerus,  scilicet 
denominatns  ab  ah,  si  quis  snbtiliter  inspiciat  —  itemque  qnod  fit  ex  f 
in  g  est  qnantnm,  qnod  est  ex  ab  in  c:  ideo  ducatnr  ab  in  c,  et  prodnc- 
tum  dinidatnr  per  de,  et  exibit  h  datnm ,  qnare  et  a  et  b  datum  erit 

Yerbi  gratia  diuiso  X  in  dno  per  utrumque  dinidatnr  XL,  et  exeat 
XXV.  Ducatnr  autem  X  in  XL,  et  prodnctnm  dinidatur  per  XXV,  et 
exibit  XVI,  et  ipse  fiet  ex  uno  dinidentinm  in  reliqnnm,  nt  ex  II  in  VIIL 
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XXI.  DesgleicheD,  wenn  ausser  der  Samme  die  Sainme  der  Quo- 
tienten gegeben  ist,  welche  durch  Division  einer  gegebenen  Zahl 
durch  jede  der  beiden  Unbekannten  entstehen. 

Gegebene  Gleichungen: 

J.  setst  =  /*,  (aj  +  y)*  =  ^,  xy  =  h,  dann  ist  einmal  fg  =  (d'\-e)h  nnd 

^     ^  es 

Beides  =  es,  also  ist  h  =   .       ;  da  also  xy  bekannt  ist,  hat  man  nach  U\  weiter 

zu  entwickeln. 

Beispiel:  s  =  10,  c  =  40,  d+c=:2ß;  man  findet  «.c  =  400,  also  ary  =  4.0-0  =  16, 

und  folglich  x=zS,  y  =  2. 

XXII.  8i  vero  ex  dnctu  unins  exeuntium  in  reiiqunm  pro- 
nenerit  aliquod  datum,  utrumque  eornm  datum  esse  conueniet. 

Fiat  enim  f  ex  d  in  e^  atque  ex  a  in  &  fiat  K  Quia  igitur  a  in  h 
et  d  fiunt  h  et  e,  erit  c  ad  ^  sicut  d  ad  &;  itemque  quia  ex  «  in  5  et  d 
fiunt  c  et  ft  erit  /*  ad  o  sicut  d  ad  2>  et  sicut  c  ad  h.  Si  ergo,  qnod  fit 
ex  c  in  se,  dioidatur  per  /*,  exibit  h. 

Verbi  gratia  diuiso  XL  per  portiones  X ,  et  uno  in  alind  ducto  fiant  C, 
per  qnod  si  diuidatur,  quod  fit  ex  XL  in  so,  exibit  XVI,  ut  prius. 

XXII.  Desgleichen,  wenn  jene  Quotienten  nicht  addirt,  sonderD 

miteinander  multiplicirt  eine  gegebene  Grösse  bilden. 

Gegebene  Gleichungen: . 

c     c      ^ 

c  c 

Ist  xy^'h  und  —  =^d.  also  dx  =  c,  so  muss  c:h=  d:y  sein;  ist  —  =  ^ 

also  ey  =  c  und  de=:f^  so  ist  /:c  =  <2:y,  also  auch  =c:Ä;  folglich  ist  h  —  xy-p 
daher  wieder  nach  ni  zu  rechnen. 

Hier  ist  so  recht  klar  zu  sehen,  welche  Umwege  J.  machen  muss,  om  za 
einem  Resultate  zu  kommen,  das  wir  ohne  Weiteres  hinschreiben  können,  narweil 
ihm  unsere  Operationszeichen  fehlen. 

40^ 
Beispiel:  «  =  10,   c  =  40,  /"=  100;  wie  in  Nr.  XXI  ist  xy  =  —  =  16,  also 

aj=:8,  y  =  2.  *^ 

XXIII.  Qnod  si  nnnm  eorom  per  reiiqunm  dinidatnr,  et 
quod  prouenerit,  datnm  fnerit,  singulnm  eornm  datum  erii 

Esto,  nt  prins,  qnod  c  diuidatur  per  a  et  &,  et  proneniant  d  et  e, 
atque  d  diuidatur  per  €,  et  exeat  f  datnm;  et  quia,  quod  fit  ex  a  in  (L 
est  qnantum  qnod  ex  &  in  e,  scilicet  c,  erit  a  ad  5  sicut  e  ad  d.  Diniso 
ergo  d  per  e  tantnm  erit,  qnantum  si  h  dinidatnr  per  a,  qnod  cum  daiam 
Sit,  palam,  qnod  omnia  data  esse  constat 

Verbi  gratia  diuiso  X  in  dno  per  utrumque  diuidatur  XL,  et  eoraiB) 
qnae  exierint,  nno  diniso  per  altemm  exeat  qnarta,  eront  ergo  portiones  X 
duo  et  Vm. 

XXm.  Desgleichen,  wenn  nicht  das^  Pureduct  der  Quotienten, 
sondern  der  Quotient  derselben  gegeben  ist. 
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Gegebene  Gleichungen: 

c      c       j, 

unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnung  ist  dxz=c  und  ey^iC  und 
folglich  x:y  :=  e:dy  also  ist  f=^  nnd  daher  nach  XIX  x  und  y  bekannt 

Beispiel:  «=10,  c  =  40,  /'=i^;  alo  a;  =  8,*y  =  2* 

XXIV.  Numero  dato  per  duo  diuieo  si  alterum  per  alternm 
diuidatur  et  illius,  qnod  ezierit,  quotalibet  pars  diuiso  ad- 
datur,  ut  totum  datum  Bit,  utrumque  eorum  datum  erit. 

Diaidatur  a  per  5,  et  quod  exierit  Bit  c,  cuius  medietas»  quae  Bit  d, 
addatur  a,  ut  fiat  ad  datum.  Perpende  igitur,  utrum  sit  maiuB  ah  an  adj 
sitque,  ut  ah\  et  maiori  superaddatur  tota  pars  unius,  quota  pars  c  addi- 
tur  a,  ut  a^e,  sitque  e  dimidium  unius.  Quia  igitur  d  in  5  bis  facit  a, 
et  in  e  bis  facit  &e  ipsum,  erit,  ut  in  ah  bis  ductum  faciat  totum  ad. 
Posito  ergo,  quod  g  sit  differentia  ahe  super  ad^  itaque  d  bis  in  se  et 
in  ff  facit  ad^  semel  ergo  ductum  in  se  et  in  g  faciet  dimidium  ad^  quod 
cum  Bit  datum >  etiam  g  datum  erit  et  d  et  a  datum.  Quod  si  ad  maius 
fuerit,  et  tunc  5  in  se  et  in  ^  faciet  dimidium  ah^  et  ita  ßimiliter  diffe- 
rentia erit  nota.  Si  vero  ad  et  ah  sunt  aequalia,  erit,  ut  &  in  se  et  in 
dimidium  unius,  quod  est  e,  faciat  dimidium  ad^  et  sie  eadem  ratio  erit. 
Sciendum,  etiam  hoc  opus  triplex  contingere. 

Verbi  gratia  diuiso  X  in  duo  ponatur  alterum  per  alterum  diuidi,  et 
medietas  eins,  quod  prodierit,  addatur  diuiso,  ut  sit  totum  im  et  tertia, 
cuius  ad  X  et  dimidium  unius  differentia  est  VI  et  sexta.  Itaque  IUI  et 
tertia  dimidietur,  et  dimidium,  ut  eolet,  quadruplicetur ,  cui 'addatur,  quod 
fit  ex  VI  et  sexta  in  se»  et  erunt  XL  VI  et  duae  tertiae  et  trigesima  sexta; 
cuius  radix  est  VI  et  duae  tertiae  et  sexta.  Ab  hoc  tollantur  VI  et  sexta, 
et  relinquuntur  duae  tertiae ,  cuius  dimidium  tertia  est,  qua  sublata  de  IUI 
et  tertia  remanebunt  IUI,  et  ipse  est  altera  portionum. 

XXIV.  Kennt  man  ausser  der  Summe  zweier  Zahlen  noch  die 
Summe  aus  der  einen  und  einem  aliquoten  Theile  des  Quotienten 
beider  Zahlen,  so  sind  beide  Zahlen  bekannt. 

Gegebene  Gleichungen: 

Ä  +  y=»,    a;  +  ----^=Ä. 
n     y 

J.  setzt  n  =  2;  wir  werden,  seinen  Fussspuren  folgend,  die  allgemeine  Lösung 

geben. 

X  1 

I.Fall.    8>h.     Es  sei   —  =  d,  dann  ist  ny,d-x  und  —'nd  =  d,   also 

ny  ^  n  ' 

(y  4- —  )nd  =  a;-f  d.     Es  sei  femer  «  + Ä  =  ^,   so  ist  g-y-¥ d,   also 

g^d^yA — )   daher  {g  +  d)nd  =  x-\-d  =  h.    Folglich  ist  auch 

d(d  +  i?)  =  A. 
Da  g  bekannt  ist,  kennt  man  d  nach  VII. 
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n.  Fall.   «  <  Ä.    Setzt  man  jetzt  ä  -  «  H —  =  g,  so  erhält  man  g=^d-¥ y, 

^  +  y  =  dH--i^,  und  folglich  y{g  +  y)  ^^^-^^  =  ^(x-hy). 

Für  y  gilt  daher  die  Gleichung  y{y  -^  g)  =  —  i  wir  haben  also  wieder  8atz  VII. 

1    X 

in.  Fall.  8  =  h.  Dann  hat  man,  wenn  man  beiderseits  a;  wegl&ssi,  y=^ > 

also  anch  yH — =  — • — I — •    MultipHcirt  man  mit  y,  so  erh&lt  man  y(y  +— ) 

=  - — ^  =  — ,  hat  also  wieder  nach  VII  zn  rechnen, 
n         n 

Beispiel  ist  nur  zum  I.  Fall  vorhanden:  «  =  10,  n  =  2,  A  =  4^.    Man  fiodet 

g  =  ^.    Die  Gleichnng  für  d  ist  also 

Sie  giebt  d  =  l,  also  x  =  i,,  y  =  6. 

XXV.  Dato  numero  in  dao  diuiso  et  altere  diuidentinm  per 
datnm  nnmerum  mnltiplicato,  prodncto  quoque  per  alterum 
diuiso  si  eins,  qnod  exierit,  quotacumque  pars  prodncto  addita 
totum  fecerit  datnm,  singnla  data  esse  necesse  est 

IJt  si  a  per  c,  datnm  numemm,  maltiplicetnr  et  proneniat  d,  qni 
diuidatur  per  5,  et  exeat  e,  cnius  pars  quotalibet  sit  f,  qnae  addatnr  d,  ut 
fiat  df  nnmems  datns,  qni  totus  diuidatur  per  c,  et  prodeat  gh,  fitqne  g 
aequalis  a,  eritque  h^  qni  multiplicatus  per  c  faciat  /*;  et  qnia  c  ad  (  sicut 
«  ad  a,  et  qnia  c  in  A  facit  /)  erit,  ut  5  in  ^  faciat  totam  partem  a,  qni 
sit  t,  qnota  pars  f  est  e,  et  quia  totum  gh  datum,  erit  et  ahj  et  ob  hoc 
a  ei  h  datnm. 

Verbi  gratia  diuidatur  X  in  duo ,  quornm  alternm  per  V  mnltiplicetnr 
et  prodncto  per  reliquum  diuiso  medietas  eins,  quod  exierit,  eidem  prodncto 
addatnr,  ut  sit  totnm  L;  qnod  diuidatur  per  V,  et  exibnnt  X,  restatqne 
nunc  opus  praemissae ,  ubi  incidit  aequalitas.  Medietas  igitur  X  quadrupli- 
cetnr,  et  fient  XX,  cni  addatnr  quadratnm  dimidii,  hoc  est  qnarta,  et 
erunt  XX  et  quarta,  cnius  radix  est  IUI  et  medietas  unius,  de  quo  snblato 
dimidio  et  reliqno  dimidiato  exibunt  dno,  et  ipse  est  unnm  dinidentinm. 

XXV.     Derselbe  Satz   wie  XXIV,   nur    dass    die   linke   Seite  von 
Gleichung  2  mit  einer  beliebigen  Zahl  multiplicirt  ist. 
Gegebene  Gleichungen: 

a;  +  y=:«,    cx-\- —  =  d-hf. 
ny  ' 

J.  dividirt  Gleichung  2  durch  c  und  erhält  dadurch 

aj  +  —  zug 
ny     ^ 

ist  also  damit  auf  XXIV  zurückgekommen. 

Beispiel:   s  =  10,  c  =  6,  n  =  2,  <!  +  /•=  60;  hier  ist  ^^=10.     Von  XXIV 

€ 

ist  also  der  8.  Fall  Torliegend;  die  Gleichung  für  y  wird  hier 
und  es  ist  daher  y  ^2,  x  =  B, 
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XXVL  3i  numerus  datns  in  dno  diuidatnr,  quae  per  eingulos 
datos  numeros  diuidantur,  et  quae  prouenerint  coniunctadatum 
nnmerum  constituunt,  quemlibet  eorum  datnm  esse  conueniet. 

Diuidatur  a  per  c  et  h  per  d  datos  numeros,  et  exeant  e  et  /*,  sitque 
f^datum,  maior  autem  nnmerorum  c  et  d  sit  c,  cujus  ad  d  differentia  sit^; 
dacatur  itaque  d  in  ef  et  fiet  nm^  ut  m  sit  aequalis  b,  sed  quo  nm  minus 
est  ad  sit  2.  Diuidaturque  l  per  g  et  ezibit  «  datum,  quia,  quota  pars  e 
est  a,  tota  pars  ^  est  2,  sed  hoc  est  secundum  e  —  quod  autem  sit  sie, 
nt  dizi,  patet  intuenti  — ,  quare  et  a  et  &  data.* 

Verbi  gratia,  ut  solet,  X  in  duo  secetur,  quorum  alter  um  diuidatur 
per  III  et  alterum  per  duo,  et  exeant  quatuor,  in  quae  ducantur  duo,  et 
fient  octo ,  et  reliqna  duo  de  X  diuidantar  per  unum ,  quod  est  differentia 
trium  ad  duo,  et  exeant  duo,  in  quae  ducantur  tria,  et  fient  VI,  quae  est 
una  portio. 

XXYI.    Ist  die  Summe  zweier  Zahlen  und  die  Samme  zweier  ali- 
quoter Theile  derselben  gegeben,  so  sind  beide  Zahlen  bekannt. 
Gegebene  tileichuneen: 

dx 
Es  ist hy  =  n  +  m,  wo  natürlich  n  =  ed,  m  =  fd  =  y  gesetzt  ist;  dies 

von  1.  subtr^irt,  giebt 

c—d  /.NT 

.  rc  =  «  —  (n  +  w)  =  «, 

c 

l*c 
und  es  ist  daher  x  =         , »  also  auch  y  bekannt. 
C  —  a 

Beispiel:    «  =  10,    cs=8,    <i  =  2,    e-f/'s=4;    man    erhslt    1^2,    und    also 

«=~  =  6,  y  =  4. 

XXVII.  Si  vero  alterum  in  alterum  ducatur,  fueritque  pro« 
dnctnm  datum,  omnia  data  esse  demonstrabitur. 

Ducatur  e  in  /*,  et  fiat  g  datum,  ducaturque  <;  in  ^  et  fiat  h^  qaod 
tantum  erit,  quantum  si  f  ducatar  in  productum  ex  c  in  e,  hoc  est  in  a. 
Ducatur  item  d  in  h  et  producatur  2,  quod  etiam  tantum  erit,  quantum 
si  a  ducatur  in  productum  ex  d  in  /*,  hoc  est  in  h\  quod  cum  datum,  erit 
et  a  et  2»  datum. 

Verbi  gratia  diuiso  ergo  X  in  duo  unumque  per  IUI,  alterum  per 
duo  partiatur,  et  quae  exierint  unum  ductum  in  alter  am  faciat  duo,  quae 
duo  multiplicentur  per  IUI  et  productum  per  duo,  et  exibunt  XVI,  et  ipse 
erit,  qui  fit  ex  ductu  unius  diuidentium  in  reliquum,  quae  ex  hoc  con- 
stabit  esse  VIII  et  duo. 


*  Hier  die  Randbemerkung  in  Db.  86:  Nota  et  corroUarium  ptilcrum,  8cüicet 
quod,  cum  sit  proportio  pHmi  ad  secundum  sictU  tertia  ad  quartum,  erit,  quae 
primi  ad  tertium,  ea  differentiae  inter  primum  et  secundum  ad  differentiam,  quae 
est  inier  tertium  et  quartum.  uigitized  by  vjUOQle 
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XXYII.  Ebenso,  wenn  nicht  die  Summe,  sondern  das  Product  der 
Quotienten  gegeben  ist. 
Gegebene  Gleichungen: 

J.  musB  folgenden  Umweg  machen.  Es  ist,  wenn  man  Gleichung  3  mit  c 
multiplicirt,  -^  =  e,g  =  h;  multiplicirt  man  wieder  mit  d,  so  hat  man  endlidi 
xy  =  d,h=-ly  daher  kennt  man  y  nach  UL 

Beispiel:  8  =  10,   c  =  4,    d  =  2,  ^  =  2;    es  ist  xy  =  16,   also  rr  =  8,  y  =  1 

XXVIII.  Dinidatar  alterum  per  alterum,  tunc  si  exierit 
quodcumque  datum,  omnia  data  esse  consequetar. 

Diaidatur  e  per  f  et  exeat  h  datum,  diuidatur  item  h  per  d  et  pro- 
deat  ky  et  k  multiplicetur  per  c,  et  fiet  l\  quia  igitar  f  in  h  facit  e,  etita 
h  in  k  faciet  e,  et  sie  &  in  2  producat  a.  Si  ergo  a  diuidatur  per  l, 
ezibit  ly  quod  cum  sit  datum,  erit  a  et  5  datum. 

Verbi  gratia  X  diuidatur  in  duo,  et  quarta  unius  diuidatur  per  dimi- 
dium  alterius,  et  exeat  tertia,  cuius  dimidium  quadruplicetur,  exibuntqu 
dnae  tertiae.  Diuidatur  ergO;  ut  solet,  X  per  unum  et  duas  tertias,  et 
prouenient  YI ,  et  ipse  est  una  portio  X. 

XXyni.  Desgleichen,  wenn  nicht  das  Product,  sondern  der  Quo- 
tient der  aliquoten  Theile  gegeben  ist. 
Gegebene  Gleichungen: 


X      hc 


*+!'  =  *•   T-d=*- 


Es  ist  —  =z  -3< ,  also  ist  X  und  y  nach  XIX  bekannt. 
yd 

hc 
Beispiel:  «  =  10,  c  =  4,  <J  =  2,  ä='J;  dann  ist  •t-  =  |.  »leo  «  =  4|  y  =  ^- 

XXIX.  Si  numerus  datus  in  duo  diuidatur  atque,  quod  fi: 
ex  toto  in  alterum,  aequale  sit  quadrato  alterius,  erit  utrom- 
que  datum  ad  proximnm. 

Sit,  nt  ex  ah  in  h  sit  quantum  ex  a  in  se;  et  quia,  quod  ex  a&  in  se, 
est  quantum,  quod  ex  a&  in  a  et  in  &,  erit  etiam,  quantum  quod  ex  a  ii 
se  et  in  a&,  cumque  sit  ah  datum,  et  a  et  h  datum. 

Verbi  gratia  X  diuidatur  in  duo  ita,  quod  X  in  alterum  fit,  qaaatozB 
reliquum  in  se.  Atque  X  in  se  facit  C,  cuius  dupli  duplum  snmator»  et 
erunt  CCCC;  huic  addatur,  ut  Eolet,  quadratum  X,  et  erunt  D,  coics 
extrahatur  radix  ad  proximum,  et  erit  XXII  et  tertia,  de  quo  tollator  X, 
et  reliqui  medietas  erit  VI  et  sexta,  et  ipsum  erit  maior  pordonom»  q«>e 
ducenda  est  in  se. 

XXIX.  Ebenso  näherungsweise,  sobald  ausser  der  Somme  der 
Zahlen  bekannt  ist,  dass  diese  mit  der  einen  Zahl  multiplicirtgleick 
dem  Quadrate  der  zweiten  ist. 

Gegebene  Gleichungen:  ^-^  , 

x  +  y  =  s,    y(ic  +  y)  =  i5«g,tizedbyCjOOgle 
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£b  ist  (x  +  y)*.=  a?  (ä  +  y)  4-  y  (ic  +  y) .  also  «•  =  «  ä  4-  «•.    Daher  erhält  man 

and  da  Vb  sich  nar  näherungsureise  bestimmen  lässt,  so  ist  auch  der  Werth  von  x 
DQf  n&herungsweise  za  finden  möglich. 

Beispiel:  «  =  10;  dann  ist  x  = •     Diese  VbÖÖ  bestimmt  J.  in  liem- 

lich  roher  Annäherung  zu  22^,*  wodurch  er  näherungsweise  x  =  6^  findet,  also 
y  =  3|.  Non  ist  10.8^  =  38|  und  (6i)*  =  38^,  d  h.  am  ^  zu  klein  Dass  übri- 
gens die  Aufgabe  nichts  Anderes  ist,  als  die  Theilung  einer  Linie  nach  dem  gol- 
denen Schnitte,  ist  unmittelbar  einleuchtend. 


*  ^500  =  22^  dürfte  folgendermassen  bestimmt  sein.     Nach  der  schon  den 

Griechen  bekannten  Formel  Va*  +  6  f>-^  a  + ;  hat  Jordanus  erhalten:  V^ 

za-h  1 

=  K484Tl6  ^  22^.    Nun  ist  statt  Ü  gesetzt  iJ  =  J,  also  ^6ÖÖ  fv)  22f  —  Einer 

Zuschrift  des  Herrn  Director  Dr.  üeilermann  in  Essen  entnehme  ich  die  Be- 

merkong,  dass  ybOO  =  22{  gerade  die  beiden  ersten  Glieder  umfasst,  welche  man 

erhält,  wenn  man  dieselbe  in  Sezagesimalbrüchen  entwickelt. 


(ForttetBwag  folet.) 
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Recensionen. 


Heber  die  geraden  Kegel  and  Cylinder,  welche  dnreh  gegebene  Pankte 
des  Baames  gehen  oder  gegebene  gerade  Linien  des  Banmes  be- 
rtthren.  Beilage  zum  Programm  der  thurgauischen  Cantonsschole  pro 
1887/88,  von  Dr.  A.  Eibfbr,  Conrector.     Franenfeld,  Hnber. 

Gegenstand  der  Schrift  ist  die  Stein er'scbe  Aufgabe:  „Welches  ist 
der  Ort  des  Mittelpunktes  der  geraden  Kegelflftcbe,  a)  welche  durch  iigend 
vier  oder  fünf  gegebene  Punkte  im  Baume  geht,  oder  b)  welche  irgend 
vier  oder  fünf  gegebene  Gerade  im  Baume  berührt?^ 

Für  a)  gegebene  „vier  Punkte"  wird  als  Ort  eine  Fläche  der  14.  Ord- 
nung, für  „fünf  Punkte '^  eine  Ourve  144.  Ordnung  gefunden,  und  durch 
sechs  Punkte  lassen  sich  noch  1888  gerade  Kegel  legen.  Diese  Resultate 
ergeben  sich  infolge  rein  geometrischer  Betrachtungen ,  welche  durch  Eleganz 
und  Einfachheit  ausgezeichnet  sind.  Besonderes  Interesse  verdienen  die 
möglichen  geraden  Ereiscylinder.  Zu  ihrer  Bestimmung  führt  der  Ort  ihrer 
unendlich  fernen  Spitzen,  nämlich  die  Sohnittcurve  obiger  JP^^  mit  der  un- 
endlich fernen  Ebene.  Diese  Ourve  zerfällt  in  die  zweifach  zählenden  Seiten 
des  Vierseits ,  welches  die  Ebenen  des  durch  die  gegebenen  vier  Punkte  be- 
stimmten Tetraeders  ausschneiden,  in  die  einfach  zählenden  Diagonalen 
jenes  Vierseits  und  in  eine  eigentliche  Ourve  dritter  Ordnung,  welche  die 
sechs  Ecken  des  Vierseits  enthält.  Nur  die  Punkte  dieser  Ourve  liefern 
nicht  zerfallende  Kreiscylinder,  so  dass  man  sagen  kann:  Die  Azen  der  ge- 
raden Kreiscylinder,  welche  durch  vier  gegebene  Punkte  gehen,  sind  zu  den 
Erzeugenden  eines  Kegels  der  dritten  Ordnung  parallel.  Femer  giebt  es 
sechs  Cylinder,  welche  durch  fünf  gegebene  Punkte  gehen,  und  deren  Axen 
sind  sechs  Erzeugenden  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  parallel. 

Für  b)  „vier,  fünf,  sechs  Gerade  wird  bez.  eine  Fläche  zwölfter  Ord- 
nung, eine  Ourve  96.  Ordnung  und  eine  Gruppe  von  576  Punkten  als  Ort 
der  Kegelspitzen  gefunden.  Die  Sohnittcurve  der  Fläche  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene  zerfällt  nicht  und  daher  findet  auch  keine  Beduction  der  Zahlen 
für  die  Rotationscylinder  statt 

Des  Weiteren  wird  noch  die  unter  a)  gefundene  Ourve  dritter  Ord- 
nung untersucht  Die  Resultate  lassen  sich  jedoch  nicht  in  Kürze  wieder- 
geben. 

Hannover.  i^^RoDBHBBBG. 
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Becensionen. 

Synthetische  Binteiliing  der  ebenen  Linien  m.  Ordnnng  von  Dr.  Moritz 
Baur^  Professor  am  Bealgymnasium  zu  Stuttgart.  Mit  24  Figuren 
im  Text  und  6  lith.  Tafeln.  Stuttgart,  Metzler.  1888. 
Newton  hat  ohne  Beweis  den  Satz  ausgesprochen,  dass  sSmmtliche 
Linien  III.  Ordnung  als  Centralprojectionen  von  fanf  derselben,  den  so- 
genannten divergirenden  Parabeln ,  angesehen  werden  können.  Der  Verfasser 
f&hrt  auf  Grund  rein  geometrischer  Betrachtungen  diesen  Beweis ,  setzt  dabei 
aber  die  Sätze  über  das  Auftreten  der  Wendepunkte  und  der  singulSren 
Punkte  als  bekannt  voraus.  Darch  Projiciren  der  Wendetangente  eines  stets 
Torhandenen  reellen  Wendepunktes  in  die  unendlich  ferne  Gerade  kann  jede 
der  Linien  III.  Ordnung  in  eine  divergirende  Parabel  übergeleitet  werden, 
und  es  fragt  sich  darnach  nur^  auf  wieviele  Formen  dieser  speciellen  Curven 
man  durch  das  angegebene  Verfahren  geführt  wird.  Dieser  Frage  wird, 
nach  MObius'  Vorgang,  durch  Untersuchung  der  sphärischen  Linien  III.  Ord- 
nung, d.  s.  die  Projectionen  der  ebenen  Curven  dieser  Art  auf  die  Eugel- 
fl&che  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  aus,  näher  getreten.  Es  ergeben  sich 
ftinf  wesentlich  voneinander  verschiedene  Formen ,  jeder  entspricht  eine  Form 
der  divergireuden  Parabel  oder,  wenn  man  will,  ein  Typus  der  ebenen  Curve 
III.  Ordnung.  Auf  den  beigegebenen  Tafeln  sind  alle  verschiedenen  Ge- 
stalten der  Linien  III.  Ordnung ,  welche  man  nach  ihrem  Verhalten  zur  un- 
endlich fernen  Geraden  und  den  möglichen  Singularitäten  unterscheidet,  in 
96  Figuren  dargestellt. 

Hannover.  C.  Rodenberg. 

Die  Theorie  der  ebenen  Gnrven  dritter  Ordnnng.    Auf  synthetisch -geo- 
metrischem Wege  abgeleitet  von  Dr.  Heinrioh  Schröter,  Professor 
der  Mathematik   an    der  Universität   zu  Breslau.     Leipzig,    B.  G. 
Teubner.     1888. 
Der  Gedanke  zur  Herausgabe  des  vorliegenden  Werkes,  welches  ganz 
im  Sinne  von  Steiner-Schr5ter*s  „Kegelschnitte^   abgefasst  ist,  wurde 
bei   dem  Verfasser   durch  den  Umstand   wachgerufen,  dass   in  allen  Lehr- 
büchern die  Curven  dritter  Ordnung  wesentlich  auf  analytischer  Grundlage 
behandelt  werden.     Nur  Cremona's  Werk  über  höhere  Curven  bildet  hier- 
von eine  Ausnahme,  aber  die  Curve  dritter  Ordnung  erscheint  mehr  als 
Beispiel  der  Anwendung  einer  allgemeinen  Theorie,  während  im  vorliegenden 
nur  Curven  dritter  Ordnung  behandelt  und  keine  Ausblicke  auf  eine  Ver- 
allgemeinerung abgeleiteter  Sätze  geboten  werden.   Hierdurch  mag  die  gegen- 
seitige Stellung  dieser  beiden  wichtigen  Werke  charakterisirt  sein. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  der  folgenden  Ueberlegnng.  Aehnlich,  wie 
zwei  perspective  Strahlenbüsohel  zu  einer  speciellen  Curve  zweiter  Ordnung, 
dem  Oeradenpaare,  führen  und  wie  man  durch  Aufhebung  der  Perspecti- 
vitftt  zn  einer  allgemeinen  Curve  gelangt,  mag  es  möglich  sein,   durch 
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Ausgang  von  einer  zerfallenden  Curve  dritter  Ordnung  zur  allgemeineB 
zu  gelangen.  Sei  dementsprechend  das  System  „Kegelschnitt  und  Gerade'' 
gegeben,  so  sind  zwei  Punkte  der  Geraden  conjugirt  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  y  wenn  jeder  auf  der  Polare  des  andern  liegt.  Werden  aber 
weiter  zwei  Punkte  des  Kegelschnittes  als  conjugirt  bezeichnet,  wenn  sie 
mit  dem  Pole  der  Geraden  auf  einem  Strahle  liegen,  so  ist  jedem  Punkte 
der  complexeu  Curve  ein  ganz  bestimmter  anderer  Curvenpunkt  conjugirt. 
Die  Curve  selbst  erscheint  als  Ort  solcher  Punkte  der  Ebene,  von  denen  aas 
drei  Paare  conjugirter  Punkte  durch  sechs  Strahlen  in  Involution  projicirt 
werden.  Durch  Aufsuchung  dieses  Ortes  (der  allgemeinen  Curve  dritter 
Ordnung)  für  drei  beliebig  gegebene  Punktepaare  wird  man  dann  sofort  zor 
einfachen  Construction  beliebig  vieler  neuer  Paare  geführt,  welche  vom  Ver- 
fasser im  5.  Bande  der  Mathem.  Aunalen,  S.  50,  gegeben  wurde.  Daran 
anschliessend  wird  die  Erzeugung  der  Curve  durch  zwei  projective  Strahlen- 
involutionen in  halbperspectiver  Lage  gegeben,  wodurch  eine  bessere  üeber- 
sicht  des  Verlaufs  der  Curve,  als  durch  die  erstere  discontinuirliche  Cob- 
struction  gewonnen  wird.  Auch  ergiebt  sich,  dass  die  Curve  von  jeder 
beliebigen  Geraden  in  drei  Punkten  getroffen  wird-,  was  früher  nur  fUr  die 
Verbindungslinie  eines  Paares  einleuchtete. 

Ein  Paar  conjugirter  Punkte  kann  als  zerfallende  Curve  zweiter  Ciasee 
aufgefasst  werden.  Durch  den  Nachweis»  dass  jedes  der  drei  die  Curve 
dritter  Ordnung  bestimmenden  Paare  durch  eine  allgemeine  Curve  zweiter 
C lasse  ersetzt  werden  kann,  erscheint  jene  als  Ort  aller  Punkte,  deren  drei 
Tangentenpaare  nach  drei  Kegelschnitten  eine  Involution  bilden.  Es  folgt 
naturgemäss  die  Betrachtung  des  durch  die  drei  Kegelschnitte  bestimmten 
Gewebes  und  dessen  Beziehung  zur  Curve  dritter  Ordnung. 

Die  Erkenntniss,  dass  durch  die  Verbindungslinien  eoiyugirter  Paare 
eine  Curve  dritter  Classe  umhüllt  wird,  vermittelt  den  üebergang  zom 
dualen  Gebiete.  Genannte  Curve  wird  denn  auch  durch  ein  Kegelschnitt- 
netz erzeugt.  Mit  der  Behandlung  der  Curven  dritter  Ordnung  und  dritter 
Classe  als  Tripelcurven  wird  nach  dieser  Richtung  ein  gewisser  Abschlag 
erzielt. 

Die  jetzt  folgende  Chasles'sche  Erzeugung  der  Curven  dritter  Ord- 
nung durch  ein  Strahlenbüschel  und  ein  ihm  projectives  Kegelschnittbfischel 
giebt  Veranlassung  zu  zahlreichen  neuen  Constructionen ,  führt  namentlich 
auch  zum  Begi'iffe  der  conischen  Polare  eines  Curvenpunktes  und  zum  Nach- 
weise der  Constanz  des  Doppelverhfiltnisses  des  von  ihm  an  die  Carve 
gehenden  Tangentenquadrupels.  Femer  wird  die  Bestimmung  der  Corve 
durch  neun  gegebene  Punkte  und  die  Bestimmung  einer  Gruppe  von  nenn 
associirten  Punkten,  durch  welche  unendlich  viele  Curven  hindurchgehen, 
erledigt.  Bekanntlich  wurden  für  die  erstere  Aufgabe  von  Chasles  swei 
Lösungen  gegeben,  welche  beide  aufgenommen  sind;  einmal  werden  vier 
beliebige   der  gegebenen  Punkte  als   Basispunkte  des   Kegelschnittbüsehels 
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gewählt  nnd  darauf  das  , ihnen  gegenüberliegende^  Centram  des  Strahlen- 
bflschels  bestimmt  9  —  das  andere  Mal  wird  umgekehrt  verfahren.  Die  letzte 
Methode  gab  Chasles  ohne  Beweis,  der  vorliegende  des  Verfassers  ist  neu. 
Eine  umfassende  Untersuchung  der  Tangentenqnadrupel  ftthrt  zur  He ss  e  - 
sehen  Configuration  (4,  3)|J.  Die  vier  Berührungspunkte  eines  Quadrupels 
lassen  sich  auf  drei  verschiedene  Weisen  zu  Paaren  ordnen  und  die  Punkte 
eines  jeden  Paares  sind  conjngirt  in  dem  anfänglich  gebrauchten  Sinne. 
Diese  Bemerkung  ftlhrt  auf  die  drei  verschiedenen  Systeme  conjugirter 
Pnnktpaare,  welche  es  auf  der  Curve  giebt,  und  zur  Eintheilung  dieser 
Curven  in  solche  elliptischen,  hyperbolischen  oder  dualen  Charakters  —  nach 
der  Art  der  Involutionen,  durch  welche  die  Curve  aus  cohjugirten  Punkten 
projicirt  wird. 

Nun  werden  gestaltliche  Untersuchungen,  allerdings  nur  für  Curven 
dritter  Ordnung,  erledigt.  Die  Beigabe  der  dualen  Untersuchungen,  welche 
wohl  schwieriger  und  mit  Bücksicht  auf  die  von  Klein  aus  den  Classen- 
curven  abgeleiteten  R iem an n 'sehen  Flächen  sehr  wichtig  sind,  wäre  bei 
einer  späteren  Auflage  deshalb  wünschenswerth.  Der  Charakter  der  Invo- 
lution, welcher  jeder  der  verschiedenen  Formen  zukommt,  wird  angegeben. 
Die  Polareigenschaften  werden,  ihrer  Bedeutung  entsprechend,  sehr 
eingehend  behandelt;  als  Ort  der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren  wird  die 
Hesse 'sehe  Curve  gefunden  und  damit  die  Theorie  der  Wendepunkte  an- 
gebahnt. Erst  später  wird  diese  Theorie,  namentlich  was  die  Angabe  der 
Wendepunktsdreiecke  anlangt,  zum  Abschlüsse  gebracht.  Eine  Aufstellung 
der  metrischen  Specialfälle  der  bisherigen  Sätze  und  Constmctionen  bildet 
eine  erfreuliche  Beigabe. 

Die  Cayley'sche  Curve  dritter  Classe  war  schon  früher  als  Ort  der 
Verbindungslinien  conjugirter  Pole  der  Hesse'schen  gefunden  worden. 
Jetzt  wird  der  Zusammenhang  beider  Curven  mit  der  Grundcurve  näher 
untersucht. 

Den  Schluss  des  Werkes  bilden  die  von  Küpper  und  Scheute  ge- 
gebenenjBeweise  des  Steine r'schen  Schliessungssatzes.  Auf  die  Behand- 
lung, welche  der  Gegenstand  inzwischen  durch  Fiedler  im  3.  Bande  seiner 
Darstellenden  Geometrie^,  §  56,  und  zwar  zugleich  fUr  die  Baumcurven 
vierter  Ordnung  erster  Art,  als  deren  Projectionen  die  allgemeinen  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung  und  die  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
punkten sich  ergeben,  erfahren  haben,  sei  schon  an  dieser  Stelle  hingewiesen. 
Hannover.  C.  Bodembbro. 


Angaben  und  Lehrsätze  aus  der  analytisclien  Geometrie  des  Raumes, 

insbesondere  der  Flächen  zweiten  Grades.  Für  Studirende  an  Uni- 
versitäten und  technischen  Hochschulen  bearbeitet  von  Dr.  Fr.  Graefe, 
Professor.     Leipzig,  Teubner.  C^r^r^^]^ 
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Diese  Sammlong  reiht  sich  der  früheren  von  Aufgaben  aus  der  ebenen 
Geometrie  an  nnd  bildet  ebenfalls  ein  werthroUes  Hilfsmittel  zum  Stndiam 
des  Gegenstandes,  denn  allen  Gebieten  sind  Aufgaben  entnommen. 

Zun&chst  werden  Aufgaben  über  die  elementaren  Beziehungen  von  Punk- 
ten, Geraden  und  Ebenen  gegeben,  und  zwar  unter  Benutzung .  von  tri- 
metrischen  Punkt-  und  Ebenencoordinaten.  Die  Behandlung  in  Liniencoor- 
dinaten  wäre  bei  einer  späteren  Auflage  doch  wohl  einzuflechten.  Bei  der 
Einführung  von  Tetraedercoordinaten  gelangen  auch  die  Gleichungen  der  Colli- 
nearität  und  Beciprocität  mit  ihren  metrischen  SpecialföUen  zur  Yerwerthung. 

Im  Ganzen  ist  der  Gang  der  Entwickelung  bei  den  FlSchen  zweiten 
Grades  so,  wie  in  den  Werken  von  Hesse  und  Salmon.  Es  werden 
zunächst  Aufgaben  gegeben ,  welche  sich  auf  die  Transformation  der  Fläche 
auf  specielle  Coordinaten  beziehen;  dann  folgen  solche  über  Büschel  und 
Bündel  von  Flächen,  sowie  über  andere  wichtige  Mannigfaltigkeiten,  ins- 
besondere ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Flächen. 

Besonders  reich  an  interessanten  Aufgaben  ist  die  sich  auf  Focaleigen- 
schaften  beziehende  Gruppe.  Einige  Aufgaben  betreffen  die  Krümmung  der 
Flächen.  Die  geometrische  Deutung  der  In-  und  Covarianten  von  einer 
und  mehreren  Flächen  liefert  ausgedehnten  Stoff.  Von  nun  an  werden  die 
früher  nachgewiesenen  specieUen  Gleichungsformen  der  Flächen  zu  Grande 
gelegt,  und  die  Aufgaben  beziehen  sich  demgemäss  auf  besondere  Gattungen 
von  Flächen.  Der  Kugel,  dem  Kegel  und  den  sphärischen  Kegelschnitten 
ist  ein  besonderes  Capitel  gewidmet. 

unter  den  „vermischten  Aufgaben^  finden  sich  hauptsächlich  solche, 
welche  Flächen  höherer  Ordnung,  die  sich  aus  Flächen  zweiten  Grades  ab- 
leiten lassen,  betreffen. 

Man  darf  nach  dem  reichen  Inhalte  erwarten ,  dass  das  Werk  die  ver- 
diente Verbreitung  finde,  zumal  wenn  der  Wunsch  um  baldiges  Erscheinen 
der  Lösungen  in  Erfüllung  geht.* 

Hannover.  C.  Bodbhbbeo. 

Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf  die  allgemeine 

Theorie  der  Flächen  und   der  Linien  doppelter  Krümmung  von 

F.  JoACHiHSTHAL.   III.  Vermehrte  Auflage ,  bearbeitet  von  L.  Natani. 

Leipzig  1890,  bei  B.  G.  Teubner.    X,  308  S. 

Eine  Seitenzahl  von  174,  242,  308  Seiten  ist  das  äussere  Kennzeichen 

der  Vermehrung,  welche  das  allbekannte  Buch  von  der  I.  zur  11.  und  von 

dieser  zur  III.  Auflage  erfahren  hat.     Der  Name  des  Herausgebers  bfirgt 

dafür,  dass  die  Vermehrungen  auch  Verbesserungen  waren.     Diese  wenigen 

Worte  könnten  genügen ,  auf  das  erneute  Erscheinen  aufmerksam  zu  machen, 

*  Diese  Lösungen  sind,  wie  ich  bei  der  Correctur  hier  bemerke,  soeben  in 
einem  starken  Bande  von  853  S.  erschienen. 
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wenn  wir  nicht  es  für  Pflicht  hielten, -wenigstens  einige  der  neu  hinzugetre- 
tenen Dinge  kurz  anzudeuten.     Eine  ganze  Anzahl  von  Zusfttzen  heziehi 
sich  auf  AusnahmefHlle.     „Wenn  man,  um  die  Anwendung  eines  Satzes  an 
einem  Beispiele  zu  zeigen,  wShrend   der  Vorlesung  irgend  eine  Gleichung 
aus  dem  Kopfe  hinschreibt,  so  trifft  man  gewöhnlich  auf  einen  Ausnahme- 
fall, bei  dem  die  Sache  nicht  geht.^     So   sagte  uns  einmal  einer  unserer 
ersten  deutschen  Mathematiker,  und  er  setzte  mit  nicht  geringem  Rechte 
hinzu,  diese  Ausnahmen  seien  gerade  am  interessantesten.     Herr  Natani 
hat  nun  solche  Beispiele  mehrfach  eingeschaltet.     So  behandelt  er  den  Fall, 
in  welchem   eine  Oberflttche  zweiter  Ordnung  durch  eine  Ebene  in   einem 
Linienpaare  geschnitten  wird,  den  üebergang  der  Tangentenebene  in  einen 
Tangentenkegel,  den  Ausnahmefall,   in  welchem  zwar  der  Meusnier'sche, 
aber   nicht  mehr   der  Euler 'sehe  Satz  Geltung   hat,    den  Üebergang  Ton 
Erflmmungslinien   des  Ellipsoids  in  dessen  Nabelpunkte  u.  s.  w.     Andere 
Zusätze  gelten  mechanischen  und  optischen  Untersuchungen,  wodurch  z.  B. 
die  Wellenfläche  dem  Leser   bekannt  wird.     Weit  ausführlicher  als  in  der 
IL  Auflage  ist  die  Lehre  von  der  Evolution  behandelt,  die  an  den  ver- 
schiedensten Stellen   wiederkehrt.     Endlich  führen   wir  aus  dem  Anhange, 
der  gleichfalls  neben  den  Zusätzen  im  fortlaufenden  Texte  beibehalten  ge- 
blieben ist,  eine  ganz  neue  Abhandlung  an  über  die  Aufgabe,  den  Punkt 
zu  finden,  dessen  Summe  der  Entfernungen  von  n  gegebenen  Raumpunkten 
ein  Minimum   sei.     Wir  haben  damit  keineswegs  alle  neu  hinzugetretenen 
Dinge  erschöpft;  der  Leser  wird  bei  genauer  Yergleichung  vielmehr  finden, 
dass  auch  in  solchen  Paragraphen,   welche  ihren  Inhalt  beibehalten  haben» 
darch  kleine  Aenderungen  Neues  eingefügt  ist,  kurzum  dass,  wie  wir  am 
Anfange  es   andeuteten,  Verleger  und  Herausgeber  sich  nicht  zu  scheuen 
gehabt  hätten,  wenn  sie  statt  „vermehrte''  Auflage  auf  das  Titelblatt  gesetzt 
hätten  „vermehrte  und  verbesserte  Auflage".  Cantob 


n  periodo  anreo  della  geometria  greoa.    Saggio  storico  di  Ging  Loria, 
Prof.  di  Geometria  superiore  nelF  Universita  di  Genova.    Torino  1890, 
Carlo  Clausen.     79  pag.     Estratto   dalle  Memorie  della  Reale  Acca- 
demia  delle  Scienze  di  Torino  Serie  II,  Tom.  XL. 
Referent  hat  1867  unter  dem  Titel  „Euclid  und  sein  Jahrhundert*'  eine 
Studie  veröffentlicht,  in  welcher  die  Leistungen  der  vier  grossen  griechischen 
Geometer:  Euclid,  Archimed,  Eratosthenes,  Apollonius  geschildert 
waren.     Ungefähr  den  gleichen  Inhalt  besitzt  die  heute  vorliegende  Abhand- 
lung, und  um  so  interessanter  ist,  wenigstens  fdr  den  Referenten,  der  Ver- 
gleich   gewesen,   wieviele  und  welche  Arbeiten  in  den  Anmerkungen  an- 
geftlhrt  werden  konnten,  welche  zwischen  1867  und  1890  an  die  Oeffent- 
llcbkeit  traten,    und  femer  welche  Veränderungen  in  den  geschichtlichen 
Anschauungen  diese  Arbeiten  hervorbrachten.     Wir  glauben  es  aussprechen 
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zu  dürfen,  dass  die  YerGffentlichungeB  weit  zahlreicher  waren ,  als  die  darch 
dieselben  nothwendig  gewordenen  Aenderungen,  und  da  anch  unsere  eigene 
Studie  wesentlich  Neues  nur  in  geringer  Menge  enthielt,  so  zeigt  sich,  dass 
das  Wissen  von  dem  Standpunkte  der  Mathematik  zur  grossen  griecbisehen 
Zeit  vor  etwa  30  Jahren  schon  ebenso  gesichert  war,  wie  heute.  Soll 
damit  gesagt  sein,  es  sei  gar  kein  Fortschritt  vorhanden,  und  Herrn  Loria's 
Schrift  eine  überflüssige?  Gewiss  nicht.  Der  Fortschritt  seit  1867,  ja  seit 
1880,  wenn  wir  die  Jahreszahl  des  Erscheinens  unseres  I.  Bandes  der  Vor- 
lesungen über  Geschichte  der  Mathematik  betonen  dürfen ,  ist  unverkennbar, 
aber  für  die  von  Herrn  Loria  behandelte  Zeit  nur  mittelbar  von  Bedeu- 
tung. Neues  ist  entdeckt  worden  aus  der  Zeit  vor,  aus  der  Zeit  nach  dem 
grossen  Jahrhundert  und  bat  die  Auffassung  mancher  seiner  Erscheinungen 
ändern  müssen.  Herr  Loria  hat  von  allen  diesen  Arbeiten  Eenntniss  ge- 
nommen und  sie  in  seiner  Abhandlung  zur  Kenntniss  gebracht.  —  Die  am 
weitesten  von  der  früheren  Meinung  sich  entfernende  Auffassung  ist  die  tou 
Herrn  Zeuthen  in  seinem  Werke  von  1886:  ^Die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten im  Altertum^  vertretene.  Beferent  schätzt  dieses  Werk  als  das  eines 
glänzenden  Geometers,  welcher  gezeigt  hat,  dass  mit  dem  Handwerkszeage 
der  Griechen  Kunstwerke  der  heutigen  Industrie  sich  herstellen  lassen.  Der 
Beweis ,  dass  die  Griechen  selbst  diese  Kunstwerke  hervorbrachten ,  hat  ans 
nicht  überzeugen  können.  Wir  waren  um  so  gespannter  darauf,  wie  Berr 
Loria  sich  zu  den  betreffenden  Fragen  stellt,  aber  eine  Entscheidung  in 
dem  einen  oder  dem  andern  Sinne  fanden  wir  nicht,  eher  ein  Non  liquet, 
und  wir  sind  berechtigt,  anzunehmen,  solches  sei  in  der  That  für's  Erste 
Herrn  Loria's  Standpunkt.  Wir  sind  aber  auch  weiter  berechtigt,  ansn- 
nehmen,  Herr  Loria  werde  seine  Forschungen  über  griechische  Geometrie 
fortsetzen,  und  wir  freuen  uns  zum  Voraus  auf  seine  weiteren  Arbeiten  auf 
diesem  Gebiete.  ^^^^^^ 

Das  Problem  von  der  Quadratur  des  Zirkels  von  Prof.  Dr.  F.  Bddio. 
Zürich  1890.  51  S. 
Wir  haben  in  Bd.  XXXIV  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit  Abth.  S.  152, 
eine  Abhandlung  des  Herrn  Schubert  besprochen,  mit  welcher  die  des 
Herrn  Budio  manche  Aehnlicbkcit  besitzt.  Herr  Budio  stellt  dieses  so 
wenig  in  Abrede,  dass  er  seinen  Vorgän^^er  wiederholt  anführt.  Es  wSre 
aber  sehr  ungerecht,  wollte  man  nur  die  Verwandtschaft  zwischen  beiden 
kleinen  Schriften  hervorheben.  Wir  sagten  im  XXXIV.  Bande ,  man  braoche 
nicht  Mathematiker  zu  sein,  um  die  Schuber  tische  Studie  zu  verstehen. 
Wir  werden  uns  wohl  hüten,  das  Gleiche  von  der  Budio'schen  Abhand- 
lung zu  behaupten,  selbst  auf  die  Gefahr  hin,  zu  dem  Herrn  Verfasser  in 
eine  Art  von  Widerspruch  zu  gerathen,  da  dieser  in  der  Anmerinmg  anf 
S.  1   nur  solche  Leser  beansprucht,  welche,   ohne  gerade  Mathematiker  zu 
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sein,  doch  mit  der  matbematisoben  Spracbe  yerirant  sind.  Da  traat  er, 
meinen  wir,  docb  einem  allzngrossen  Kreise  Kenntnisse  za,  welcbe  diese 
Verbreitung  nicbt  besitzen.  Mathematiker  aber  werden  mit  wahrem  Genasse 
die  Terbfiltnisernftssig  leicht  geschriebene  Darstellung  der  verschiedenen  Me- 
ibodenjlesen ,  welche  man  im  Laufe  der  Jahrhunderte  anwandte,  die  Auf- 
gabe von  der  Quadratur  des  Zirkels  zu  lösen,  beziehungsweise  die  Unmög- 
lichkeit der  Lösung  nachzuweisen.  Vielleicht  wSre  bei  Erörterung  der 
Vieta'schen  Formel  es  angezeigt  gewesen,  eine  Untersuchung  über  die 
Conyergenz  des  eigenthümlich  gebauten  Ausdruckes  einzuschalten ,  eine  Unter- 
suchung, die  unseres  Wissens  noch  niemals  veröffentlicht  worden  ist,  so 
noth wendig  sie  erscheint.  Unter  den  Versuchen,  die  Transcendenz  der 
Zahl  n  zu  beweisen,  steht  der  von  Lambert  obenan.  Herr  Rudio  hat 
mit  Recht  ausftlbrlicher  Ober  ihn  berichtet,  als  es  sonst  Uebnng  ist.  Wir 
vermissen  dagegen  die  Erwähnung  von  Eisenstein 's  Abhandlung  in  den 
Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  1852,  8.  441 — 443.  Eine  Neuauf- 
nahme des  Versuches,  die  dort  ausgesprochenen  Sätze  Ober  Transcendenz 
von  Functionen,  die  in  Reihen  von  einer  gewissen  Form  sich  entwickeln, 
zu  beweisen,  scheint  um  so  wünschenswerther ,  nachdem  die  Hermite- 
Lindemann'schen  Ergebnisse  einem  besondern  Falle  Wahrheit  gesichert 


haben. 


Cantor. 


F.  MoHB,  Vermessungsrevisor  a.  D.,  Das  enthllllte  OeheinmiM  der  Pythia 
oder  die  Kunst,  ohne  Kenntniss  der  lateinischen  Sprache  auf  mathe- 
matischem Wege  lateinische  Hexameter  zu  machen,  die  zugleich 
weissagend  auf  eine  vorgelegte  Frage  Antwort  geben.  Mit  einem 
Vorwort  von  Dr.  A.  Amthor.  Hannover,  Schmorl  &  v.  Seefeld  Nachf. 
1890.  15  S. 
Die  Verse ,  welche  diesem  Orakel  zur  Verfügung  stehen ,  habe  ich  zu 

sammenzustellen  vermocht.     Es  sind  neun  Hexameter,  von  denen  jeder  aus 

sechs  Worten,  bez.  Wortgruppen  besteht.     Die  Hexameter  bezeichne  ich  mit 

arabischen  und  die  Wortgruppen  mit  römischen  Ziffern. 


I 

1.  Dioo 

8.  Ista 

8.  Ecce 

4.  Tanta 

6.  Forte 

6.  Jure 

7.  Müle 


ni 


IV 


etenim    fauste 
petis       cupido 


rumpet  tibi    foedera 
complebit       talia 
non  indet 
solvet  tibi 
promittit 
praedicit 
dominans    vovet  tibi 
non  reddet 
donabit 


licite 
dubie 
votis 
certo 


prospera 

commoda 

gaudia 

jabila 

soecola 


sciaB 

nimis 

lubens 

satis 

magis 

8.  Nonne    optas      vitae 

9.  Credo     quidem   merito 

Diese  Verse  sind  so  gebaut,    dass  jede  Wortgruppe  eines  Hexameters 
mit    der   entsprechenden  Wortgruppe  jedes  andern   Hexameters  vertauscht 
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proemia 
debita 


VI 
fatum. 
casus, 
namen. 
syduB. 
hie  annus. 
thema. 
Carmen, 
tempus. 
coelum. 


le 
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werden  kann,  ohne  dass  der  Satz  anfhOrt,  einen  orakelhaften  Sinn  sn  haben. 
Die  Anzahl  aller  möglichen  Hexameter  ist  nach  Dr.  Amthor's  Bereohnimg 
531441.  Zu  einem  solchen  Kunststücke  ist  die  lateinische  Sprache  w^gen 
der  prosodischen  Gestalt  ihrer  Worte  und  noch  mehr  wegen  der  Freiheit 
ihrer  Wortstellung  wie  keine  andere  geeignet.  Die  sechste  Stelle  jedes 
Verses  nimmt  das  Subject»  bezw.  Hauptsubject  des  Satzes  ein.  Als  Subjeet 
Yerwendet  wurde  Das,  was  etwas  zu  gewähren  vermag  (Gottheit,  Gestirn, 
Zeit,  Jahr,  Spruch  u.  A.).  In  der  fünften  Stelle  erscheint  das  Object,  d.h. 
Das,  was  dem  Rathfragenden  gewährt  wird  (Vortheile,  Freuden,  Beloh- 
nungen u.  A.).  In  der  vierten  Stelle  findet  sich  das  Zeitwort  mit  oder  ohne 
tibi  (Dir,  d.  h.  dem  Bathfragenden).  Das  Zeitwort  drückt  immer  ein  Ge- 
währen aus  oder  das  Gegentheil  {rumpet^  non).  Es  ist  bezeichnend,  da» 
unser  Orakel  unter  je  neun  Antworten  je  sechs  günstige  und  nur  je  drei 
.  ungünstige  ertheilt.  Die  Worte  in  den  drei  ersten  Stellen  dienen  zur  Nfian- 
cirung  der  Antwort  oder  sind  blosses  Füllwerk.  Ein  paar  Mal  sind  Adjec- 
tiva  da,  die  zum  Subject  in  der  sechsten  Stelle  gehören  {luhens,  dominans)] 
auch  finden  sich  Adjecta,  die  sich  auf  den  Bathfragenden  {tibi)  beziehen 
{fauste  y  cupido;  cf.  votis,  vitae).  Mit  dem  Object  stehen  gleichfalls  einige 
Worte  unmittelbar  oder  mittelbar  in  Verbindung  {ista,  tanta,  flttZfe).  Die 
Nüancirung  des  Ausspruches  ist  besonders  durch  Adverbia  vorgenommen 
{lidte^  duhie,  certOy  merito).  Alle  übrigen  Worte  sind  mehr  oder  weniger 
Füll  Worte;  nur  einzelne  von  ihnen  geben  bei  gewissen  Vertauschungen  eine 
weitere  Nuance  des  Gedankens  (besonders  mmis,  satiSf  magia). 

Auf  jede  nicht  zu  eingehende  Frage  von  mindestens  sechs  Worten 
(eine  Bedingung,  die  in  unserem  Büchlein  nicht  erwähnt  wird)  giebt  dss 
Orakel  eine  allgemein  gehaltene  Antwort,  zuweilen  in  Gestalt  einer  zu  be- 
jahenden Frage  {nofine).  Man  hat  nichts  weiter  nöthig,  als  die  Buchstaben 
der  letzten  sechs  Worte  der  Frage  zu  zählen.  Die  Buchstabensumme  jedes 
Wortes  oder,  wenn  sie  über  neun  hinausgeht,  ihre  Differenz  von  neun  be- 
zeichnet die  Nummer  des  Hexameters  und  das  letzte  Wort  der  Frage  die 
erste  Wortgruppe  (I)  des  betreffenden  Hexameters,  das  vorletzte  die  zweite 
(II)  und  so  fort  Ein  Beispiel  sei  die  Frage:  «^^^  der  Himmel  zugeben, 
dass  meine  Feinde  über  mich  siegen  ?**  Die  Buchstabensummen  der  letzten 
sechs  Worte  sind:  3,  5,  6,  4,  4,  6.  Nehmen  wir  aus  dem  sechsten  Hezs- 
meter  (6)  das  erste  Wort  (I),  aus  dem  vierten  (4)  das  zweite  (11),  femer 
4 III,  6 IV,  5  V,  3  VI,  so  erhalten  wir  die  Antwort:  Jure  nimis  dnbie 
praedicit  gaudia  numen.  Etwas  günstiger  lautet  in  unserem  Falle  die  Ant- 
wort, wenn  wir  die  betreffenden  Worte  oder  Wortgruppen  in  umgekehrter 
Ordnung  aufsuchen  (31,  511,  6  III,  4 IV,  4V,  6  VI):  Ecce,  lubens  certo 
solvet  tibi  commoda  fatnm. 

Damit  ist  das  Räderwerk  dieser  Orakelmaschioe  klargelegt.  Der  Ve^ 
fasser  unserer  Schrift  hat  über  das  Ganze  einen  mystischen  Schleier  sn 
werfen  gesucht,  indem  er,  statt  die  Hexameter  einfach  mitzutheilen,  fOrdie 
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Buchstaben   besümmte  Zahlen  einsetzte,  um  den  Rathenchenden  erst  nach 
einigen  Umwegen  die  betreffenden  Buchstaben  und  dann  die  Antwort  finden 
zu   lassen.      Er    hfttte  für  die  Buchstaben   des  lateinischen  Alphabets  der 
Reibe   nach  die  Zahlen  1  bis  23   (u  und  v  als  gleichbedeutend  genommen) 
verwenden   kOnnen;    er  hat  es  aber  nicht  gethan,  offenbar  um  einerseits 
durch  Vorführung  grosserer  Zahlen  das  Geheimniss  besser  zu  wahren  und 
um  andererseits   allzu  verwickelte  Vorschriften  zu  vermeiden.     Er  zerlegte 
vielmehr  jedes  Wort ,  bezw.  jede  Wortgruppe  in  höchstens  sechs  Buchstaben 
oder  Buchstabenpaare,  und  zwar  derart,  dass  jedes  Buchstabenpaar  mit  einem 
Vocal  schloss.     Hierauf  legte  er  eine  Tabelle  (Nr.  IV)  mit  sieben  senkrechten 
Spalten  an.     In  der  ersten  Spalte  wurden  den  Buchstaben  a  bis  e  die  Zahlen 
l  bis  23  gleichgesetzt.      Dieselben  Buchstaben    wurden    in    die  folgenden 
Spalten  eingetragen ,  nur  jeder  einzelne  vermehrt  in  der  zweiten  Spalte  um  a» 
in  der  dritten  um  e,  darauf  um  i,  Oy  u,  y.     Den  Buchstabenpaaren  aa  bis 
ea  wurden  dann  die  Zahlen  24  bis  46  beigeschrieben  und  so  fort,  so  dass 
die  letzte  Spalte  die  Buchstabenpaare  ay  bis  gy  und  die  Zahlen  139  bis 
161  enthielt.     Jetzt  konnten  die  Bucbstaben  und  Buchstabenpaare,  in  welche 
die  Worte,  bezw.  Wortgrnppen  zerlegt  waren,    durch    die  entsprechenden 
Zahlen  der  Tabelle  ersetzt,   sämmtliche  Hexameter  also  in  Zahlen  aufgelöst 
werden.     Aus   einem  rein  praktischen  Grunde   war  es  hierbei   wünschens- 
werth ,   für  jedes  Wort,  bezw.  jede  Wortgruppe  sechs  Zahlen  zu  gewinnen; 
dies   geschah  durch  beliebig  eingestreute  Nullen.      So  wurde  beispielsweise 
der   erste  Hexameter   wiedergegeben  durch   die  Zahlen:    4,  9,  0,  3,  0,  14 
(Wort,  bezw.  Wortgruppe  I);  5,  65,  13,  0,  9,  12  (II);  6,  1,  20,  18,  19 
14  (III);    132,  12,  61,  19,  88,  71  (IV);  0,  6,  60,  0,  50,  40  (V);  6,  1, 
19,  0,  20,  12  (VI).     Die  Wiedergabe  der  Worte  durch  Zahlen  findet  sich 
in  Tabelle  III  unseres  Büchleins.    Die  Zahlen  werden  aber  in  dieser  Tabelle 
nicht  in  der  Beihe  aufgeführt,  in  welcher  die  Buchstaben  oder  Buchstaben- 
paare in  jeder  Wortgruppe  aufeinander  folgen,   sondern,  ohne  Zweifel  wie- 
derum   zur    bessern  Wahrung   des  Geheimnisses,    nach    einem   bestimmten 
Plane    umgestellt.      Bezeichnen  wir   die  sechs   Zahlen,    durch   welche  jede 
Wortgruppe  ersetzt  war,  der  Reihe  nach  mit  aßyöet^  so  folgen  sie  sich  in 
der  Tabelle  im  ersten,   vierten  und  siebenten  Hexameter  wie  aye^öß^  im 
zweiten,   fünften   und  achten   wie   ßayÖE^  und   im  dritten,    sechsten   und 
neunten  wie    isöyßa,      Selbstverstfindlich   musste  eine   solche  Umstellung 
ausgeglichen  werden.     Hierzu  dienen  die  Tabellen  II  und  I,  deren  Einrich- 
tung and  Bedeutung  zu  besprechen  überflüssig  sein  dürfte. 

Wer  die  Absicht  haben  sollte,  unser  Orakel  nach  den  Vorschriften  des 
Büchleins  zu  befragen,  wird  gut  thun,  zuvor  einige  Druckfehler  in  Tabelle 
III  zu  berichtigen.  Es  ist  zu  lesen:  4  statt  8  in  all,  9  statt  5  in  /3I2, 
57  statt  51  in  6IV2,  4  statt  14  in  6V4,  20  statt  70  in  €VI2,  5  statt 
18  ia  2;III8.  Zugleich  sei  darauf  hingewiesen,  dass  die  Orthographie  eine 
veraltete  ist  (codumy  proemia,  soectda,  sydas)  und  dass  die  Hö^^^^j^^^^cfbf Ö^^foslc 
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nicht  ohne  Fehler  sind,  da  in  zwei  Worten  {rovdy  thema)  der  erste  kurze 
Vocal  als  Länge  dienen  muss. 

Das  Obige  war  in  allem  Wesentlichen  niedergeschrieben,  als  ich  tod 
Freund  Amthor  in  Hannover  ein  Büchlein  zugesandt  erhielt,  das  sich  im 
Besitz  des  Herrn  Militäroberpfarrers  Enoche  befindet  £&  ist  in  Collen 
im  Jahre  1766  bei  Johan  Jacob  Horst  in  lateinischer  Sprache  mit  gegen- 
überstehender  üebersetzung  erschienen ;  abgefasst  ist  es  aber  nach  der  Vor- 
rede bereits  im  Jahre  1745.  Der  Titel  lautet:  Yaticinium  caballisticam 
hexametro  •  arithmeticum ,  aptissimas  et  futura  contingentia  in  se  contiDente& 
responsiones,  ad  omnes  datas  quaestiones  exhibens  =  Caballistisohe  dorch 
die  Rechenkunst  in  Versen  gefundene  Weissagung,  welche  u.  s.  w.  Dies 
Büchlein  enthält  ganz  dieselbe  Lehre  wie  das  unsrige,  nur  sind  einerseits 
die  Vorschriften  etwas  künstlicher  und  sind  andererseits  Druckfehler  ver- 
mieden. Der  letztere  umstand  ermöglichte  eine  fehlerfreie  Feststellung  der 
zu  Grunde  liegenden  Hexameter.  Die  Abhängigkeit  des  Verfiossers  unseres 
Büchleins  von  jenem  älteren  ist  in  die  Augen  springend.  Man  braucht  nur 
die  Tabellen  zu  vergleichen ,  um  dies  einzusehen.  Tabelle  IV  stimmt  bis 
auf's  Tüpfelchen  mit  der  entsprechenden  Tabelle  der  älteren  Schrift,  und 
die  einzige  Abweichung  in  Tabelle  III  beruht  auf  einer  andern  Zerlegung 
des  Wortes  commoda  in  4V.  In  der  älteren  Schrift  nämlich  ist  das  Wort 
ersetzt  durch  die  Zahlen:  3(c),  14(o),  12(w),  12(m),  14((?),  27 (da).  Unser 
Verfasser  hat  statt  der  vierten  und  sechsten  Zahl  104  (mo)  und  l(a)  eis- 
gesetzt, dabei  aber  wahrscheinlich  unterlassen,  die  fünfte  entsprechend  ab- 
zuändern, d.  h.  4[d)  statt  14  (o)  zu  schreiben.  Verfasser  und  Herausgeber 
unserer  Schrift  sind  übrigens  nicht  ein  und  dasselbe.  In  der  Vorrede 
heisst  es,  dass  Herr  Mohr  in  einem  Tagebnehe  vom  Jahre  1797  seines 
Vaters,  des  Gymnasiallehrers  M.,  Andeutungen  gefunden  habe,  die  er  selbst 
zum  Abschluss  gebracht  hat  Das  mag  sein.  Aber  der  Herausgeber  bat 
nicht  ebenso  wie  der  Urheber  jenes  ältere  Büchlein  eingesehen,  denn  sonst 
würde  er  vermieden  haben,  den  ersten  Hexameter  ganz  falsch  mit  Mc  o 
statt  mit  dico  anfangen  zu  lassen. 

München,  15.  Juni  1890.  G.  Oehmich£x. 


Lehrbnoh   der  Meteorologie  für  Studirende  und  zum  Gebrauche  in  der 
Praxis   von  Dr.  W.  J.  yan  Bebber.      Mit  120  Holzschnitten  und 
5  Tafeln.    Stuttgart,  Veriag  von  Ferd.  Enke.   1890.   8«.  XII,  391  S. 
Der  Verfasser,  bekannt  als  Abtheilungsvorstand  der  deutschen  Seewarte, 
steht  mitten  inne  in  der  tagtäglichen  Praxis   der  ausübenden  Witterangs- 
kunde, ist  aber  gleichsehr  auch  zugewandt  den  theoretischen  Studien,  welche 
die  Erfahrungswissenschaft  vom  Wetter  mehr  und  mehr  rationell  aufhellen 
und  erklären.    Ein  Mann  von  solcher  Stellung  und  Erfahrung  muss  in  erster 
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Reibe  geeignet  erscheinen,  ein  Lehrbuch  der  Meteorologie  zu  verfassen;  er 
fühlt  und  weiss ,  wo  und  wie  Wesentliches  von  unwesentlichem  zu  scheiden, 
wo  willkürliche  Hypothesen  aufzugeben  oder  doch  zurückzudrängen  sind 
gegenüber  richtiger  gewählten  Grundlagen  mathematisch-physikalischer  Natur, 
wo  Thatsachen  der  Natur  und  wo  theoretische  Speculation  mitzutheilen  und 
wie  beide  am  besten  zu  verknüpfen  sind,  einander  gegenseitig  zu  stützen, 
wohl  auch  zu  controliren.  Gerade  durch  solche  wie  eben  gekennzeichneten 
Vorzüge  nun  zeichnet  sich  das  vorliegende  Buch  aus.  Nicht  so  sehr  die 
geschichtliche  Entwickelung  der  Wetterkunde  will  es  aufzeigen,  sondern  es 
will  im  Wesentlichen  den  heutigen  Standpunkt  der  meteorologischen  Wissen- 
schaft übersichtlich  darstellen,  und  es  will  diese  seine  Absicht  verwirklichen 
und  es  verwirklicht  sie  in  der  That  in  erster  Linie  mit  Hinblick  auf  Stu- 
dirende,  sowie  zum  Vortheile  von  Lehrern  der  Naturkunde;  aber  auch  der 
Fachmann  wird  darin  rasch  die  Hauptergebnisse  der  neueren  meteorologi- 
schen Forschung  nachschlagen  können. 

In  den  acht  ersten  Abschnitten  behandelt  das  Buch  der  Reihe  nach  die 
Erdatmosphäre,  die  Temperatur,  den  Luftdruck ^  den  Wasserdampf  in  der 
Atmosphäre,  die  Bewegung  der  Luft,  die  Niederschläge,  die  elektrischen 
und  dann  die  optischen  Erscheinungen  in  der  Atmosphäre.  Es  werden  hier 
jeweils  die  für  die  betreffenden  Abschnitte  bedeutungsvollen  Grundlagen  der 
Physik  kurz  angegeben  und  alsbald  für  das  vorliegende  Thema  verwerthet, 
es  werden  dann,  oft  in  mehrfacher,  praktischer  Auswahl  und  durch  eine 
reichlich  genügende  Anzahl  von  guten  Abbildungen  erläutert,  die  Methoden 
und  Instrumente  beschrieben,  nach  und  mit  welchen  man  heute  die  bezüg- 
lichen Witterungselemente  einzeln  bestimmt,  und  hierauf  werden  die  so 
gewonnenen  Thatsachen  der  Natur  den  Augen  und  dem  Geiste  des  Lesers 
vorgefahrt. 

Und  gerade  wie  dies  Letztere  geschieht,  verleiht  dem  vorliegenden  Buche 
sein  besonderes  Gepräge.    Zunächst  werden  die  an  den  verschiedensten  Theilen 
der  Erde  gewonnenen  und  aus  der  ganzen  Literatur  zusammengesuchten  Beob- 
achtungsergebnisse zahlenmässig   in   überaus  reichem  und  doch  wieder  sich 
nicht  zu  sehr  vordrängendem  Tabellen  werke  vorgelegt;  es  werden  dabei  stets 
die  Abänderungen  der  Eiementengrössen  in  Raum  und  Zeit,  ihr  Wechsel  bei 
waage-   und   bei   senkrechter  Ortsänderung,   ihr   oft  periodisches  Ab-   und 
Zunehmen  im  Verlaufe  des  Tages,  des  Jahres  und  der  Jahrzehnte  ausführ- 
lich genug  und  doch  nicht  zu  breit  dargelegt.     Der  Verfasser  hat  vollauf 
Recht    mit   seiner  Meinung,    dass   einerseits  physikalische  Thatsachen   der 
Natur  genau  nur  durch  Zahlen  angegeben  werden  können,  andererseits  aber 
—  und  das  kennzeichnet  den  Standpunkt  des  Lehrbuches  —  gewinnt  der 
Leser  so  den  Vortheil ,  Zahlentabellen  lesen  zu  lernen ,  d.  h.  sie  rasch  über- 
sehen,  das  in  ihnen  erkennbare  Gesetzmässige   wirklich  erkennen  und  das 
Schwankende,   das  unsichere  darin  auch  dem   Grade  nach   beurtheilen   zu 
lernen.     Die  vorgeführten  Zahlenwerthe  versinnlicht  der  Verfasser  aber  auch^^T^ 
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reichlich  durch  Diagramme  und  durch  Karten ,  und  er  prSgt  so  das  Typische 
leicht  genug  ein. 

Nachdem  in  den  genannten  acht  ersten  Abschnitten  die  einzelnen  Ele- 
mente der  Wittening  mehr  oder  minder  unabhängig  von  einander  betrachtet 
sind,  geht  der  neunte  Abschnitt  dazu  Ober,  der  Art  und  dem  Grade  nach 
die  „Wechselwirkung  der  meteorologischen  Elemente^  darzulegen ,  um  dann 
die  Entstehung  der  verschiedenen  Witterungszustftnde  und  ihren  Wechsel 
kennen  zu  lehren:  dieser  Abschnitt  ist  besonders  anregend  und  verdienstlich 
wegen  der  hübschen  Verschmelzung  Yon  theoretisch  interessanten  und  von 
praktisch  wichtigen  Dingen  und  weil  er  den  meisten  Einblick  gewinnen  iSsst 
in  das  Oetriebe  der  Wetterfabrik ;  hier  besonders  finden  auch  die  vielfaehen 
und  mühsam  gewonnenen  eigenen  Studienergebnisse  des  Verfassers  ihre  Ver- 
werthung.  Besondere  Beachtung  yerdient  in  diesem  Abschnitte  die  den 
neuesten  Stand  unserer  Eenntniss  darstellende  wörtliche  und  bildliche  Dar- 
stellung der  Zugdtrassen  der  barometrischen  Mindestwerthe  und  der  an  die 
letzteren  sich  anlehnenden  sogenannten  „Wettertypen''  für  Westeuropa,  d.  h. 
der  durchschnittlichen  Verhältnisse  der  Witterungsvorgänge  in  schematischer 
üebersicht 

Ein  Abschnitt  über  ;, Stürme''  und  über  ;, praktische  Meteorologie',  d.  b. 
über  Feststellung  und  Vorherverkündung  der  Witterung,  letztere  haupt- 
sächlich,  wie  sie  Seiten  der  deutschen  Seewarte  geübt  wird,  beschliessen 
das  Buch. 

Ehe  wir  uns  YOn  diesem  verabschieden,  seien  schliesslich  noch  einige 
Bemerkungen  und  Wünsche  geäussert,  die  man  uns  im  Interesse  der  doch 
wohl  bald  zu  erwartenden  zweiten  Auflage  des  Buches  verstatten  möge. 

Zunächst  betreffs  der  Figuren  und  Kärtchen.  Bühmenswerth  an  diesen 
ist  ihre  gleichmässige  und  meist  recht  deutliche  Ausführung.  Aber  manche 
▼on  ihnen  erklären  sich  nicht  genügend  deutlich  durch  die  unmittelbar  bei- 
gegebenen oder  im  Texte  enthaltenen  Erläuterungen.  So  dürfte  z.  B.  in 
Fig.  6  die  Bedeutung  der  Zahlen  durch  Beischrift  angegeben  sein,  in  Fig.  33 
sind  die  Zahlen  und  Klammern  am  linken  Rande  nicht  von  selbst  verständ- 
lich ,  bei  den  Figuren  S.  325  ügg.  sollte  betreffs  der  Zeichenbedeutung  hin- 
gewiesen sein  auf  S.  339  oder  368,  in  Fig.  118  oben  links  ist  doch  wohl 
ein  Versehen  klar. 

Bezüglich  des  Textes  sei  hier  geschieden  zwischen  Inhalt  und  Form. 

Gewiss  hat  sich  der  Verfasser  Mühe  gegeben,  recht  deutlich  zu  sein. 
Aber  die  S.  127  Agg.  gewählte  Art  der  Einfahrung  des  Buys-Ballot'sehen 
Gesetzes  (nach  Sprung)  ist  doch  wohl  zu  unvermittelt  mathematisch,  ins- 
besondere dürfte  die  Erwähnung  der  Trägheitscurve ,  des  Kreises  nicht  klar 
genug  sein.  Die  Lehre  von  den  Cyklonen  ist  an  verschiedenen  Stellen  des 
Buches  zerstreut  gegeben;  sollte  nicht  ein  strafferes  Zusammenfassen  und 
Abmachen  an  einer  Stelle  deutlicher  wirken?  Zur  Begründung  sei  darauf 
hingewiesen ,   dass   die  ganze  Tabelle  S.  275  und  die  einleitende  Erklärung 
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dazu  an  diesem  Orte  vorerst  noch  wenig  yerständlich  ist.  Auf  S.  22  flg. 
sind  die  thatsftchlichen  Angaben  ganz  gut,  aber  die  Wirkungen  anf  das 
Klima  sollten  doch  wenigstens  angedeutet  sein;  auf  S.  20  sind  die  von  den 
Sonnenstrahlen  durchlaufenen  Wege  35,5  u.  s.  w.  bedeutungslos  ohne  Angabe 
des  Verhältnisses  von  Atmosphären-,  besser  Lnfthttllendicke  zum  Erdradius^ 
In  die  Tabelle  8.  31  mttsste  doch  wohl  ein  in  einer  „Sand wüste **  (S.  29!) 
gelegener  Ort  aufgenommen,  dafür  lieber  ein  anderer  weggelassen  werden, 
etwa  um  die  18®  —  muss  doch  wohl  38®  hoissen?!  —  grösster  Ampli- 
tude zu  versinnlichen.  Ausser  den  S.  237  angegebenen  hypothetischen 
Quellen  der  Luftelektricität  waren  doch  wohl  auch  noch  einige  andere  an- 
zudeuten. Endlich,  wo  bleibt  die  genügende  Berücksichtigung  der  Meeres- 
strömungen? Zweimal  wird  die  Abhängigkeit  der  Lufttemperatur  von  ihnen 
gestreift,  nicht  genügend  ausgeführt. 

Betreffs  der  Teztgestaltung  sei  hier  hingewiesen  auf  manche  Uneben- 
heiten des  Ausdrucks ,  die  leicht  auszugleichen  sind.    Die  Temperaturangaben 
für  W.  auf  S.  37,  59   und  76  stimmen  nicht  zusammen;  Grössenangaben 
wie   ,18  cm   breit  und   100  mm   lang^   (S.  15)  sind  nicht  schön;   „kalte*' 
und  gar   „kälteste*'   Temperaturen  (8.  60)   giebt  es   doch  nicht;   auch  Ge- 
schwindigkeiten von  „Geschützen**  im  Werthe  von  60  m  dürften  kaum  vor- 
kommen;  der  verfehlte  Gebrauch  von  „welches*'   an  Stelle  von   „was**  ist 
gewiss  störend  (S.  13  z.  B.) ;  auch  das  Hineinstecken  eines  Thermometers  in 
Schnee  bis  über  den  Gefrierpunkt  (S.  14)  dürfte  echwer  zu  bewerkstelligen 
sein;  völlig  unnöthige  Fremdwörter,  wie  Area  u.  a.,  sind  auszumerzen;  das 
freilich  vielgebrauchte,   aber  darum  nicht  minder  falsche  Wort  ^Fortpflan- 
zung'^  statt  „Wanderung''  oder  „Ausbreitung^  und  ebenso  „Fortpflanzungs- 
richtung"   sollte  getilgt  werden.     Der  Werth  des  Buches  als  „Lehrbuch^ 
dürfte    nur   gewinnen,    wenn    grössere    Abschnitte   desselben    in   deutlich 
erkennbare    ünterabtheilungen    gegliedert    würden    oder    diese    Gliederung 
wenigstens  durch  gesperrt  gedruckte  Stichwörter  hervorgehoben  würde,  wenn 
der  Hinweis  auf  bereits  Erklärtes  meist  nicht  blos  mit  dem  Wörtchen  „oben^ 
abgemacht,  sondern  wenn  die  betreffende  Seitenangabe  beigefügt  wäre,  wenn 
wenigstens  in  manchen  Tabellen  und  im  Texte  die  annähernde  geographische 
Lage  der  aufgenommenen  Orte,  sei*s  zahlenmässig,  sei's  sonstwie,  angegeben 
wäre.     Denn   wieviele  Lernende  und  Gelehrte  selbst  —  Fachmeteorologen 
ausgenommen  —  dürften  wissen,  brauchen  zu   wissen,   wo  Nukuss  (S.  30 
und  76),  oder  Barnaul   (S.  31),   oder  Zikawei  (S.  159),   oder  Ochtertjrhe 
(S.  280)  liegt,  oder  wo  die  Chassiahills  (S.  206)  sich  finden?    Da  ist  Mohn 
doch  rücksichtsvoller  (z.  B.  dessen  3.  Aufl.  S.  27)!     Müssen   denn  Espy's 
Worte  (S.  164)  in  englischer  Sprache  angeführt  werden?     Würde  man  die 
selten  gehörte  und  zudem  nichtssagende  Ortsangabe  der  „Rossbreiten^  nicht 
lieber  vermeiden? 

Die  vorstehenden  Bemerkungen  sollen  nur  unser  Interesse  an  dem  vor- 
liegenden werthvolleu  Buche  bekunden;  wir  möchten  es  gern  vollkommen  in    t 
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jeder  Beziehung  sehen.  Jeder  fühlt  ja,  welche  Schwierigkeiten  bei  Abfassung 
eines  Lehrbaches  der  Meteorologie  zu  überwinden  sind :  einerseits  die  angeheoer 
reiche  Fülle  von  Thatsachen,  die  darzulegen  sind  nnd  deren  innere  Ver- 
knüpfung und  gegenseitige  Bedingtheit  aufgeklärt  werden  soll  —  anderer- 
seits die  in  so  manchen  Capiteln  noch  fehlende  oder  erst  halb  gewonnene 
rationelle  Erklärung.  Man  muss  gestehen,  der  Verfasser  hat  jene  Schwie- 
rigkeiten überwunden  oder  soweit  möglich  zu  überwinden  gestrebt;  manch- 
mal möchte  man  gründlichere  Aufklärung  wünschen.  Gleichwohl  ist  der 
Verfasser  zu  loben ,  dass  er  da  und  dort  der  Versuchung  widerstand ,  über- 
kommene mehr  schablonenhafte,  aber  im  Grunde  doch  nur  scheinbar  ge- 
nügende Erklärungen  zu  geben.  Auch  die  Mängel  der  Wissenschaft  am 
rechten  Orte  zu  gesteheu  und  zu  ihrer  Abstellung  anzuregen,  gehört  sar 
Darstellung  der  Wissenschaft.  Dank  drum  dem  Verfetöser  des  Baches,  nicht 
minder  auch  der  strebsamen  und  arbeitsfreudigen  Verlagshandlang,  welche 
seit  Jahren  mit  Erfolg  zur  werthvollen  Bereicherung  unserer  wissenschaft- 
lichen Literatur  beiträgt. 

Karlsruhe.  P.  Treotlbin. 


Grundriss  der  ebenen  Trigonometrie  von  Ferdinand  Roebb,  Oberlehrer 
in  Wismar,  1889,  Hinstorff'sche  Hofbuchhandlung.     61   S. 

Das  kleine  Werkchen  ist  „für  die  Bedürfnisse  solcher  Schulen  ge* 
schrieben,  welche  ihre  Zöglinge  so  zeitig  als  möglich  an  das  praktische 
Leben  abgeben  sollen^.  Innerhalb  der  hiermit  bezeichneten  Grenzen  ist  der 
Stoff  geschickt  behandelt  und  zwar  wird  mehr  geboten,  als  die  Seitenzahl 
vermuthen  lässt.  Das  einleitende  Capitel,  welches  den  üebergang  von  der 
Planimetrie  zur  Trigonometrie  vermittelt,  ist  auch  in  theoretischer  Hinsicht 
recht  gelungen.  Der  Beweis  für  die  weitergehende  Giltigkeit  der  Formeln 
des  ersten  Quadranten  ist  absichtlich  nicht  gegeben,  weil  derselbe  unver- 
hältnissmässig  viel  Platz  in  Anspruch  nehmen  würde;  vielleicht  entschliesst 
sich  der  Verf.  bei  einer  neuen  Auflage ,  diese  Lücke  nach  der  Methode  aus- 
zufüllen, welche  ich  in  meiner  Goniometrie  etc.  (Braunschweig,  1888}  ent- 
wickelt  habe. 

Zahlreiche  üebungsbeispiele  erläutern  ^ie  Theorie  in  sachgemässer  Weise. 

Braunschweig.  Albx.  Wbrnicke. 
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Commentar  zu  dem  „Traotatus  de  Numeris  Datis'* 
des  Jordanus  Nemorarius. 

Von 

Maximilian  Curtze 

in  Thorn. 
(FortietBung.) 


lordani  Nemorarii  de  Numeris  Datis  über  II. 

I.  Si  fuerint  quatuor  numeri  proportionales,  ettreseorum 
dati  fuerint,  et  quartus  datus  erit. 

Facta  enim  alterna  multiplicatione  idem  numeras  producitnr.  Samptis 
ergo  alternatim,  quoniam  dno  sunt  dati,  alter  in  alterum  ducatur,  et  pro- 
ductus  per  unum  reliquorum,  qui  datus  est,  diuidatur,  et  exibit  reliquus, 
qui  fuerat  prius  non  datus. 

Yerbi  gratia  sint  XX  ad  aliquot  sicut  V  ad  IUI.  Quia  igitur  ducendus 
est  antecedens  datus  in  consequentem  alterius  datum,  ducatur  XX  in  IUI, 
et  fient  LXXX^  qui  diuidatur  per  V,  et  exibunt  XVI,  qui  erit  consequens 
XX  prius  non  datus. 

1.  Kennt  man  in  einer  Proportion  drei  Glieder,  so  ist  auch  das 
vierte  gegeben. 

Gegeben  ist  a:x=^b:c. 

Hieraus  folgt  die  Prodactengleichuug  a,c  —  h,x,  und  es  ist  also  x  —  -j-» 
Beispiel:  20 : x  =6 : 4;  es  wird  Öaj=  80,  also  x  =  16. 

IL  Si  dati  numeri  ad  aliquem  fuerit  proportio  data,  et 
illum  datum  esse  consequitur. 

In  multiplici  proportione  ubilibet  facile,  in  aliis  autem  facile  quidem, 
si  consequens  datur,  quoniam  referuntnr  aS  partes,  quas  datas  esse  haut 
absurdum.  Ipsum  ergo  multiplicabitur,  si  necesse  fuerit,  et  partes,  quas 
debet  adiungantur,  et  habebitur  antecedens;  si  vero  antecedens  datur  idem 
diuidetnr  per  denominationem,  et  exibit  consequens.  Vel  aliter:  Sumetur 
numerus,  qui  huius  partes  habet,  ponaturque  consequens,  et  inuenietur 
antecedens  in  illa  proportione,  et  sie  praemissa  operatio. 
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Yerbi  gratia  sit  numerus,  qui  cum  tanto  et  iterum  tanto  atque  dimi- 
dio  et  dimidii  dimidio  faciat  C.  Diuidatur  ergo  C  per  tria  et  dimidium  et 
quartam,  et  exibunt  XX VI  et  duae  tertiae,  et  hoc  est  consequens.  Item 
est  numerus,  cuius  quarta  et  sexagesima  sit  XX VI  et  duae  tertiae.  Sumatar 
numerus,  qui  habet  quartam  et  sexagesimam,  et  ipse  est  LX,  cuius  qnarta 
et  sexagesima  est  XVI.  Ducatur  ergo  LX  in  XXYI  et  duas  tertias,  et 
fient  MDC.     Hie  diuidatur  per  XVI,  et  exibit  C,  qui  est  consequens. 

II.  Kennt  man  das  Verhältniss  zweier  Zahlen^  von  denen  die  eine 
gegeben  ist,  so  ist  auch  die  andere  bekannt. 

J.  unterscheidet  zwischen  proportio  multiplex,  wenn  der  Exponent  des  Ver- 
hältnisses eine  ganze  Zahl,  und  proportio  in  partxbus,  wenn  er  ein  Bruch  oder 
gemischte  Zahl  ist.  Im  ersten  Falle  ist  die  zu  lösende  Gleichung,  falls  die  ge- 
suchte Zahl  der  Antecedent  ist,  xia  —  hy  also  x^  ah-^  ist  sie  aber  der  Ck>n86qneDi 

so  beisst  die  Gleichung  a:a;  =  &,  also  ist  x=:-r-»    Bei  der  proportio  in  partQm 

ist  das  Verfahren,  welches  an  erster  Stelle  abgehandelt  wird,  genau  dasselbe,  wie 

im  ersten  Falle.    Ist  z.  B.  das  zu  bestimmende  Verhältniss  a;:a=rm+— 9  so  ist 

o;  =  ma  +  -^  a,  und  ist  a :  a;  =  m  +  — ,  so  ist  ^  = = — .  —  An  zweiter 

Stelle  lehrt  J.  aber  für  den  letzten  Fall  noch  eine  Methode,  welche  in  der  Ge- 
schichte der  Mathematik  gewöhnlich  Begida  fcdsae  posUionis,  Regel  vom  fatschen 
Ansatz,  genannt  wird.  Zunächst  sucht  man  eine  Zahl  s,  die  durch  q  aufgeht, 
deren  9^«°  Theil  man  also  bestimmen  kann,  setzt  diese  Zahl  als  Conseqaent  ood 
bestimmt  nach  dem  gegebenen  Verhältnisse  dazu  den  zugehörigen  Antecedent  t 
Dann  hat  man  die  Proportion  iis^aix^  und  folglich  nach  I  xt;  =  — • 

Beispiele:  1.  lOO.-iC  =  3J  +  i^  =  8|;  dann  ist  a?  =  100 :  8J  =;  26}.  2.  26J:j: 
=  i  +  iAr'>  ^  i^^  6i°6  Zahl,  welche  sowohl  durch  4,  wie  durch  60  aufgeht  Ihr 
Viertel  und  Sechszigstel  ist  zusammen  gleich  16.    Wir  haben  daher  die  richtige 

Proportion  26| : a?  =  16 :  60,  daher  nach  I  rc  =   ^'      =  100. 

III.  Si  primi  ad  secundum  fuerit  proportio  data,  etsecandi 
ad  primum  proportio  data  erit. 

Diuidatur  eniitL  unum  per  denominationem  proportionis  primi  ad  secon- 
dum,  et  quod  exierit,  erit  denominatio  secundi  ad  primum. 

Verbi  gratia  primum  continet  secundum  bis  et  eins  duas  tertias.  Per 
duo  ergo  et  duas  tertias  diuidatur  unum,  et  exibunt  tres  octauae:  erit  ergo 
secundus  tres  octauae  primi. 

ni.  Kennt  man  das  Verhältniss  einer  Zahl  zu  einer  zweiten,  seist 
auch  das  Verhältniss  der  zweiten  Zahl  zur  ersten  gegeben. 

Ist  a :  &  =  ü,  so  ist  6 :  a  =  — 
p 

Beispiel:  a :  6  =  2J,  dann  ist  & :  a  =  -r  =  4- 

2f       8 

IV.  Si  totius  ad  detractum  proportio  data,  et  residni  ad 
detractum  proportio  data;  quod  si  residui  ad  detractum  data 
fuerit  proportio,  et  totius  ad  detractum  similiter  data  erit 

Uigitized  by  VJ^^^^v  iv^ 
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Hoc  facile  est.  Si  enim  a  proportione  totius  ad  detractam  toUatnr  unnm, 
remanebit  proportio  residai  ad  detractnm;  si  item  proportioni,  qaae  est 
residui  ad  detractnm,  addatur  unum,  fiet  proportio  totius  ad  detractum. 

Yerbi  gratia  X  continet  tria  ter  et  eomm  tertiam ,  itaque  VII  continet 
tria  bis  et  eorum  tertiam.  Conuerso  modo  VII  continet  tria  bis  et  eius 
tertiam,  ergo  X  continet  tria  ter  et  insuper  tertiam. 

rV.  Kennt  man  das  Verhältniss  einer  Summe  zu  einem  Summan- 
den, so  ist  auch  das  Verh&ltniBs  des  andern  Summanden  zum  ersten 
gegeben,  und  umgekehrt. 

Gegeben:  a  x.  ^  +  y 

{x+y):x  =  af  d.h.  ^  =  a. 

Subtrahirt  man  beiderseits  1,  so  erhält  man 

x-hv  V  ,  "" 

^_i=_^=:a.l    also  y:aj  =  a-l. 

X  X  ^  ^ 

Ist  umgekehrt  gegeben  y:x  =  af  so  ist  auch  ^=ra,  also  auch 

X 

-^-l-l=^^^  =  a  +  l,  also  (x+y):x  =  a-^l. 

XX 

Beispiel:  10 : 7  =  3| ,  folglich  7:8  =  2};  und  umgekehrt  7:3  =  2},  also 
10:8=^3}. 

V.  Si  totius  ad  detractum  fuerit  proportio  data,  et  totius 
ad  residuum  erit  proportio  data. 

Si  enim  totius  ad  detractum  proportio  fuerit  data,  et  residui  ad  de- 
tractum erit  data,  quare  detracti  ad  residuum,  ergo  et  totius  ad  residuum. 

Yerbi  gratia  X  continet  VI  et  eius  duas  tertias,  ergo  IUI  est  duae 
tertiae.  Diuidatur  ergo  unum  per  duas  tertias  et  exibit  unum  et  medietas, 
quare  VI  continet  IUI  semel  et  dimidium,  ergo  X  bis  et  dimidium. 

V.  Ist  das  Verhältniss  einer  Summe  zu  einem  Summanden  ge- 
gehen^  so  kennt  man  auch  das  Yerhältniss  der  Summe  zu  dem  andern 
Summanden. 

Gegeben  ist  (x+y):x=.a. 

Man  findet  der  Reihe  nach  gem&ss  den  fMberen  Sätzen: 

Beispiel:    10:6=1},  4:6  =  },  6:4  =  1J,   10:4=2i. 

VI.  Bi  numerus  datus  diuidatur  in  duo,  quorum  proportio 
fuerit  data,  utrumque  eorum  datum  erit. 

Si  enim  proportio  unius  ad  reliquum  dat-a  fuerit,  et  totius  ad  idem 
data  erit  proportio.  Cum  ergo  totum  sit  datum ,  erit  et  illud  datum  et  ob 
id  reliquum. 

Verbi  gratia  diuidatur  X  in  duo,  quorum  unum  quadruplum  alteri. 
Itaque  X  erit  ei  quintuplum,  et  ipsum  est  duo. 

VI.  Aus  der  Summe  zweier  Zahlen  und  ihrem  Verhältnisse  lassen 

sich  beide  Zahlen  finden.  f^r^r^r^]r> 
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Gegebene  Gleichungen:      a:  +  y  =  «,  xiy=p. 
Aus  2  folgt  nach  IV:  (x -f  y) :  y  —p  -f  1,  d.  h.  « :  y  =  p  + 1,  also  ist  nach  11  y  =  — -j- 

Beispiel;  8  =  10,  i)=4;  folglich  y  =  J^  =  2,  «=8.  Man  vergleiche  Lib.  I 
Nr.  XIX. 

VII.  Si  primum  kd  secundum  datum,  et  ad  quod  secnndum 
habet  proportionem  erit  datum;  quod  si  ad  illud  fuerit  datuzn, 
et  ad  secundum  datum  erii 

Denominatio  enim  proportionis  primi  ad  secundum  in  denominationem 
proportionis  secundi  ad  tertium  ducatur,  ed  fiet  proportio  primi  ad  tertiom. 
Item  proportio  secundi  ad  tertium  diuidatur  per  proportionem  primi  ad 
tertium,  et  exibit  proportio  primi  ad  secundum. 

Verbi  gratia  primum  continet  secundum  et  eins  tres  septimas,  et  secnn- 
dus  tertium  et  eins  duas  quintas.  Ducatur  ergo  unum  et  tres  septimae  in 
unum  et  duas  quintas,  et  prouenient  duo,  quare  primum  est  duplum  tertie. 
Item  duo  diuidantur  per  unum  et  duas  quintas,  et  exibunt  unum  et  tres 
septimae.  Itaque  aliter  positis  primum  continebit  secundum  et  eins  tres 
septimas. 

Vn.  Kennt  man  von  drei  Zahlen  das  Verhältniss  der  ersten  zur 
zweiten  und  das  der  zweiten  zur  dritten,  so  ist  auch  das  Verhältniss 
der  ersten  zur  dritten  gegeben;  und  umgekehrt. 

Gegeben:  aib=p,    h:q='.r. 

Durch  Mnltiplication  folgt  dann  unmittelbar  a:qs=p,r,    Ist  aber  gegeben 

a:2  =  p,    biq^Ty 

80  folgt  ebenso  durch  Division  a:b  =  ^» 

Beispiel:    a : &  =  If ,   6 : g  =  1^;    also   aiq  =  if .  l|  =  2.     Ist  aber  0:5  =  2, 
2 
&  •  2  —  1 J»  80  ifit  a :  6  =  ^  =  11^. 

VIII.  Si  quilibet  numeri  ad  unum  proportionem  habuerint 
datam,  et  totum  eorum  ad  eundem  proportionem  babebit  datam. 

Denominationes  proportionum  omnium  ad  illum  coniungantur,  et  com- 
positum erit  denominatio  totius  ad  idem. 

Verbi  gratia  primum  continet  quartus  semel  et  tertiam,  secundum  bis 
et  quartam,  tertium  bis  et  dimidium,  quae  faclunt  VI  et  duodecimam,  quare 
primum,   secundum  et  tertium  continebunt  quartum  sexies  et  duodecimam. 

VIII.  Wenn  die  Verhältnisse  einer  beliebigen  Anzahl  YOnGrfJssen 
zu  derselben  andern  gegeben  sind,  so  kennt  man  auch  das  Verhält- 
niss der  Summe  aller  beliebigen  Grössen  zu  der  andern. 

Gegeben  ist: 

x^m  ^=a\,   Xtin-=^c^^  x^in  z=  a^^  •••,  :rp:n  =  ay. 
Daraus  folgt  ^j,  ä,  x.      a  x^ 

n  n  fi       o  n 

und  hieraus  durch  Addition 

a;,  +  iCo  4-  iCj,  H hXp 

-~^—  l^  -----  =  Oi  +  ajH-a8  +  ---  +  ap, 

also  auch 

(ä,  -f  rc,  4-  ara  +  ••   H-  rcp) :  n  =  Ol  +  ttj -f  a,  -f  • . .  -f  ap>  t 
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Beispiel:  a,  =  1 J ,   (H'^Hy  «8  =  2J ;   es   folgt  also   (iCi  +  rcj  +  x^) : «  =  IJ  +  2i- 

IX.  Si  unus  numerus  ad  quotlibet  proportionem  habuerit 
datam,  et  ad  ex  illis  compositum  proportionem  habebit  datam. 

Si  enim  ille  ad  illos,  etiam  ipsi  ad  eum  proportionem  habebunt  datam, 
quare  et  compositus  eorum  ad  eundem,  et  ipse  ad  compositum. 

Verbi  gratia  sit,  ut  unum  contineat  et  eins  duas  tertias,  et  alium  et 
eius  dimidium.  Diuidatur  itaque  unum  per  unum  et  duas  tertias,  et  ezi- 
bant  tres  quintae;  et  iterum  per  unum  et  dimidium,  et  exibunt  duae  tertiae. 
Coniunctim  erunt  unum  et  quinta  et  quintadecima.  Per  hoc  diuidatur 
nnum,  et  exibunt  quindecim  undeuigesimae ;  itaque  illnd  erit  quindeoim  un- 
denigesimae  illorum  coniunctorum. 

IX.  Hat  eine  Zahl  einzeln  zu  beliebigen  anderen  Zahlen  gegebene 
Verhältnisse,  so  hat  sie  auch  zur  Summe  derselben  ein  gegebenes 
Verhältniss. 

(begeben  ist: 

n : rC|  =  aj ,   n: x^  =  a^t  n:x^  =  a^^   . . « ,   n: Xp  =  Op. 
Nach  ni  ist  dann: 

111  1 

^1 : n  =  — ,    0?« : M  =  —  i    a?3 1 w  =  — »  •  •  •  >    Xpzn  =  — , 

also  nach  VIIl: 

(a?,  +  rc8  +  a;j  +  ...  +  a;p):w=  — +  —  +  —  +  •..  +  — t 
und  daher  nach  III):  '       *       '^  '' 

n:{Xi  +  Xt'\-Xji  +  -.'-hXp)  =  - j j -' 

«1         «J         «3  ^ 

Beitel:  ai  =  lj,  a2=lj;  also  — -f  — =  J  +  J  =  H,  und  daher  n : (a;i  +  a^) 

X.  Si  a  duobus  numeris  datis  duo  numeri  detrahantur, 
fneritque  detractorum  et  residuorum  proportio  data,  non 
aatem  sit  eadem,  quae  totius  ad  totum,  erit  etiam  quodlibet 
eorum  datum. 

Sint  numeri  dati  a&,  cd,  detracta  a,  e;  et  quia  a  ad  c  non  sicut 
totum  ad  totum,  non  erit  a  ad  c  sicut  &  ad  d;  sit  igitur  a  ad  e  sicut  h 
ad  ä.  Erit  ergo  ah  B>d  ed  sicut  h  B,d  d,  et  quia  ah  datum,  similiter  et 
edy  quare  et  differentia  c  ad  e,  quae  sit  g,  et  sie  igitur  proportione  a  ad  c 
et  ad  e  data  erit  et  ad  ^;  subtracta  enim  minore  proportione  a  maiore 
remanebit  proportio  a  ad  ^,  qui  est  differentia.  Sed  g  est  datum,  quare 
et  a,  singula  ergo  data. 

Verbi  gratia  sint  dati  numeri  XX  et  XII ,  et  detractum  XX  sit  duplum 
detracto  XII,  et  residuum  XX  sesquialteram  residui  XII.  Sit  autem  XX 
duplum  ad  quiddam,  et  ipsum  est  X,  cuius  differentia  ad  XII  est  duo;  et 
quia,  siquidem  est  sesqualterum  ad  totum  et  duplum  ad  duo ,  est  sescuplum 
ad  reliquum,  erit  residuum  XX  sescuplum  ad  duo,  erit  ergo  XII,  et  de- 
tractum VIII 5  detractum  vero  XII  erit  IUI,  et  residuum  iPj3giffSg^^ri^Jjjy^[^ 
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X.  Zieht  man  von  zwei  gegebenen  Zahlen  zwei  andere  Zahlen 
ab,  und  ist  sowohl  das  Verhältniss  der  subtrahirten  Zahlen,  als  das- 
jenige der  Beste  gegeben,  so  ist  jede  von  den  Za'hlen  bekannt,  wenn 
dasVerhältnisB  nicht  mit  dem  der  gegebenen  Zahlen  übereinstimmt 

Gegeben  ist:  rc  +  t/  =  8,    £?  +  «  =  «,, 

Es  ist  aber  nicht  x : 0  =  (^+^) :  (js+v),  sonst  wäre  nämlich  x;z  =  y:v^  also  |)= 9, 
und  es  müsste  also  5|=:  —  sein;  es  verh&lt  sich  also  auch  nicht  xiz  =  y:v,  Non 
verhalte  sich  xit  =  y:v^  dann  verhält  sich  auch  {x-^y) : (t+v)  =^ y : v,  d.\L  e»  ist 

8  f 

«:(*+«)  =  g,   also  t  +  v  =  —  ;  es  ist  aber  i5  +  t?  =  «j,  also  ist  £?  - 1  =  »|---  =  J. 

Nun  ist  aber  —  =  —  und  —  =  — 1  also   -^^  = ,  foglich  ist  x.g  =  — -r ' 

X       p  X        q  X        p       q         "^  "^     2-J> 

X 

dadurch  hat  man  aber  y  =  b~  x,  zzz  — ,  17  =  «1  —  2;. 

Beispiel:  8  =  20,  «,  =  12,  p-2,  3  =  li;  dann  ist  *  +  «  =  10,  also  t-z='i=^g 

2  11  2 
und  p-g[  =  i,  und  daher  a;  =    '  *'    =  12.    Folglich  y  =  8,  t?  =  4,  ß  =  9. 

XI.  Si  duo  numeri  fuerint  ad  inuicem  dati,  numeroqae 
dato  ab  altero  detracto  alterique  addito  si  postmodum  propor- 
tionem  habnerint  datam,  et  prius  sumpta  data  erunt 

Sint  ad  inuicem  dati  numeri  ab  et  c,  et  ab  a&  detrahatur  a  dstos 
numerus,  et  c  addatur  d  datus  numerus,  ut  sit  etiam  &  ad  cd  proporüo 
data;  sit  item  6  ad  a  sicut  cd(  ad  &,  quare  cde  ad  ah  erit  proportio  d&ta. 
Sed  c  ad  a&  proportio  data,  ergo  et  de  ad  a&  proportio  data  erit,  atqae 
de  est  datus,  ergo  et  a5  atque  c  dati  erunt. 

Yerbi  gratia  sit  maior  minori  sesquitertius;  maiori  detracto  VI!  etalii 
addito  VI  sit  totum  minoris  duplum  residuo  alterius.  Sit  igitur  nomeros 
duplus  VII,  et  ipse  est  XIIII,  qui  addatur  toti  minoris ,  et  composifcos 
fiet  duplus  maiori  additque  super  minorem  XX,  et  quia  minor  est  tres  qnartae 
maioris ,  auferantur  tres  quartae  de  duobus ,  et  remanebunt  quinque  qnartae: 
itaque  XX  continet  maiorem  semel  et  quartam,  et  ipse  est  XVI,  misor- 
itaque  erit  XIL 

XI.  Vermindert  man  das  Vordergiied  eines  gegebenen  Verhält- 
nisses um  eine  gegebene  Zahl  und  vermehrt  das  Hinterglied  um 
eine  andere  gegebene  Zahl,  und  man  kennt  das  Verhältnis«  jeoer 
Differenz  zu  dieser  Summe,  so  sind  die  beiden  Glieder  des  ersten 
Verhältnisses  einzeln  bekannt. 

Gegebene  Gleichungen: 

(a+x)  :y=p,    X:  (y +  d)  =  q, 

J.  geht  so  vor:  Es  sei  e :  a  =  iy+d):x=  -,  dann  ist  auch  (y+d+e) :  (a+x)  =  -• 

i  q  9 

Es  ist  aber  y :  (a  +  a:)  =  — ,  folglich 

{d  +  e):(a+a:)  =  -i-i-. 

Da  aber  d  and  e,  also  auch  d  +  ß  bekannt  sind,  so  ist  a  +  x  gegeben,  also  aoch  i^. 
Beispiel:  i>  =  1^,  a  :=  7,  d  =  6,   g  =  (.     Man  findet  der  Reihe  nach  e  =  U, 

d  +  e  =  20,  -i---i-  =  J,  a-a:  =  20.J  =  16,  y  =  12. 
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XII.  Si  duobus  jiumeris  dati  numeri  alternatim  addantur 
et  detrahantur,  et  post  mutuam  additionem  et  detractionem 
sint  semper  ad  inuicem  dati,  nterque  erit  datus. 

Sint  numeri  a 6  et  de,  et  dati  8int  a  et  d,  itemque  dati  c  et  f,  Si 
ergo  ahc  fuerit  datus  ad  e,  etiam  def  ad  5,  erunt  ah  et  de  dati.  Quia 
enim  ahc  est  datus  ad  e,  detractoque  ab  eo  dato  numero  ac  et  alteri  dato 
addito,  qui  est  dfy  fit  def  ad  h  datus  per  praemissam  Operationen!. 

Verbi  gratia  minori  detrahatur  IUI,  et  alii  additis  duobus  sit  totum 
maioris  duplum  residuo  alterius;  atque  minori  additis  tribus  et  maiori 
demptis  IUI  sit  totum  residuo  sesquitertium.  Per  operationem  ergo  prae- 
missae  totum  minoris  erit  XVI,  et  maioris  residuum  XII;  maius  ergo  XVI, 
et  minus  XII  non  aequales. 

Xn.  Addirt  man  zu  einer  Zahl  eine  gegebene  zweite  und  8ub> 
trahirt  von  einer  dritten  Zahl  eine  gegebene  vierte,  subtrahirt  dann 
von  der  erten  eine  gegebene  Zahl  und  addirt  zu  der  dritten  eine 
ebenfalls  gegebene,  und  es  ist  beidemale  das  Verhältniss  der  Summe 
zur  Differenz  bekannt,  so  sind  auch  die  nicht  gegebenen  Zahlen 
bekannt. 

Gegebene  Gleichungen: 

(a+a?+c):y  =  6,    (d+2/+/):Ä  «  ff. 
Die  Aufgabe  ist  mit  der  vorigen  identisch,  wenn  man  a  +  c  an  Stelle  von  a  und 
d+fa,n  Stelle  von  d  setzt. 

Beispiel:  a  =  4,  c  =  2,  d  =  4,  f=3,  p  =  2^  ff=S.  Man  findet  nach  XI 
a?-+-a  =  16,  y  +  d=  12. 

XIII.  Si  a  duobus  numeris  datis  duo  numeri  ad  inuicem 
dati  detrahantur,  ut  residuorum  sit  differentia  data,  singula 
eorum  data  esse  necesse  est. 

Sint  dati  numeri  ah  et  cd,  atque  a  ad  c  datus,  et  differentia  &  ad  d 
data,  quae  sit  e,  sitque  f  differentia,  quam  addit  ah  super  cd,  et  differen- 
tia a  et  c  sit  g.  Si  igitur  h  maius  d  atque  e  maior  f  siue  minor,  semper 
erit,  quae  eorum  differentia,  ea,  quae  et  a  et  c.  Quod  si  h  minus  d,  tnnc 
a  et  f  facient  ^,   quare  semper  g  datum,    ergo  et  a  et  c,   sicque  &  et  d.* 

Verbi  gratia  dati  sint  XV  et  IX;  detractum  antem  a  XV  sit  triplnm 
ad  detractum  de  IX,  et  differentia  residui  IX  ad  residuum  XV  sit  duo, 
quae  addantur  super  differentiam  XV  ad  IX,  et  fient  VIII,  qui  est  diffe- 
rentia detractorum,  ideoque  erunt  XII  et  IUI,  residua  III  et  V. 

Xni.  Wenn  man  von  zwei  gegebenen  Zahlen  zwei  andere,  deren 
Verhältniss  bekannt  ist,  subtrahirt,  und  die  Differenz  der  beiden 
Reste  ist  gegeben,  so  kennt  man  alle  vier  Zahlen. 

Gegebene  Gleichungen: 

a-^h^8i,    c  +  d  =  S2; 
Es  ist  entweder  a:c=p,     b^d  =  e. 


*   Hier  in  Db.  86  die  Bandbemerkang:   Si  enim  fuerit  äliquorum  tarn  pro- 
^H>rtio  quam  differentia  data,  ipsa  sunt  data,  scito,  quid  est  maiits  et  quid  minus,     i 
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a, -8t  =  (ö— c)  +  (Z>-<l),  d.  h.  fzzig^e,  also  g  =  f-e,  wenn  6><l, 
s,  — St  =  (a  — c)-(eJ— 6),  d.h.  f^g-e,  also  g^e-hft  wenn  6<(J. 

Man  kennt  also  immer  g^^a  —  c  und  a:c,  also  a  and  c  einzeln,  folglich  auch 

&  and  d, 

Beispiel:  «j  =  16,  «»  =9,  p  =  3,  d-ft  =  e  =  2.    Es  liegt  also  der  zweite  Fall 

?or.    Man  findet  ^  =  6  +  2  =  8,  hat  also  a—e  =  8,  a:c  =  3,  and  folglich  a  =  12, 

c  s  4  und  daher  &  =  S,  d  =  6. 

XIY.  Si  a  duobus  numeris  datis  numeri  demantur,  qai  sint 
ad  se  dati,  et  ex  reliquo  in  reliquum  datas  numerus  proaeniet, 
quilibet  eorum  datus  erit, 

Sint  dati  numeri  a&,  de  et  a  B,d  d  datus,  et  quod  fit  ex  b  in  e  sit 
datum,  quod  sifc  /*;  sit  autem  sicut  a  ad  ei  ita  a&c  ad  de,  quare  be  dA  t 
datum  est.  Ergo  quod  fit  ex  h  in  hc  sie  datum  ad  /*,  et  differentia  hc 
ad  hj  que  est  c,  sie  data:  erit  et  h  ei  hc  datum,  et  sie  omnia. 

Yerbi  gratia  sint  dati  XII  et  X,  demptumque  a  XII  ad  demptum  ex  X 
sit  sesqualtemm ,  at  ex  reliquo  in  reliquum  fiant  XXXVI.  Est  autem  XY 
ad  X  sesqualtemm  et  LIIII  ad  XXXVI  sesqualterum ,  qui  cum  contineatar 
sub  duobus  numeris ,  quorum  dififerentia  III ,  que  est  XV  ad  XII ,  erit  unns 
IX  et  alter  VI,  qui  est  una  portio  XII,  et  alia  VI;  portionesque  X  erunt 
mi  et  VI, 

XIV.  Nimmt  man  von  zwei  gegebenen  Zahlen  zwei  andere  weg. 
welche  ein  gegebenes  Verhältniss  besitzen,  und  man  kennt  das  Pro- 
duct  der  beiden  Differenzen,  so  kennt  man  die  subtrahirten  Zahlen 
einzeln. 

Gegebene  Gleichangen: 

a:  d  =Pt     b  .e  =f. 
Es   sei    (a ^b ^ c) :  {d  +  e)  =  a : d  =  p ,    folglich    c   bekannt,    dann   ist  {h  +  c):e 
z=a:d=Pt   also   auch  6(&  +  c):6e  =j?,   d.  h.   b{b-^c) :  f=^p.     Man  kennt  alio 
b{b  +  c)  und  (2)-|-c)  — 2)  =ü,  also  nach  lib.  I,  V   &  +  c  und  b  einzeln,  also  aodb  a, 
fblglich  d  und  daher  auch  e. 

Beispiel:  Si  =  12,  «^  =  10,  i>  =  i,  f=  36;  J.  findet  c  =  3,  6(6  +  c)  =  64  und 
folglich  6  +  c  =  9,  &  =  6.    Es  ist  also  auch  a  =  6  und  daher  d  =  4,  folglich  e=6. 

XV.  Si  numerus  in  quotlibet  diuidatur,  quorum  unum  da- 
tum, et  totum  ad  reliquorum  singula  proportionem  habnerit 
datam,  erit  totus  numerus  datus. 

Si  enim  ad  singula  eorum  proportionem  habuerit  datam,  et  ad  com- 
positum ex  eis,  quare  et  ad  residuum,  et  quia  illud  est  datam,  eritipsom 
totum  datum. 

Verbi  gratia  diuidatur  totum  in  qaatuor,  quorum  unum  est  tertia,  al* 
terum  quarta,  alterum  quinta,  et  relinquentur  VI  et  dimidium.  Sed  tertia, 
quarta  et  quinta  sunt  quadraginta  Septem  sexagesimae,  erunt  ergo  VI  et 
dimidium  tredecim  sexagesimae ,  unde  est  numerus  XXX.  Ergo  XXX  dinisns 
est,  cuius  portiones  X,  VII  et  dimidium,  VI,   et  remanebunt  VI  et  dimi- 
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XV.  Ist  von  den  Theilen  einer  Zahl  einer  und  das  Verhältniss 
der  ganzen  Zahl  zu  den  einzelnen  übrigen  Theilen  bekannt,  bo  ist 
aach  die  ganze  Zahl  bestimmbar,  sowie  die  einzelnen  Theile. 

Gegebene  Gleichungen: 

x;xi=pi]     xiXi^Pz,  xix^-pi,  ... 
Nach  IX  ist  x:  (x^  +  xt  + Xz  +  "-)  bekannt,   folglich  nach  IV  auch  x:a,   also  x 
und  daher  auch  Xij  x^,  Xs^  ...  gegeben. 

Beispiel:  a  =  64,  pi  =  3,  p,  =  4,  p^  =  5.  Es  folgt  xiixi  +  Xfh X3)  =  f ^,  also 
ist  Ä :  64  =  iä»  d.  h.  rc  =  30,  folglich  rci  =  10,  «2  =  7^,  «3  =  6,  und  es  ist  wirklich 
10  +  74  +  6  +  64  =  30. 

XVI.  Numero  in  quotlibet  diuiso  si  unum  eorum  cum  dato 
numero  fecerit  nnmerum,  qui  ad  totum  sit  datus,  reliquis  ad 
ipsum  totum  datas  habentibus  proportiones,  ipse  numerus  di* 
uisus  datus  erit. 

Cum  enim  singula  eorum  ad  diuisum  proportiones  habeant  datas,  et 
compositus  ex  omnibus'ad  eum  proportionem  habebit  datam,  quare  et  re- 
siduum,  quod  est  datus  numerus,  habebit  ad  eum  proportionem  datam,  quare 
et  ipse  datus  erit« 

Yerbi  gratia  diuidatur  numerus  in  tria,  quorum  unum  sit  tertia;  aliud 
quarta,  reliquum  cum  ternario  sit  eins  duo  tertiae;  quare  omnia  cum  ter- 
nario  conünebnnt  eum  et  eins  quartam ,  temarius  ergo  eins  quarta ,  et  ipse 
erit  XII. 

XVI.   Ist  von  den  Theilen  einer  Zahl  das  Verhältniss  jedes  ein- 
zelnen zu  der  getheilten  Zahl  und  das  Verhältniss  des  letzten  Theiles 
plus  einer  gegebenen  Zahl  zu  der  ganzen  Zahl  bekannt,  so  ist  auch 
die  letztere  bekannt. 
Gegebene  Gleichungen: 

a;  sa;i +  a^  +  073  + ...  +  a?n; 
Xiixszpiy  Xtix^pt,  ...,   (aJn  +  a):a;=i?n. 
Es  ist  ,  ,  ^         ^ 

(a?, +Ä,  + 0^3  + •••  +  a3n  +  a):  a;=  1)1 +|),  +  ... +!>«-=(«+«):  ic, 

also     -  =  i?i  +i?2  +  •  ••  +Pn  — 1>  daher  x  bekannt. 


X 


3 


Beispiel:  a  =  S,  p^:=i,  Pt  =  },  p^  =  i.   Es  folgt  (ä  +  3)  :a;  =  lj,  -  =  |,  a;  =  12. 


X 


XVII.  Numero  in  quotlibet  diuiso  si  eorum  aliquod  cum 
numero  ad  totum  dato  fecerit  numerum  datum,  et  reliqua  ad 
totnm  proportiones  datas  habuerint^  ipsum  numerum  diuisum 
datam  esse  conueniet. 

Cum  enim  ad  singula  reliquorum  proportionem  datam  habeat,  et  ad 
coninncta  habebit,  et  sie  ad  prius  sumptum  et  ei  additum;  quare  et  ad 
compositum  habebit  proportionem  datam,  quod  cum  datum  sit,  et  ipsum 
datam  erit. 

Verbi  gratia  diuidatur,  ut  prius,  in  tria,  et  unum  sit  medietas,  et 
unum  tertia,  et  tertium  cum  eins  quarta  faciat  V.  Et  quia  dimidium  et 
tertia  sunt  quinque  sextae,  erit  reliquum  sexta,  quae,  quonijjp^jgcyj[V5j\y;^s;{^ 
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facit  Y,  erit  V  eins   quarta  et  sexta,  hoc  est  quinque  duodecimae,  qnare 
ipse  est  XII. 

XVn.  Die  getheilte  Zahl  ist  auch  bekannt,  wenn  ein  Theil  plus 
einer  Zahl,  welche  zu  der  getheilten  Zahl  ein  gegebenes  Verh&ltnisB 
hat,  bekannt  ist,  und  die  übrigen  Theile  zu  der  getheilten  Zahl  be- 
kannte Verhältnisse  besitzen. 

Gegebene  Gleichungen: 

Xi:X  =  Pij    XtiX=Pt,     .,.,    Xn^HX^^Pn-^i] 

Xm-\ —  =  a. 
Es  ist  "* 

a?l  +  Xf  +  ajj  -f  ...  +  Än-l  =  (pi  +P,  -f  •••  +i?n-l)iC,     Xn  =  (1-Pi  -1>, P»~l)X 

and  folglich  .  ^ 

a  =  f  1-jPi-pi ^— *+ m)^» 

also  X  bekannt. 

Beispid:  Pi  =  it  Pt=i,  ins:^^  a  =  6.    Es  folgt  5  =  ^a;,  also  x=l2. 

XVIII.  Si  numerus  datus  in  quotlibet  diuidatur,  quae  con- 
tinue  proportionem  habuerint  datam,  erit  quodlibet  eorum 
datum. 

Quia  enim  primum  ad  secundnm  datum  et  secundum  ad  tertiom,  erit 
primum  ad  tertium  datum,  quare  similiter  ad  secundum  et  tertium,  et  ob 
hoc  totum  ad  ipsum  datum,  et  cum  totum  datum  sit,  erit  etiam  primam, 
et  ideo  secundum  atque  tertium. 

Verbi  gratia  diuidatur  LX  in  tria,  quorum  malus  duplum  aecundo, 
secundus  triplum  tertio,  quare  primum  sescuplum  tertio,  quare  secundum 
et  tertium  duae  tertiae  primL  Totum  ergo  continet  primum  et  eins  duas 
tertias,  erit  ergo  illud  XXXVI,  secundum  XVIII,  tertium  VI,  quae  simol 
faciunt  LX. 

XVllI.  Steht  yon  den  Theilen  einer  gegebenen  Zahl  jeder  zu  dem 
nächstfolgenden  in  einem  gegebenen  Verhältnisse,  so  sind  die  Theile 
einzeln  bekannt. 

Gegebene  Gleichungen: 

Xi  4-iCj-f  .••-fa?i«  =  a; 


^1 

Es  ist 


also 


Xi'.x^^PiPt,  Äi:a?4  =  jp,.i)2Ps,  ...; 

Xi'.Xn^PtPfPs  ...  l>n-l, 


(>fg  +  a?,-f  ...-fa?n):a?i  =  — -f---— +  +-  +  • 


Pl       PtPt      PiPtPi  PiPt-'^Pn-'l 

folglich  11  1 

a:a;.  =  1  +  — -I- +  .-+ 

*        Pi   PiPt         i'iPt-.jp— 1 

Man  kennt  also  Xi  und  daher  auch  o;,,  ...,0^.    J.  führt  den  Beweis  nur  fOr  drei 
Theile,  wir  haben  seinen  Gedankengang  verallgemeinert. 

Beispiel:  a  =  60,  p,  =  2,  i?8  =  3.   Es  folgt:  Xi:x^  =  6,  (a?t +«$):«,  =  | ,  folglich 
60:a?i  =  l|,  «1  =  36,  a;,  =  18,  «3  =  6. 

XIX.    Numero  dato  per  quotlibet  diuiso  si  singulis  eorum 
dati  numeri  addantur,  ut  compositorum  sit  continue  proportio 
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data,  erit  prius  sumptoram  diaidentinm  proportio  similiter 
data,  et  ipsa  data. 

Nameri  dati  pariter  additi  dato  namero  diuiso  addantur,  et  fiet  numerns 
totas  datas ,  quam  constat  dinisum  esse  in  nameros  ad  se  continue  datos ,  qui 
constant  ex  diuidentibus  primi  numeri  et  nameris  datis,  quare  compositos 
illos  datos  esse  constat«  Ex  quibas  si  dati  numeri  auferantnr,  relinquentur 
portiones  propositi  numeri  dati. 

Yerbi  gratia  XX  diuidatur  in  tria,  quorum  uni  addantur  IUI,  alii 
nnam,  alii  Y,  ut  sit  primum  secundo  sesqualtemm ,  secundum  tertio  duplum. 
Itaqne  IUI,  Y,  unum  addantur  XX,  et  fient  XXX.  Quod  si  diuisum  fuerit 
secundum  illas  portiones,  exibunt  XY,  X  et  Y.  Auferantur  ab  illis  dati 
numeri,  a  XY  IUI,  et  a  X  Y,  et  a  Y  unum^  et  remanebunt  XI,  Y,  IUI, 
in  qnae  constat  diuisum  esse  XX. 

XIX.  Derselbe  Satz  wie  XYIII,  nur  dass  jedem  Theile,  ehe  das 
VerhältnisB  bestimmt  wird,  eine  gegebene  Zahl  addirt  wird. 

Gegebene  Gleichungen: 

iCj-f  OTf +  •■•  +  «!•  =  a; 

Addirt  man  zu  Gleichung  1  beiderseits  5i  +  2^2  +  <••  +  bn,  so  hat  man  ffir  die  Grössen 

die  Entwickelung  des  vorigen  Satzes;  diese  Grössen  sind  also  gegeben,  folglich 
auch:  Xif  Xti  •••,  Xn' 

Beispiel:  a  =  20;  &i  =»  4,  bt=l,  &s  =  6;  Pi  =  4,  Pt  =  ^'  Man  findet,  dass 
a  +  &i  +  &f  +  6a  =  8<>  ^^  die  Theile  ari  +  4  =  16,  a?,  +  6  =  10,  aJs4-l=;6  getheilt  ist, 
erhält  also  o^i  =  11,  rc2  =  6,  o^s  =  4. 

XX.  Si  sumantur  quotlibet  numeri,  quorum  praecedentes 
cum  datis  numeris  ad  sequentes  habuerint  proportiones  datas 
ita,  ut  et  ultimus  adiuncto  dato  numero  habeat  proportionem 
datam  ad  primum,  singulos  eorum  datos  esse  demonstrabitur. 

Sint  tres  numeri  a,  b,  c,  et  dati  numeri  totidem  d^  6,  /*,  sintque  ad 
ad  &,  et  &e  ad  c,  et  c/*  ad  a  dati.  Sicut  igitur  ad  ad  b  ita  sit  ^  ad  6,  ut  sit 
totas  gda  ad  hc  sicut  ad  ad  &,  et  boc  datus.  Cum  ergo  sit  be  ad  c  datus, 
gda  etiam  datus  ad  c;  sit  item  h  &d  f  sicut  gda  ad  c,  eritque  hgda  ad 
fc  datus.  Sed  fcvAa  datus,  ergo  hgda  ad  a  datus  est,  quare  et  hgd 
ad  a  datus;  sed  hgd  datus ^  ergo  et  a  datus,  similiter  h  et  c, 

Yerbi  gratia  sint  numeri  tres,  sitque  primus  cum  YI  continens  secun- 
dom  et  eins  duas  tertias ;  secundus  cum  IUI  continens  tertium  bis ;  tertius 
cum  duobus  sit  quinque  septimae  primi.  Et  quia  YI  et  duae  tertiae  con- 
tinent  IIII  et  eins  duas  tertias ,  addantur  primo ,  ut  sint  ipse  et  XII  et  duae 
tertiae  continentes  secundum  cum  IIII  et  eorum  duas  tertias.  Contibunt  ergo 
tertium  ter  et  eins  tertiam.  Sed  et  YI  et  duae  tertiae  continent  duo  ter 
et  eins  tertiam,  itaque  primus  cum  XIX  et  tertia  continet  tertium  cum 
duobus  ter  et  eins  tertiam.  Sed  tertius  cum  duobus  cum  sit  quinque  sep- 
timae primi ,  primus  et  XIX  et  tertia  continebunt  primum  bis  et  eins  duas     t 
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septimas  et  duas  yigesimas  primas;  qaare  XIX  et  tertia  continehont  eom 
semel  et  eins  dnas  septimas  et  duas  yigesimas  primas,  et  primus  eritergo 
Xnil,  et  secnndns  XII,  tertius  autem  VIII. 

XX.  Hat  von  n  gesuchten  Zahlen  die  Summe  aus  je  der  i)^"  ge- 
suchten und  einer  gegebenen  Zahl  zu  der  (p  +  l)<«"  gesuchten  Zahl 
ein  gegebenes  Verhältniss,  so  dass  für  p  =  n  p+l  =  l  wird,  so  kennt 
man  sämmtliche  gesuchte  Zahlen. 

Gegebene  Gleichungen: 

Man  suche  zunächst  bi  aus  der  Proportion 

(aHH-a,):a;,  =  5i:aa  =  X,, 
so  dass  also  hg  bekannt  ist,  dann  hat  man  auch 

-i i i  =  X, ;   es  ist  aber  -= — -?  =  2,, 

folglich  Xi+Oi+b^^  Xi  X2X3;  dann  bestimme  man  bt  durch  die  Proportion 

«1  +  ai  +  &i  _  6,  _  . 

-—  ^  AI  42, 


so  ist  auch 


und  folglich  wieder 


Xi  <h 

rca  +  a,  *  *' 

«i  +  a, +&i  +  5fc  =^XiltliX4^ 


^0  -^ — ^  =  X,  benutzt  ist.    Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  schliesslich: 
«4  ^  ' 

«iH-ai  +  6i  +  5fc  +  ---  +  &i.-i  =  iilt^s  ...lfia;i, 
also  »1  =   *    ,  l  1    — -r — ;-— ^*    I^aher  kennt  man  auch  Xt,  «3,  •..,  «». 

Al  Af  Af  •  .  «  An  —  1 

Beispiel:  Jordan us  nimmt  n  =  3  und  setzt  ai=:6,  02  =  4,  03  =  2;  2i  =  li 
^2  =  2,  Aa  =  ^  und  findet  6,  =  6|,  62=^6};  a,  +  61 +&«  =  19^;  XiZ2l8  =  2?  A.  ^^^«^ 
a?!  =  19J :  1^  =  14,  a?,  =  12,  a?a  =  B. 

XXI.  Si  numerus  datus  in  duo  diuidatur,  quornm  alteram. 
vel  numerus  ad  ipsum  datus,  cum  numero  dato  ad  reliqnao 
fecerit  numerum  datum,  utrumque  datum  erit. 

Diuidatur  a&  in  a  et  &,  et  sit  c  datum  ad  b,  atque  ac  sit  numercs 
datus.  Cuius  differentia  ad  a&  sit  e  data,  et  ipsa  est  differentia  c  et  5;  et 
quia  c  ad  &  datum,  erit  6  ad  ft  datum,  cumque  sit  e  datus,  erit  et(eta 
datus. 

Yerbi  gratia  XII  diuidatur  in  duo,  quorum  unum  cum  tertia  reliq^ 
faciat  VI,  cuius  ad  XII  differentia  est  VI,  qui  etiam  est  differentia  terti» 
ad  totum  suum:  quare  VI  duae  tertiae,  et  totum  IX,  residuum  III,  ({^^^ 
cum  tertia  IX,  hoc  est  cum  tribus,  facit  VI. 

XXI.    Kennt  man  die  Summe  zweier  Zahlen  und  ausserdem  <ii<^ 
Summe  der  einen  (oder  einer  ihr  proportionirten  Zahl)  und  eioerx^ 
der  andern  proportionirten  Zahl,  so  sind  beide  Zahlen  bekannt 
Gegebene  Gleichungen: 

A\      ^  +  y=«i,  ßs  x  +  y  =  8^, 

aj  +  ny^s,;  mx  +  ny^s^. 

Man  findet  f^  r^r^nJ^ 
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folglich 

e  _     e 

also  auch  x  bekannt.    J.  betrachtet  nur  den  links  stehenden  Fall  seines  Lehrsatzes. 
Beispiel:  «,  =  12,  «»  =  6;   fi  =  3.    Es  ist  also  y=a6:J  =  9,  «=»3,   und  es  ist 
3  +  1  =  6. 

XXIL  Nnmero  dato  in  duo  diuiso  si  alteram,  yel  nameras 
ad  ipsnm  datas,  cam  numero  dato  fecerit  numeram  ad  reli- 
qaam  datam,  atrumqae  eoram  datam  erit. 

üt   prias   ah   parciatar  in  a  et  in  &,   atqae  a  oxxm.c  dato  faciat  ac        m 
numeram   ad   h   datam.     Addatar  ergo  c  ad  a&,   at  sit  totus  ahc^  qai 
dioisus  est  in  b.et  aCj  qaoram  proportio  data,  atramqae  ergo  datam. 

Yerbi  gratia  XII  diaidatar  in  duo ,  qaoram  alteram  cam  daobus  faciat 
tres  qaartas  reliqai.  Duo  iangantar  XII  et  fient  XIIII,  qai  diaisas  est 
secandam  illam  proportionem ,  qaare  alteram  erit  VIII,  alteram  VI,  a  qao 
subtractis  daobas  remanent  IUI. 

XXn.  Ebenso,  wenn  ausser  der  Summe  der  Zahlen  das  Verhält- 
niss  der  ersten  Zahl  (oder  einer  zu  ihr  proportionirten)  plus  einer 
gegebenen  Zahl  zu  der  zweiten  gegeben  ist. 

(xegebene  Gleichungen: 

^    x-hc^py,  mx-^-c^  py. 

Man  hat  bezüglich 

(a;+c)  +  y  =  s  +  c;         (wÄ  +  c)  +  wy  =  f»«  +  c, 

x  +  c  -py\  {mx  +  c)  =  ;£-•  wy, 

kennt  also  jedesmal  die  Summe  und  das  Verhältniss  zweier  Zahlen,  also  nach  II, 
VI  beide  einzeln. 

Beispiel:  «  =  12,  c  =  2,  i)  =  J.    Man  findet  y  =  8,  a;  +  2  =  6,  a?  =  4. 

XXIII.  Si  nameras  datus  in  quotlibet  diaidatar,  qaoram 
quodlibet  samptum  praecedens  semper  ad  compositum  ex  dao- 
bus reliquis  proportionem  habeat  datam,  quodlibet  eorum 
datam  erit. 

Diuidatur  datus  numerus  in  a,  &,  c,  d,  atque  a  ad  &c,  et  b  ad  cd, 
et  c  ad  da  proportionem  habeat  datam.  Diuidatur  ergo  a  in  e  et  /*,  sitque 
5  ad  6  et  c  ad  /*  sicut  &o  ad  a.  Item  quia  5  ad  cd  habet  proportionem 
datam  atque  &  ad  e,  erit  6  ad  cd  datum,  quod  diuidatur  in  ^  et  A  secun- 
danoL  proportionem  c  ad  d.  Cum  igitur  fg^Ac  sit  datum,  atque  c  ad 
adf  erit  fg  ad  da  datum.  Besolvatar  ^  in  X;,  Z  secundum  proportionem  d 
ad  a,  eritque  a  tamquam  hTcl^  cumque  sit  2  ad  a  datum,  erit  similiter 
et  hTc,  Sed  hh  9Ä  d  datum,  qaare  d  ad  a,  atqae  ^  ad  a&  et  ad  a,  quare 
a  et  (  et  similiter  ac,  omnia  ergo  ad  se  et  ad  totum,  quare  singula  data. 
Qaod  si  quinque  fuerint,  ut  a,  &,  c,  d,  c,  resoluetur  modo  dicto  a  in  de, 
atque  eadem  ratione  e  in  de  et  d  in  ch  et  c  in  ta,  eritque  a  ad  b  datum, 
et  sie  de  caeteris.  ^  t 
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Verbi  gratia,  ut  sit  exemplum  in  qnatnor,  diuidatur  siqoidein  IXXII 
in  qaatuor,  qnoram  primum  sit  septima  secundi  et  tertii;  secundnm  quinta 
tertii  et  qnarti;  tertiam  medietas  qaarti  et  primi.  Ducatnr  itaqne  septima 
in  quintam  et  erit  trigesima  quinta;  et  septima  in  dimidinm,  et  fiet  decims 
quarta;  et  trigesima  quinta  in  dimidium,  et  fiet  septuagesima ;  fietqne  pri- 
mum tamquam  sua  septuagesima  et  decimaquarta,  hoc  est  sex  septoagesiniae, 
et  septuagesima  et  trigesima  quinta  et  qnatuordecima  quarti,  hoc  est  octo  sep- 
tuagesimae.  Itaque  sexaginta  quatuor  septuagesimae  primi  sunt  octo  septoa- 
gesimae  quarti,  et  quia  octo  octaua  sexaginta  quatuor,  erit  primus  octaua  qnartl 
Sed  et  primus  septima  secundi  et  tertii ,  quare  quartus  continet  secundani  et 
tertium  et  eorum  septimam;  sed  secundus  est  quinta  tertii  et  quarti ,  et  quinti 
quarti  tamquam  quinta  et  trigesima  quinta  secundi  et  quinta  et  trigesini 
tertii,  quare  secundus  est  tamquam  quinta  et  trigesima  quinta  sni,  hoc  est 
octo  trigesimae  quintae,  et  duae  qnintae  et  trigesima  quinta  tertii,  hoc  est 
eins  quindecim  trigesimae  quintae.  Itaquae  eins  viginti  Septem  trigesimie 
septimae  sunt  quindecim  trigesimae  septimae  tertii;  secundus  ergo  ad  ter- 
tium sicut  XV  ad  XXYII.  Sed  secundus  ad  tertium  et  quartum  sicat  VI 
ad  XL VIII,  quare  primus  ad  secundum  ut  VI  ad  XV,  et  quia  VI,  XV, 
XXVII,  XLVIII  faciunt  XCVI,  qui  est  triplus  XXXII,  erit  XXXII  dioisiß 
in  duo,  quinque,  IX,  XVI  secundum  sumptas  habitudines. 

XXIJL  Gegeben  ist  die  Summe  von  n  Grössen  und  das  Verhältoiäs 
einer  jeden  zu  der  Summe  der  beiden  folgenden  —  wobei  die  auf  die 
n^«  Grösse  folgende  die  erste  ist  — ;  dann  sind  sämmtliche  Grdtsen 
bekannt. 

Gegebene  Gleichungen:   - 

a;,  +  rc2  +  aJa  +  • ..  +  An  =  s; 


Man  findet  leicht: 


a;n-2  =i)/i-2(a;ii-i  +a;ii), 
ajn-i  =i>ii-i(a;n+a?i). 

Pi  Xt  -PiPtX^  +PlP2iß4> 

PiPta^S=PiPtP3Ht^4-^PiP2P^^> 


Pi PtPt  •  •  •i>ii-3rCn-2  =Pi JP«  •  •  •Pn~7Xn-\  +i>il>2  •  •  »pn-lXu  , 
P\PtPi  '  • » Pn-2Xn^\  =PiPt  "»Pn-\Xn  -hPiPf  ••Pn-tXt, 

Addirt  man,  so  ergicbt  sich 

Xi  =jp,  X9  +JPiP,a;4  -^PiPfPsX^  +  •  •  •  -^PiPi  . .  >Pn'2Xn  -^PiPt . .  .i>«-i«i 

Entwickelt  man  jetzt  ebenso  ■^^*^« '  •  •^-**'- 

Pt^ii  Pilh^49  PiPtPi^^^   •••»  PiPiPi^^^Pm'-iXn^X 

und  so  fort,  so  erhält  man  schliesslich  eine  Gleichung,  welche  nor  noch «» Qi^d x- 
enthält;  dann  findet  sich  aber  aus  Xn'i^pn^tixn-hXi)  u.  s.  w.,  Xn~i,  a;a-s, «••«-< 
durch  Xi  ausgedrückt,  so  dass  endlich  Gleichung  1  den  Werth  von  Xt  und  dam« 
alle  Werthe  der  n  Unbekannten  liefert.     Für  n  =  4  würde  die  Rechnong  »  '- 


führen  sein:  Es  ist 


Gooc 
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PiPtXi=PiPtPzX4-k-PlPtPMXt, 

also  durch  Addition     i'«^a=i>il>s^4+i>ii^^„ 

^I  =  {PlPtPs  +PiPt  +PiPB)^4  +  {PiPtPs  ■^PtPt)Xi 

ond  folgbch 

^-PiPt-PiPtP, 

PiPt+PiPs-^PiP^Pi 

Beispiel  für  vier  Grössen:   «  =  82;  i?i  =  |,  i>2  =  J,  j?3  =  i.    Es  ist  also 

^*  =  '^^r;^Z^^4  =  i«i,  also  a^:=li.ix4  =  ^ffX,i 

^=lA-*^i  =  A^4,  und  daher  82=  (iH--ft  + fV  + 1)^4  =  23^4, 
somit  ist  ^4  =  16,  rcs  =  ^»  ^  =  5,  rcj  =  2. 

XXIV.  Si  samantur  quotlibet  numeri,  quorum  qnilibet,  cum 
numero  dato  habnerit  proportionem  datam  ad  compositum  ex 
reliqnis  omnibns,  singuli  eorum  datos  esse  necesse  est. 

Sint  numeri  quatuor  a^  &,  c,  d;  datns  numerus  sit  e,  et  quia  ae  est 
datns  ad  hcd^  esto  ae  diuisus  in  fgh,  ut  sit  /*  ad  &,  et  ^  ad  c,  et  ^  ad  d 
datns  sicut  ab  vA  hcd.  Sit  item  A;  ad  e  sicut  /*  ad  &,  et  quia  &«  est  ad 
cda  datns  atque  fh  ad  &e,  erit  fk  ad  cda  datus.  Diuidatur  ergo  secun- 
dum  proportionem  eorum  in  Z,  m,  n,  sitque  item  c  ad  a  sicut  ^  ad  c, 
quare  X;e  ad  c  erit  ut  cnlg  ad  h\  sed  6&  ad  acd  est  datum,  atque  acd 
ad  n  ut  cnZ^  ad  A,  cui  est  aequalis  Jce  ad  c,  quare  e&  ad  Areac  datum 
erit.  Sed  heac  ad  ae  est  datum,  atque  acei  est  datum,  quare  eb  ad  ea 
datnm,  similiter  ea  ad  ec  atque  ed.  Itaque  ea  ad  triplum  eetbcd  datum; 
sed  6a  ad  5c  datum,  quare  triplum  e  ad  bcd  datum,  ipsum  ergo  datum  et 
a  datum,  et  sie  de  omnibus  diuisim. 

Verbi  gratia  datus  numerus  VI,  sintque  quatuor  numeri,  quorum  pri- 
mus  et  IV  sit  nona  reliquorum,  secundus  et  VI  sit  tertia  reliquorum;  ter- 
tias  et  VI  sit  tres  quintae  residuorum,  quartus  vero  et  VI  sit  reliquis  con- 
iancÜB  aequalis.  Ducatur  itaque  tertia  in  nonam,  et  fiet  vigesima  septima; 
itemque  tertia  ducatur  in  unum  et  nonam,  et  fiet  tertia  et  yigesimasep- 
tima,  quae  diuidantur  per  nonam  et  vigesimam  septimam,  et  exibunt  duo 
et  dimidium.  Itemque  nona  ducatur  in  tres  quintas ,  et  exibit  quintadecima ; 
atqae  tres  quintae  in  unum  et  nonam,  et  erunt  tres  quintae  et  quinta- 
decima, quae  diuidantur  per  nonam  et  quintadecimam,  et  exibunt  tres  et 
tres  quartae ,  quare  tertius  et  VI  continent  primum  et  VI  ter  et  tres  quartas. 
Qaia  iterum  quärtus  et  VI  sunt  ut  residua  semel,  ducenda  erit  nona  in 
unum,  et  fiet  nona,  quod  si  etiam  unum  ducatur  in  unum  et  nonam,  fiet 
nnum  et  nona,  quae  diuidentur  per  duas  nonas,  et  exibunt  V,  quare  quar- 
tnm  et  VI  est  quintuplum  primo  cum  VI.  Itaque  secundum,  tertium, 
qnartum  et  ter  VI  continent  primum  et  sex  undecies  et  quartam.  Sed  illa 
tria  continent  ea  nouies,  quare  ter  VI,  hoc  est  XVIII,  continet  primum 
et  sex  bis  et  quartam,  sunt  ergo  VIII;  demptisque  VI  remanent  dao^  quod      t 
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est  primum.  Sed  et  secandam  et  VI  erit  XX,  qnare  secnndam  estXIIII; 
tertiam  cum  VI  XXX,  atque  ipsum  XXIIII;  quartum  cum  VI  XL,  qoia 
quintuplum  VIII,  ipsum  ergo  XXXIIII. 

XXIV.  Addirt  man  eine  gegebene  Zahl  einzeln  zu  geanchteD 
Zahlen,  und  die  so  erhaltenen  Zahlen  haben  zu  den  jeweiligen  Sum- 
men aus  den  übrigen  gesachten  Zahlen  gegebene  Verhältnisse,  bo 
kann  man  sämmtliche  Zahlen  finden. 

Gegebene  Gleichungen  (J.  benatzt  nur  vier  Unbekannte): 
rc,  +  a  =  Wj  (ojj  +  aJa  -I-  •  •  •  +  «n  - 1  +  ojn) , 


a^_iH-a  =  mii-i(a;i-fa;t  +  — l-a;ii-2  +  a;ji), 

rCn  +  a  =  mn  (ä^i -f  iC,  H ^-Xn-^  +  Xn-X). 

Darch  ähnliche  Schlüsse,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  will  J.  das  Verhältdis 
jeder  Unbekannten  zu  der  gegebenen  Zahl  bestimmen.  Wir  werden  hier  es  vor- 
ziehen, den  Gedankengang  des  Jordanus  an  dem  yon  ihm  gewählten  Beispiele 
?on  Tier  Unbekannten  darzulegen.    Es  ist  also  gegeben: 

ajj  +  a  =  Wi  (a^  +  ^3  4- rcj , 
x^  +  a  -m^{x^-\-  xa-\-  x^) , 
iCs  +  a  =  tHj  (Xi  -I-  Xi  +  oja) , 

0^4  -f  A  =  9^4  {Xi  H-  iC2  +  ^53). 

Der  Text  des  Jordanus,  wie  er  vorliegt,  ist  in  seinen  späteren  Theilen  absolat 
unverständlich.  Der  Anfang  aber  hat  folgende  Umformungen  zu  bewerksteDigen: 
Er  verwandelt  die  beiden  ersten  Gleichungen  in 

rCj  +  a  =  mi  3^2  +  Wi  iCj  4-  w»i  X\y 
mi  a?]!  +  i^i  a  =  f»!  ffij  a?3  +  fti  vn^x^  -{■  t»i  ff^x^  • 
Alles  Uebrige  ist  jedenfalls  so  verdorben,   dass  der  weitere  Sinn  nicht  za  ent- 
räthseln  ist. 

Auch  das  Beispiel,  dessen  Gleichungen 

a?!  +  6  =  J  (ä,  +  «3  +  «4), 
a^H-6=J(a;3  +  a:4  +  a;,), 

^8  +  6=K«4  +  Ä^l+^«)» 

sind ,  giebt  für  die  Art  der  Lösung  nicht  genügende  Fingerzeige.  Seine  richtige 
Lösung  ist:  ^^^^^   ^^^^^   ^^^2^^   ^^^3^ 

XXV,  Si  proponantur  in  ordine  quotlibet  nnmeri,  quorum 
singuli  cum  numero  ad  proximum  sequentem  dato  datam  du- 
merum  constituant,  quilibet  eorum  datus  erit. 

Sit  datus  numerus  e  et  quatuor  numeri  a,  5,  c,  ei,  atque  f  datus  ad  a, 
et  ^  ad  &,  et  ^  ad  c,  et  Ig  ad  d;  atque  a  cum  ^  et  &  cum  A,  et  c  cum  i 
et  d  cum  f  faciat  e,  Sicut  autem  ^  ad  &  ita  sit  2  ad  A,  et  sicut  l  ad  c, 
ita  ni  ad  X;,  et  sicut  m  ad  d  ita  n  ad  f\  itaque  gl  et  Im  et  mn  dati  enmi 
Et  quia,  quae  est  dififerentia  a^  ad  ^A,  ea  est  a  ad  Z,  erit  differentia  a 
ad  l  data.  Similiter  differentia  Z  ad  n,  quare  et  differentia  a  ad  fi  data. 
Sed   cum   sit  a  ad  n  datus,   erit  et  a  et  n  ad  differentiam  datus,  uterqae 
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ergo  datus,  oumqne  sit  a  datus,  si  detrabatur  ab  e,  relinquetnr  g  datqs, 
quare  et  5  datus  erit,  et  reliqai  similiter.  Quod  si  quinqne  fuerint  positi 
A»  9i  h  ^1  ny  c,  cum  sit  differentia  a  ad  l  data  atqae  l  ad  n,  erit  et  a 
ad  n  differentia  data.  Cum  nc  datum  sit,  si  fit  a  minus  n  et  dato  minus, 
ipso  detracto  de  ne  dato  remanebit  ca  datus,  quare  utrumqne  datum;  si 
vero  maius,  quia  dato  maius,  ipso  addito  ad  nc  fiet  ac  similiter  datum, 
et  utrumque  datum. 

Verbi  gratia  datus  numerus  sit  CXIX,    sintque   alii  quatuor  numeri, 

qaorum  primus  cum  dimidio  secundi  faciat  CXIX ,  secundus  cum  tertia  tertii, 

tertius   autem   cum  quarta  quarti,   quartus   cum  quinta  primi  constituant 

ipsum.  Ducatnr  itaque  medietas  in  tertiam,  et  erit  sexta;  et  sexta  in  quartam, 

et  fiet  yigesima  quarta;  et  vigesima  quarta  in  quintam,  et  proueniet  cen- 

teaima   vigesima«     Quia   ergo  primus   et  medietas  secundi  sunt  CXIX,   et 

medietas  secnndi  et  sexta  tertii  sunt  LIX  et  dimidium,  primus  excedit  sex- 

tam  tertii  LIX  et  dimidio;   et  quia  sexta  tertii  et  vigesima  quarta  quarti 

sunt  X  et  IX  et  quinque  sextae,  et  yigesima  quarta  quarti  et  centesima 

vigesima  primi  sunt  IUI  et  viginti  tres  vigesimae  quartae ,  differentia  sextae 

tertii  et  centesimae  vigesimae  primi  erit  XIIII  et  vigintiuna  vigesimae  quartae. 

Differentia  ergo  primi  ad  centesimam  vigesimam  sui  est  LXXIIII  et  novem 

vigesimae  quartae,  quod  si  multiplicetnr  per  CXX,  fiet  YIII  milia  DCCCC 

et  XXV.     Quia  primus  ad  illud  sicut  CXX  ad  CXIX,  si  productns  diuidatur 

per  CXIX,   exibit  LXXY,  et  ipse  est  primus.     Quo  detracto  de  CXIX  re- 

manebnnt  XLIIII,  quo  duplicato  fiet  secundus  LXXXVIII.    Hoc  tunc  dempto 

de  CXIX  relinquentur  XXXI,  quo  triplicato  fiet  tertius  XCIII,  et  isto  sub- 

lato   de  CXIX  residuus  erit  XXVI,   quo  quater  sumpto  fiet  quartus  CIIII, 

sed  et  si  iste  auferatur  de  CXIX,  remanebunt  XV,  qui  est  quinta  LXXV, 

qui  est  primus. 

XXV.  Hat  von  einer  beliebigen  Anzahl  von  Grössen  jede  einzelne 
mit  einer  zu  der  n&cbstfolgenden  gegebenen  Zahl  ein  und  dieselbe 
gegebene  Zahl  zur  Summe,  so  sind  alle  GrOssen  bekannt. 

Gegebene  Gleichungen:  ^,.+«.0^  =  «, 

iCj  +  Wt^Cs  =^» 


Es  ist 

folglich 
aber 
also 

Femer  ist 
also  wieder 


Xn  +  m«  rci  =  e. 

tfll  X^  +  fl]  M^  X^  =  Wi  €f 

Xi  —  W|  nifX^  =  (1 "~  Wj)  e; 
fniftiiXi  +  wi,  m^x^x^  -=9711  m^^, 

Xi  +wiim2»n3a;4  =  (l  — OT,  +  mifW2)c. 
Wi  fn%  fUs  x^  +  nii  Wf  m^m^  Xi  =  tni  Wt  ^^  ^  > 

Xi  —  fWj  m^tn^fiiiXi  =  (1  —  wii  +  f»!  m^  —  W|  w^tn^)  b. 


Wie  man  hier  fortfahren  kann,  ist  ohne  Weiteres  klar.    Mau  erhält  schliesBlich        t 

Hi.t..llt  Abthlg.  d.  ZeitBchr.  f.  Math.  «.  Pbya.  XXXVI,  2.  ^'^'^^^  ^^  ^OOglC 
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ar,  +  (-1)" ^  mi  ffttm, ...  mn  a^i  =  (1- wii  +  ffii  mt  -  mi  Wtifij  +•••  +  (-!)•  * *«i«t-  «ta-Oe; 
damit  kennt  man  o^p  und  folglich  ergeben  sich  aus  den  arsprünglichen  Gleich- 
ungen leicht  die  übrigen  Grössen. 

Beispiel:  Für  n  =  4;  e=119;  wi|  =  l,  «i2  =  i»  »»3  =  J,  m4  =  J,  Dann  erhält 
man  w,iw,m8Wi4  =  7iy,  1  — mi  +  »i|iW2  — iniW,fn3  =  1 -^+ J— Jr  =  4},  es  ist  alio 
(1-T«5)^i  =  ii-119.  a;,  =  120.4J  =  76,  also  ia-j  =  119-75  =  44,  a't  =  88;i/j 
=  119-88=31,  ar8  =  93;  |rc4  =  119-98  =  26,  «4  =  104;  als  Probe  ist  endlich 
ixi  =  119  -  104  =  15,  Xi  =  75,  wie  vorher. 

XXVI.  Positis  qaotlibet  numeris,  si  quilibet  eoram  cam 
numero  ad  compositum  ex  reliquis  dato  fecerit  numeram 
datam,  singnli  eorum  dati  erant. 

Sit  datus  numerus  v^,  et  numeri  propositi  a^  h^  Cj  d  sitqne  efg  datas 
ad  a5c,  qui  cum  d  faciat  i,  atque  hkl  datus  ad  hcd^  qui  cum  afaciat^ 
sed  et  mno  datus  ad  cda,  et  ipse  cum  h  faciat  »,  atque  jcgr  datus  ad  da^ 
qui  cum  c  faciat  v;  sitque  hhl  ad  5c(l  minor  proportio  quam  mno  ad  cda, 
et  istorum  minor  quam  pqr  ad  da5,  et  horum  minor  quam  efg  ad  alc 
Quia  igitur  Jcy  l  minores  sunt  quam  n,  0,  tollantur  ab  eis,  et  remanent  s 
et  t\  ernntque  ah  maius  m&,  sed  si  ^  est  malus  5,  erit  a  minor  m, 
quoniam  maior  est  proportio  m  ad  a  quam  ^  ad  5;  ablatis  ergo  a  de  «1 
et  &  de  ^  remaneant  x,  v^  eritque  v  tamquam  xst.  Et  quia  mo  minus 
pr  et  h  minor  h^  erit  c  minor  n,  et  quia  pq  minus  e/"  et  c  minor  p,  qnia 
minor  n,  erit  d  minor  r.  Sic  ergo,  quia  r  resolvitur  in  d?s^,  quae  sact 
data  ad  acd,  similiter  et  h  resolvetur  in  tria  data  ad  acd,  atque  qaodlibei 
datnm  c  in  tria  ad  ahc,  sed  et  quodlibet  datum  d  in  tria  data  ad  ahc, 
et  sie  tantum  a  non  resolvitur.  Atqui  si  h  esset  minus  5,  fieretque  a 
maior  ni,  et  tunc  ahc  resoluetur  in  reliqua  usque  ad  d,  Si  ergo  a  non 
resolvitur,  quodlibet  reducetur  in  datam  ad  a  et  datum  ad  unum  reliquonun 
(est  enim  v  tamquam  xst^  sed  sunt  tamquam  ley  data  ad  ahc),  Dempto 
ergo  y  de  V  remanet  fe,  eritque  fe  ut  xe  et  ti^  similiter  ti  erit  nine^pe 
data  ad  a5;  dempto  ergo  ri  de  /'e  relinquatur  t^e,  eritque  oe  tamquam  ;»<^ 
Sed  cum  sit  5  ad  ne  et  pte  datum  ad  a,  erit  h  datum  ad  a  et  ita  quod- 
libet eorum  datum  ad  a  erit;  ergo  a  datum  ad  hkl^  quare  et  ad  t  com- 
positum, singula  igitur  eorum  data. 

Yerbi  gratia  sit  datus  numerus  XXYIII,  et  sint  quatuor  numeri,  qno- 
rum  primus  cum  triplo  reliquorum  faciat  XXYIII,  secundus  antem  cmn 
triplo  reliquorum  et  quarta,  tertius  cum  triplo  residuorum  et  quatuor  sep- 
timis,  quartus  cum  quadruplo  reliquorum  XXYIII  constituat.  Ablatis  er^o 
primo  de  triplo  et  quarta  sui  atque  triplo  tertii  et  triplo  quarti  de  triplis 
et  quartis  eorum,  secundo  autem  de  triplo  ipsius,  remanebit  duplum  secmidi 
qnantum  duplum  primi  et  quarta  atque  quarta  tertii  et  quarti.  £adem 
ratione  duplum  tertii  et  quarta  erit  ut  duplum  secundi  et  quatuor  septimae 
et  neuem  vigesimae  octauae  primi  et  quarti.  Et  quia  duo  et  quarta  oon- 
tinent  quartam  nouies,  si  diuidatur  per  neuem  duo  et  quatuor  septimae  et 
neuem   vigesimae   octauae,   fiet   quarta  tertii   ut  duae  septimae  secnndi  et 
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nna  vigesima  octatia  primi  et  quarti.  Demptis  quoqne  duobus  septimis  de 
duobus,  fient  unum  et  qninque  septimae  secundi  tamquam  dnplum  primi  et 
quarta  et  vigesima  octaua  itemqae  quarta  et  vigesima  octaua  quarti.  Verum 
quia  daplnm  quarti  et  quatuor  septimae  quarti  sunt  ut  triplum  tertii  et  tres 
septimae  primi  et  secundi,  et  quia  duo  et  quatuor  septimae, continent  quar- 
tam  et  vigesimam  octauam  nouies,  erit  quarta  et  vigesima  octaua  quarti 
qnantom  tertia  tertii  et  vigesima  prima  primi  et  secundi;  et  quia  duplum 
tertii  et  quarta  continet  tertiam  sexies  et  eius  tres  quartas ,  erit  tertia  tertii 
ni  octo  vigesimae  primae  secundi  et  una  vigesima  prima  primi  et  quarti. 
Sablata  igitur  vigesima  prima  quarti  de  quarta  et  vigesima  octaua ,  remane- 
bunt  viginti  quatuor  octuagesimae  quartae  quarti  ut  neuem  vigesimae  primae 
secundi  et  duae  vigesimae  primae  primi.  Sed  viginti  quatuor  octuagesimae 
quartae  continent  octo  vigesimas  octauas :  quinque  sextae  erunt  ergo  octo  vige- 
simae quarti,  tres  septimae  et  tres  trigesimae  quintae  secundi  et  duae  vigesimae 
primae  primi  et  duae  centesimae  quintae  eiusdem.  Quia  igitur  secundum 
semel  et  quinque  septimae  sunt  tamquam  duplum  et  quarta  et  vigesima 
octaua  primi  atque  quarta  et  vigesima  octaua  quarti,  sublatis  tribus  sep- 
timis et  tribus  trigesimis  quintis  de  uno  et  quinque  septimis,  remanebit 
anum  et  septima  et  duae  trigesimae  quintae  secundi  tamquam  duplum  primi 
et  quarta  et  vigesima  octaua  et  duae  vigesimae  primae  et  duae  centesimae 
quintae  eiusdem,  hoc  est  quingenti  quatuor  qnadringentesimae  vigesimae 
secundi  ut  mille  octo  quadringentesimae  vigesimae  primi;  et  quia  MYIII 
continent  DIIII  bis,  erit  secundus  duplus  primi,  et  quia  secundus  semel  et 
qninque  septimae,  si  toUatur  primum  bis  et  quarta  et  vigesima  octaua, 
remanebit  primum  semel  et  septima,  hoc  est  triginta  duo  vigesimae  octauae, 
quantum  quarta  et  vigesima  octaua  quarti,  hoc  est  octo  vigesimae  octauae;  et 
quia  XXXII  est  quadruplus  VIII,  erit  quartus  quadruplus  primo,  et  quia 
duplum  secundi  et  quatuor  septimae  atque  neuem  vigesimae  octauae  primi 
et  quarti  sunt  ut  primum  sexies  et  tres  quartae,  erit  duplum  tertii  et 
quarta  tantumdem.  Et  quia  VI  et  tres  quartae  est  triplum  duobus  et 
quarta,  erii  tertium  triplum  primo.  Triplum  igitur  secundi,  tertii  et 
quarti  est  ut  XXVII  et  unum,  quae  cum  faciant  XXVIII,  erit  primum 
unum,  et  ob  hoc  secundum  duo,  tertium  tria,  quartum  quatuor. 

XXVI.  Ebenso,  wenn  die  Summe  einer  jeden  Grösse  plus  einer  sn 
der  Summe   aller  übrigen  GrOssen   gegebeneu  Zahl   eine  constante 
gegebene  Grösse  ist. 
Gegebene  Gleichungen: 

ic,  4-m,  (ii-j  +  iCaH Ho;«)      =a, 

Xt-\-m^{x^  +  X4'^"'  -f  a:,)      =a, 

a?3  +  »« 8  (^4  +  ^5  +  •  •  •  +  ^)          ~  « » 
••• •• » 

iCn  +  mn  (iTi  -f  .^2  H-  •  •  •  +  ^'n  - 1)  =  «• 

Die  Aufgabe  unterscheidet  sich  nicht  wesentlich  von  Nr.  XXIV.    Auch  hier 

ist  der  Gedankengang  an  den  von  Jordanus  benutzten  vier  Gleichungen  (also^^T^ 
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n  c=  4)   vollständig  klar  za  legen.     loh  begnüge  mich  also  aoch  hier  mit  dieser 
spedelleren  Aufgabe.    Es  sind  also  folgende  Qleichangen  gegeben: 

Xf\-mt{xz-^x^-{-x^  =  a, 
iCs  +  w»s  (^^4  4- a?i  +  iCt)  =  a , 
ir4  +  «I4  (ar,  +  rcj  +  rcg)  =  o . 

J.  setzt  voraus  mi  <  m,  <  m,  <  mi .    Snbtrabirt  er  jetzt  2  von  1,  3  von  2,  4  von  3, 

so  erhält  er  nach  einiger  Umformung  folgende  Oleichungen: 

(mi  - l)a;,  =  (w, -  1)  Xx-^-im^- m,)a?3  +  (m« - mi)a:4, 
(w,  - 1)0:3  =  (mj  -  W2)a;,  +  (mj  - 1)  a;,  +  («is  - nf,)ir4, 
(mj  -  1)0:4  =  («»4  -  «13)^^1  +  (»»4  -  m^jxt  4-  (m^  - 1)   oc^. 

Er  eliminirt  jetzt  aus  der  ersten  und  zweiten  dieser  Gleichnngen  x^  und  ethült 

so  eine  Gleichung  von  der  Form 

PtXt  =PiX^+P4X4, 

Ebenso  bestimmt  er  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  durch  Elimination  yod 
Xs  eine  Gleichung  „  ^       ^  «,    .  ^  ^ 

Nun  erhält  er  durch  Elimination  von  Xi  resp.  x, 

xt  =  rfXit  x^'^r^x^. 
In  ähnlicher  Weise  bestimmt  er  x^  =  fstri. 
Jetzt  hat  er  also  aus  Gleichung  1: 

a:i  +  m  1  (r,  +  f 3  +  fi)  a:,  =  o , 
und  damit  ist  die  Aufgabe  gelOsi 

Beispiel:  Man  hat  hier  die  gegebenen  Gleichungen: 

«1+8  (.^8  +  0:3  +  0:4)  =  28, 

Xf  +  3J(a;3  +  X4  +  Xi)  =  28, 

a^s  +  8^  (0:4  +  iCi  +  a:,)  =  28, 

«4+  4  («i  +  a^t  +  arj)  =  28. 
Man  erhält  zunächst 

2a?j  =  2|a:|  +  {x^  +  ix^,  ^x^  =  2^a:,  +  ,^^4  +  ^Xi 
oder 

Ja'8  =  fa:,  +  gV«4  +  rfF«i- 
Dies  zu  der  vorhergehenden  Gleichung  addirt,  liefert: 

l^a:,  =  2j5V^i  +i  A^4  =  2|«i  +  ?a-4. 
Durch  Subtraction  der  vierten  Gleichung  von  der  dritten  erhält  man  weiter 

243:4  =  SaJs  +  Ja?!  +|a:,, 
also  auch 

iX4=    iX^-^JjXi-^-JjXi. 

Es  ist  aber 

iX^  =  ijXi-h^Xi  +  5S  ^4, 

folglich  durch  Addition 

Es  ist  also  auch 

?a:4  =  jJa:,  +  ,Va?|. 
Wenn  man  dies  zu  der  Gleichung 

HaJi  =  2|a:i+fa:4 
addirt,  so  entsteht 

a^t  =  M^i  (b^^  J*  ist  jeder  Bruch  mit  12  erweitert), 

also  ist  «.  -o«. 

Xf  =  2a:i. 

Nun  findet  man  leicht: 

x^=:  Axi,  a:s  =  3  .r j ; 

folglich  ist  aus  Gleichung  1 

*' + 2^*'  =  *8'  *. = 1.  «^  =  2.  «.,=„8^,  ?/6feogle 
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XXVII.  Opus  autem  Arabum  in  partibus  tantum  consistit, 
estqne  huiusmodi* 

Ezempli  causa  sumendi  sunt  quatuor  numeri,  quoram  primus  cum  me- 
dietate  reliquorum  faciat  XXX  VII,  secundus  cum  tertia,  tertius  cum  quarta, 
qaartus  cum  quinta  omnium  reliquorum  faciat  XXXYII.  Ponatur  igitur 
nomeruB  plures  ex  bis  partibus  babens,  ut  est  XII,  cuius  medietas  est  VI, 
tollaturque  de  XII  numerus,  qui  cum  tertia  reliqai  faciat  VI,  et  ipse  est 
ni;  item  alius,  qui  cum  quarta  residui  constituat  VI,  et  hie  est  IUI; 
tertius  quoque,  qui  cum  quinta  reliqui  faciat  ipsum  VI,  qui  erit  IUI  et 
dimidium,  coniunganturque  III,  IUI,  IUI  et  dimidium  et  fient  XI  et  di- 
midium,  quod  ipsi  nominarunt  ad  XII  in  positione  esse  falsi.  Beliquum 
igitur  ad  XII,  boc  est  dimidium,  parciatur  per  tria,  et  eueniet  sexta,  et 
habebimus  loco  primi  seztam,  loco  secundi  tria  et  sextam,  loco  tertii  IUI 
et  sextam,  loco  quarti  Uli  dimidium  et  sextam.  Cumque  sex,  qui  est 
dimidium  XII,  cum  sexta  continet  sextam  trigesies  septies,  de  quaesitis 
numeris  primus  erit  unum,  secundus  XIX,   tertius  XXV,  quartus  XXVIII. 

Demonstratio.  Sint  qaatnor  numeri  a,  &,  c,  d,  sitque  inter  partes 
maioris  denominationis  e,  quae  cum  a  facit  datum  numerum;  sitque  f  ut 
hcd:  erit  igitur  a  minimum.  Esto  enim  g  pars  acdy  quae  cum  b  oon- 
inngetur,  et  quia  pars  cd,  quota  est  6,  est  maior  quam  pars  eorum  quota 
est  g,  erit  e  pars  a,  quota  est  ^,  maius  quam  a  cum  parte  b,  quota  est  e. 
Dempto  igitur  illis  partibus  de  a  et  &  erit  residuum  h  maius  residuo  a, 
qaare  et  parti  simili  g  detracto  a  h,  quia  minus  est  residuum,  quoque 
maius  erit  residuo  a.  Itaque  b  maior  a,  et  alii  simili  modo.  Auferantur 
ergo  a  singulis  aequalia  a,  et  sint  h,  Je,  2,  reliqua  m,  n,  o.  Qaia  igitur 
h  cum  parte  acd  facit  ae,  et  m  cum  tota  parte  eorumdem  faciet  c,  quia  5 
aequale  m,  et  ideo  m  cum  tota  parte  h  et  cd,  boc  est  cum  tota  parte 
residui  sui  ad  /*,  faciet  e.  Simili  modo  enim  cum  parte,  quae  a(^*uncta  c 
faciat  ae,  faciet  6,  boc  est  cum  parte  hdbj  quod  est  reliquum  ad  f,  atque 
e  cum  parte,  quae  cum  d  facit  ae,  faciet  d,  boc  est  cum  parte  Ibc,  quod 
est  residuum  ad  f;  detractisque  m,  n,  o  de  /*  remanebnnt  h,  Je,  2,  quod 
si  dioidantur  per  numerum  bcd,  fient  JiJel  aequalia  a.  Habebimus  ergo  a, 
et  adiunctis  %,  X:,  Z  cum  m,  n,  o  fient  &,  c,  d,  secundum  quod  in  opere 
factum  est. 

XXVn.  Der  „Falsche  Satz**  der  Araber. 

Er  bebandelt  ähnliche  Aufgaben,  als  die  in  den  yorigen  Nummern  enthal- 
tenen. J.  kennt  also  nur  den  einfachsten  Fall  der  regtda  fcUsae  positianis,  mit 
einer  falschen  Annahme,  wie  ihn  schon  Ahm  es  im  Papyrus  Bhind  benutzt. 
(Cantor  a.  a.  0.,  S.  86.) 

Das  erste  in  diesem  Paragraphen  abgehandelte  Beispiel  ist  in  folgenden 

Gleichungen  ausgeBprochen: 

iC|  "f"  ^{p^  "h  Ä?8  4"  3/4)  =  87, 

^«  +  i(iP,  +  «4  +  Äj)  =  87, 
^•3  +  J^(a;4  +  a?!  +  ic,)  =  37, 
a?4  +  i(a;i  +  a?2  +  a?,)  =  S7.  ^  T 
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Statt  37  setst  er  die  Zahl  12,  weil  diese  mehrere  Theile  Ton  der  in  der  Gleichoug 
gegebenen  hat,  nämlich  Drittel,  Halbe  und  Viertel,  und  setzt 

x\  =  6  und  ^{xt  H- x\  +  x\)  =  6. 
Er  sagt  nuD,  ich  kann  die  Gleichungen  aufstellen 

^'t  +.  i  {x'z  +  x\  +  x\)  =3+9, 
x\  +  l{x\  +  x\  +  x\)  =4+8, 

Das  giebt  in  Summa 

a;',  +  j;'8  +  a;'4  +  i(...)  +  i(...)  +  i(-.)  =  lli  +  24i, 
also  ist  x\^x\-\-Xi^  welches  nach  der  ersten  Annahme  12  sein  müsste,  um  \  zu 
klein,  also  jedes  einzelne  um  t,  so  dass  also,  damit  auch  die  Gleichung  1,  nämlich 

«'i  +  \{x\  +  x\  +  x\)  =  12 , 
richtig  ist,  gesetzt  werden  mnss 

a;",  =  4.,   x\^^,  aj"»=4^,   x\^^k; 
x\  aber  muss  6^  sein,  and  da  ^  in  6^  37  mal  enthalten  ist,  so  wird  der  Aufgabe 
entsprochen,  sobald  für  J  in  den  Werthen  x*\,  x\,  x\,  x\  je  die  Einheit  gesetzt 

wird:  es  ist  also  „      -     ^       in    ^       ok    ^  ^«q 

'  £C,  =  1,    a-j  =  19,    ifs  =  26,   Xi  =  88. 

XXVIII.  Non  dissimili  modo  potest  opus  procedere  in  qua- 
libet  proportione  adiunctorum  hoc  praeostensOi  ^uod  adiuncta 
omnia  vel  simul  erunt  minora  vel  simul  maiora  hiis  ad  quae 
addita  sunt. 

Si  enim  est  aliter,  possibile  ponatur,  sintque  quatuor  numeri,  utsupra, 
a,  5,  c,  d,  atque  a  cum  cfg  dato  ad  hcA  fiat  c;  atque  6  cum  hlsl  dato 
ad  eda  faciat  eundem;  sitque  tfg  maior  hcdy  ^\  }ikl  minor  cAa.  Maior 
est  igitur  6  quam  b,  addatque  m.  Itaque  a  cum  mfg  facit  Tild^  etqoiaa 
maior  h^  erit  "kl  maior  mfg.  Sed  fg  maior  cd^  et  cd  maior  Z?Z,  quare^y 
maior  mfg^  quod  est  impossibile. 

Reducamus  igitur  suprapositnm  exemplum  (XXVI) ,  in  quo  primus  cum 
triplo  reliquorom  trium  facit  datum  numerum.  Sumamus  itaque  LXXXIIU 
loco  XII  superius  posito,  sitque  semper  primum,  quod  cum  illo  additur, 
quod  ad  reliqua  minorem  habet  proportionem ,  si  fuerit  malus»  ut  hie  tri- 
plum.  Sit  igitur  triplum  viginti  octo  octuaginta  quatuor  et  minuamas 
numerum  a  LXXXVIJI,  qui  cum  triplo  et  quarta  residui  faciet  LXXXIIII, 
et  ipse  est  tres  et  nona;  itemque  alium,  qui  cum  triplo  et  quatuor  sepü- 
mis  residui  faciat  LXXXIIII,  et  hie  est  VI  et  duae  nonae;  tertium  etäam, 
qui  cum  quadruple  residui  faciat  LXXXIIII,  et  ipse  est  IX  et  tres  nonae. 
Quae  simul  iunctae  faciunt  XVIII  et  sex  nonas,  super  quae  XXVIII  addit 
IX  et  tres  nonas,  cuius  tertia  est  tres  et  nona,  et  hie  erit  pro  pnmo. 
Ipsum  etiam  addatur  singulis  aliorum ,  et  fiet  loco  secnndi  VI  et  duae  nonae, 
loco  tertii  IX  et  tres  nonae,  loco  quarti  XII  et  quatuor  nonae,  inter  qaae 
est  proportio  superius  inventa.  [In  ista  autem  operatione  vero  erit  LXXXIIII 
quasi  numerus  datus  et  quod  aggregatur  ex  ipso  et  primo  inuento,  scihcei 
LXXXIIII  et  una  nona^  sicut  patet  per  operationem  et  per  rationem«  Et 
istius  aggregati  ad  primum  propositum  inuentum  considerabitur  proportio, 
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scilicet  LXXVil  et  ana  Bona  ad  HI  et  unam  nonam,  et  est  yigecupla  octupla, 
et  talis  erit  XX VIII  ad  primum  saorum,  scilicet  ad  unitatem.  Efe  hoc  mani- 
feste docetar  in  opere  partium,  quo  utuntur  Arabes.  Comparat  enim  sex 
et  sextam  ad  sextam,  quod  est  loco  primi,  et  sie  inneniat  proportionem 
XXXVJI  ad  onum.] 

XXVin.  Anderes  Beispiel  für  den  „Falschen  Satz  der  Araber''. 
Hier  sind  die  gegebenen  Gleichungen  wieder 

X, +  3  (xt  +  Xa  +  a;^  =  28, 
XfhSHx^  +  x^-^Xi)  =28, 
^3  +  3f  {Xi  +  xi  +  a;,)  =  28, 
ir4  +  4  {Xi  +  Xt  +  Xi)  =  28. 
Jordanus  setzt  versuchsweise 

3(a:'t  +  x\  +  x\)  =  84  (also  Xt  =  0) , 

und  es  sollen  ihm  ausserdem  die  Gleichungen  richtig  werden: 

Xt  +  B^iCj  +  a?4  +  Xi)  =  3J  +  80?  =  84, 

Äj's  +  S4(a?4  +  a;,  H-a^  =  6}  +  77J  =  84, 

x^-h  4  {Xi  4- Xt  +  Xi)  =  9|  +  74f  =  84. 

Durch  Addition  folgt  alsdann 

«'i  +  a;'8  +  «'4  +  8i(...)H-34(.«.)  +  4(.,0=18f+238J=252, 
also  ist 

Xf  +  x'^-i-x'i  =  18f. 

Es  soll  aber  diese  Summe  gleich  28  sein;  es  ist  also  zu  wenig  um  9f ,  d.  h.  für 
jedes  um  8^.    Er  hat  so  erhalten 

x\  =  ^,   a:"t  =  6J,    x"a  =  l8i,    x\  =  ni. 

Mit  diesen  Werthen  giebt  die  Gleichung  1  aber  87|;  sie  darf  aber  nur  28  ergeben, 

28 
also  muss  jede  Zahl  mit  ^^  =  ^^  multiplicirt  werden,  um  die  gesuchten  Zahlen 

zQ  erhalten.    Man  bekommt  so,  wie  oben, 

aji  =  1,    iC2  =  2 ,    ara  =  3,    a;4  =  4. 


(FortseUUDg  folgt.) 
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Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  nebst  einer  Samm- 

iQüg   von  UebuDgsaufgaben   zum    Gebrauche   an  Gymnasien.    Von 

Professor  R.  Nbtzhammbe  in  Einsiedeln  (Schweiz).     Paderborn  1889, 

Ferdinand  Schöningh.     VI,  211  S. 

Das   vorliegende  Werk   ist   eine  gute  Darstellung  der  Trigonometrie 

innerhalb  der  Ebene  und  innerhalb  der  KugelflSche.    Im  Einzelnen  ist  Man- 

OD  1 

ches  zu   bemerken.     So  ist  z.  B.  die  Formel   : = auf  S.  45 

(XiAnga      tnga 

durchaus  unzulässig.  So  scheint  uns  femer  die  weitergehende  Giltigkeit  der 
Formeln  des  ersten  Quadranten  mit  allzuviel  Aufwand  von  Platz  bewiesen 
zu  sein;  zudem  sind  die  beiden  dazu  verwendeten  „Methoden''  gerade 
nicht  „methodisch"  geschieden.  So  dürfte  femer  der  Fall  a ,  &,  a oder ^ 
auf  S.  84  und  85  eine  eingehendere  Discussion  beanspruchen,  zumal  die 
entsprechenden  Aufgaben  der  Sphärik  genauer  behandelt  sind  u.  s.  w. 
Braunschweig.  Albx.  Wbrnico. 


Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  in  stufenmässiger  Anordnung  für  den 
Schulgebrauch,,  nebst   einer   sich   eng   an  dasselbe  anschliessenden 
Sammlung  von  üebungsaufgaben.     Von  Oberlehrer  Dr.  F.  Conbadt 
in  Beigard.    Leipzig  1889,  B.  G.  Teubner.     VIII,  176  S. 
Der  Schwerpunkt  des  sorgfältig  gearbeiteten  Werkes  liegt  in  der  gnt 
angelegten  und  reichhaltigen  Sammlang  von  üebungsaufgaben.    Die  Gonio- 
metrie von  der  Trigonometrie  in  der  Darstellung  eines  Lehrbuches  scharf 
zu  trennen^  halten  wir  im  Gegensatz  zu  dem  Verf.  für  methodisch  durchaus 
erforderlich,   während  der  Lehrer  allerdings  bei  der  ersten  Einführung  io 
das  Gebiet  diese  Trennung  nur  soweit  aufrecht  erhalten  darf,  als  es  das 
Interesse  der  Schüler  verträgt.     Den  Winkel  von  vornherein  zu  Gunsten 
des  Bogens  zurücktreten  zu  lassen,  scheint  uns  bedenklich,  da  der  Kreis  in 
den  Elementen   erst  mit  Hilfe   der  Dreieckscongmenzen  einer  Behandlung 
fähig  wird.     Warum  auf  S.  18  statt  des  zweiten  Schemas  nicht  die  Sinus- 
curve  u.  s.  w.  gegeben  wurde,  ist  uns  unerfindlich,  zumal  die  Einführung 
der  Parallelcoordinaten  bereite  im  ersten  Paragraphen  erfolgt  ist    Bei  der 
Behandlung  der  Gleichung  iv"  =  +  1 ,  deren  Aufnahme  wir  durchaas  billigen, 
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vermissen  wir  den  Hinweis  auf  die  Theorie  der  symmetrischen  Gleichungen 
n.  s.  w. 

üeberhanpt  hStte  der  Verfasser  unserer  Ansicht  nach  an  verschiedenen 
Stellen  tiefer  schneiden  müssen;  so  ist  z.  B.  die  Beziehung  der  arithmetisch 
gegebenen  Function  (§  6)  zur  empirischen  Formel  der  Physik  (Spannung 
des  Wasserdampfes  etc.)  nicht  klar  genug  bestimmt,  so  ist  femer  der 
Moivre'sche  Satz  fttr  gebrochene  Exponenten  und  für  beliebige  reelle  Ex- 
ponenten nicht  ausreichend  dargestellt  (ft-Deutigkeit  der  Wurzel  etc.),  so 
ist  endlich  die  Eindeutigkeit  von  ainx  bei  gegebenem  x  und  die  Vieldeu* 
tigkeit  von  x  bei  gegebenem  sinx  nicht  scharf  genug  gefasst. 

Braunschweig.  Alex.  Wernicke. 


Günther,  Prof.  Dr.  S.,  Handbnoh  der  mathematischen  Geographie.  XIV, 
793  S.,  mit  155  Abbildungen.  (Bibliothek  geographischer  Hand- 
bücher, herausgegeben  von  Prof.  Dr.  Fr.  Ratzbl.)  Stuttgart,  Engel- 
hom.    1890.    Preis  16  Mk. 

Batzel's  hochverdienstliche  und  werthvoUe  Bibliothek  geographischer 
Handbücher,  in  welcher  Sammlung  bis  jetzt  die  Antbropogeographie  vom 
Herausgeber,  die  Elimatologie  von  Hann,  die  Oceanographie  von  Bogus- 
lawski-Krümmel,  die  Gletscherkunde  von  Heim  und  die  allgemeine 
Geologie  von  v.  Fritsch  erschienen  sind,  hat  durch  Günther 's  mathe- 
matische Geographie  eine  neue  Bereicherung  erfahren.  Dieses  jüngste  Werk 
des  Verfassers,  der  sich  um  die  mathematischen  Wissenschaften,  und  inner- 
halb derselben  um  die  geschichtliche  Forschung  so  vielfache  Verdienste  er- 
worben hat,  ist  für  den  Geographen  und  für  den  Mathematiker  in  gleicher 
Weise  von  Bedeutung«  Für  den  Ersteren  hat  Referent  dasselbe  im  Juli- 
hefte von  Petermann 's  Mittheilungen  (1890)  angezeigt;  hier  soll  es  soweit 
zur  Besprechung  gelangen,  als  es  für  den  Mathematiker  von  Interesse  ist. 

Das  Vorwort  unseres  Buches  giebt  über  den  Standpunkt,  den  der 
Verfasser  zu  seinem  Gegenstande  einnimmt,  genauen  Aufschluss  und  ist 
darum  für  die  Beurtheilung  des  Ganzen  überaus  wichtig.  „Eine  Verstän- 
digung über  den  Inhalt  der  mathematischen  Geographie,  wie  nicht  minder 
über  die  Art  der  Darstellung  ist  von  vornherein  dringend  geboten;  der 
Leser  muss  durch  die  Vorrede  bereits  in  den  Stand  gesetzt  werden ,  sich  ein 
Bild  von  dem  zu  machen,  was  das  Buch  ihm  bieten  werde,  damit  er  auf 
der  einen  Seite  nicht  zuviel  erwarte ,  aber  auf  der  andern  auch  nicht  durch 
die  eingehendere  Erörterung  solcher  Fragen,  welche  man  bisher  nicht  als  im 
Vordergrund  stehend  zu  betrachten  gewohnt  war,  sich  enttftuscht  fühle.^ 
Bezüglich  der  Art  der  Darstellung  ist  des  Verfeissers  Auffassung  von  dem 
Wesen  eines  „Handbuches*'  massgebend  und  bestimmend,  welche  dahin  geht, 
dass  ein  solches,  wenn  irgend  angängig,   auf  jede  vom  Leser  zu  stellende  r 
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Anfrage  eine  Antwort  bereit  haben  moss,  keine  erschöpfende  zwar,  aber 
doch  eine,  die  ausreicht,  nm  den  Fragesteller  über  gewisse  Punkte  an&n* 
klären  und  ihm  mittels  sorgföltiger  Literaturnachweise  die  Möglichkeit 
grttndlidier  Belehrung  m  Terscha£Een. 

Was  den  Inhalt  der  mathematischen  Geographie  betrifft,  so  gelangt  der 
Verfasser  durch  eine  geschichtliche  und  methodologische  UnterBuchong 
(S.  1 — 39),  in  welcher  auch  auf  die  Frage  nach  dem  Wesen  und  den 
Grenzen  der  Geographie  kurz  eingegangen  wird,  zu  dem  Schlüsse,  dass  der 
mathematischen  Geographie  das  allgemeinste  Ortsbestimmungs- oder 
Orientirnngsproblem  zur  vollständigen  Auflösung  zuzuweisen  sei.  £s 
wird  also,  und  zwar  mit  YoUstem  Rechte,  aber  auch  im  wohlerwogenen 
Gegensatz  zu  zahlreichen  Lehrbüchern  und  Leitfäden  der  mathematischen 
Geographie,  vom  Lehrbegriffe  der  Astronomie  grundsätzlich  Alles  ans- 
geschlossen ,  was  nicht  zwingend  mit  der  Aufgabe  der  Ortsbestimmung  auf 
der  Erde  zusammenhängt.  Diese  letztere  läset  sich  in  drei  Einzelprobleme 
zerlegen,  welche  sich  der  Reihe  nach  befassen  mit  der  Bestimmung  der 
Gestalt  und  Grösse  des  Erdkörpers,  mit  der  Bestimmung  der 
Lage  jedes  Punktes  auf  der  Erde  durch  ein  auf  dieselr  eindeutig  ge- 
gebenes Coordinatensystem,  endlich  mit  der  Bestimmung  des  momen- 
tanen Ortes  der  Erde  im  Weltraum  gegenüber  einem  als  stabil  be- 
kannten Gebilde,  falls  ein  solches  existirt. 

Sind  hiernach  Inhalt  und  umfang  unserer  Disciplin  festgelegt  nnd 
gegenüber  der  Astronomie  soweit  abgegrenzt,  als  dies  bei  sich  so  Tiel&ch 
berührenden,  ja  selbst  durchdringenden  Nachbarwissenschaften  möglich  ist, 
so  wird  weiterhin  auf  die  unumgängliche  Voraussetzung  tüchtiger  Kennt- 
nisse in  der  praktischen  Geometrie  hingewiesen,  mit  welchen  der  Geograph, 
insbesondere  der  wissenschaftliche  Forschungsreisende  vertraut  sein  mow, 
wenn  er  seiner  Aufgabe  gewachsen  sein  will.  Geodätisches  Wissen  und 
Können  und,  damit  unzertrennbar  verbunden;  Instrumentenkunde,  das  sind 
Dinge,  die  das  vorliegende  Werk  in  sein  Programm  durchaus  richtig  auf- 
genommen hat,  da  deren  Bedeutung  für  das  Studium  und  die  Ausübung 
der  mathematischen  Geographie  nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden  kann. 

Auf  die  literarischen  Quellen  und  gleichzeitig  auf  den  geschichÜichen 
Gang  der  Entwickelung  unserer  einschlägigen  Kenntnisse  hat  der  Verfasser, 
entsprechend  seiner  bereits  mitgetheilten  Auffassung  vom  Wesen  eines  Hand- 
buches ,  aber  auch  in  üebereinstimmung  mit  seinen  persönlichen  N^gungen 
grosses  Gewicht  gelegt,  so  dass  unser  Handbuch  in  ähnlicher  Weise,  wie 
des  Autors  Geophysik  und  die  meisten  seiner  Arbeiten  als  Nachschlagewerk 
immer  von  Werth  sein  wird.  Bezüglich  des  mathematischen  Apparates  ver- 
tritt Günther  den  Standpunkt,  dass  in  dem  vorliegenden  Werke  seiner 
ganzen  Natur  und  Anlage  nach  die  Mathematik  nicht  Selbstzweck  sein  dürfe; 
elementare  Hilfsmittel  sind  demnach  überall  denjenigen  schwierigerer  Theo- 
rien vorzuziehen  und  vorgezogen;  allein  auf  die  Mittel  der  letzteren  darf 
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nirgends   yerzichtet  werden,   wo  ohne  sie  an  einer  wichtigeren  Frage  vor« 
übergegangen  werden  müsste. 

Eine  knrse  Inhaltsangabe  mag  zunächst  eine  Vorstellnng  von  der  Beioh* 
haltigkeit  des  mitgetheilten  Sto£fe8  geben.  Auf  die  methodologisch -biblio- 
graphische Einleitung  folgt  S.  40 — 456  der  erste  Hauptabschnitt:  Gestalt 
und  Grösse  der  Erde.  Ausgehend  von  den  ältesten  Anschauungen  über 
die  Gestalt  des  Erdkörpers,  werden  gemäss  dem  unmittelbaren  Sinnesein- 
drucke  Himmelskörper^  Horizont,  scheinbare  Umdrehung  der  Himmelskugel, 
Eintheilung  des  Horizontes,  Bewegungen  von  Sonne,  Mond,  Planeten  be- 
sprocheni  Daran  reiht  sich  ein  Abschnitt  über  die  Principien  und  die 
geschichtliche  Entwickelnng  der  astronomischen  Beobachtungskunde  nebst 
einer  Darstellung  älterer  und  neuerer  astronomischer  Apparate.  Es  folgen 
die  sphärischen  Coordinatensysteme  und' ihre  Transformation,  einzelne  Auf- 
gaben, wie  die  Berechnung  der  Sichtbarkeits  •  und  Unsichtbarkeitsbogen, 
des  Dämmerungsbogens ,  der  kürzesten  Dämmerung,  der  Höhe  und  des  Azi- 
mutes,  die  ein  Stern  nach  bestimmter  Zeit  erreicht  hat,  endlich  der  Zeit- 
dauer des  Auf-  und  Unterganges  von  Sonne  und  Mond. 

Die  Besprechung  der  Grundlagen  von  Zeiteintheilung  und  Zeitmessung 
beschliesst  den  ersten  Theil  unseres  ersten  Hauptabschnittes.  Jetzt  erst 
wird  zu  den  Thatsachen  übergegangen ,  welche  sich  bei  Aenderung  des  Be- 
obachtungsstandpunktes auf  der  Erde  ergeben;  wir  gelangen  zu  der  Vor- 
stellung, dass  diese  eine  frei  schwebende  Kugel  ist,  und  es  werden  nun- 
mehr die  Versuche  und  Methoden  vorgetragen,  welche  zur  Grössenbestim- 
mung  der  Erde  geführt  haben.  Die  nächstliegenden  Consequenzen  aus  der 
Kugelgestalt,  nämlich  das  geographische  Coordinatensjstem ,  Datumsgrenze, 
Zoneneintheilung,  kürzeste  Entfernungen  auf  der  Erde,  Sichtbarkeitsgrenzen, 
sowie  eine  Besprechung  der  wichtigsten  Lehrmittel  der  mathematischen  Geo- 
graphie, Globus,  Astrolabium,  Tellurium  u.  s.  w«,  reihen  sich  an. 

Zweifel  an  der  Kugelgestalt  (S.  278),  Pendel-  und  Gradmessungen, 
deren  Geschichte  ausführlich  zur  Mittheilung  gelangt,  lehren,  an  Stelle  der 
Kugel  das  abgeplattete  EUipsoid  oder  Sphäroid  zu  setzen,  für  welches 
die  geographische  Breite  im  Gegensatz  zur  geocentrischen  neu  definirt 
werden  muss;  die  Ergebnisse  der  Gradmessungen  des  19.  Jahrhunderts 
lassen  sich  mit  den  neueren  Pendel-  bez.  Schweremessungen  nicht  in  volle 
üebereinstimmung  bringen;  die  Potentialtheorie  zwingt  endlich  zu  dem  Ver- 
zicht auf  die  Möglichkeit,  die  Erdgestalt  als  geometrischen  Körper  durch 
drei  Coordioaten  zu  bestimmen,  und  es  tritt  an  seine  Stelle  die  nur  phy- 
sikalisch zu  definirende  Niveau  fläche,  welche  stets  auf  der  durch  die 
Centrifugalkraft  alterirten  Lothrichtung  senkrecht  steht.  Jede  Geoid fläche, 
d.  h.  irgend  eine  der  unendlich  vielen  Niveauflächen,  welche  wir  als  im 
Innern  unserer  Erdrinde  verlaufend  anzunehmen  haben,  ist  für  uns  der 
wahre  Bepräsentant  der  Erdgestalt  und  hat  die  Eigenschaft,  dass  ein  gleiches 
Maass   von  Arbeit  aufgewendet   werden  muss,   um  einen  schweren  Punkt  , 
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vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  jener  Flfiehe 
heranzubringen.  Ist  nun  auch  das  Geoid  der  Methode  der  analytischen 
Geometrie  unzugänglich,  so  lassen  sich  doch  Potentialausdrflcke  ableiten, 
welche  den  Breitelinien  und  Meridianen  der  FlSche  entsprechen.  Dieedben 
fahren  zur  Gleichung  einer  geschlossenen,  sphftroidisch  gekrfimmten  F^he, 
welche  mit  dem  Geoid  möglichst  genau  übereinstimmt  und  NiveausphS- 
roid  genannt  wird.  Diese  Fläche  hat  in  der  Aequatorebene  eine  Sym- 
metrieebene und  in  der  Eotationsaxe  eine  Symmetrieaze  und  weicht  Ton 
einem  Rotationsellipsoid  gleicher  Abplattung  so  wenig  ab,  dass  es  gerecht- 
fertigt erscheint,  das  Geoid,  bezw.  seinen  geometrischen  Bepräsenianten, 
das  Niyeausphäroid,  abgesehen  von  gewissen  Abweichungen  looalen  und  con- 
tinentalen  Charakters,  mit  einem  zweiaxigen  abgeplatteten  EUipsoid,  dem 
Beferenzellipsoid,  wo  nicht  zu  identificiren ,  so  doch  in  engste  Beziehung 
zu  setzen. 

Nunmehr  ist  diejenige  Grundlage  geschaffen,  aaf  welche  sich  die  Orts- 
bestimmungen zu  beziehen  haben,  und  damit  sind  wir  zum  zweiten 
Hauptabschnitte  des  Günther'schen  Werkes  gelangt  (S.  457 — 595).  Nach 
Erledigung  der  Frage,  inwieweit  für  die  Ortsbestimmung  die  Abweichong 
der  Erde  von  der  Kugelgestalt  in  Betracht  komme,  werden  die  Fehlerquellen 
der  Coordinatenbestimmung,  besonders  aber  die  Strahlenbrechung  behandelt, 
und  dann  kommen  Höhen-,  Breiten-,  Zeit-  bezw.  Längenmessung  zn  ans 
führlicher  Darlegung.  Es  werden  behandelt  das  einfache  und  das  Präeisions 
nivellement,  die  trigonometrische,  barometrische  und  thermometrische Hohen- 
messung;  weiterhin  etwa  ein  Dutzend  Methoden  zur  Breitenbestimmung, 
Längenbestimmungen  auf  geodätischem  Wege,  mittels  der  Magnetnadel, 
durch  Messung  einer  Höhe,  durch  correspondirende  Höhen,  durch  Signale, 
durch  Verfinsterungen,  durch  Monddistanzen,  Chronometer  und  durch  den 
elektrischen  Telegraphen. 

Der  überaus  umfangreiche  Wissensstoff,  der  bis  zum  Schlüsse  des 
zweiten  Capitels  behandelt  werden  konnte,  war  zu  gewinnen  auf  Grund  der 
alten  geocentrischen  Weltanschauungen,  die  erst  im  16.  Jahrhundert  dem 
Kopemikanischen  System  zu  weichen  anfangen  mussten. 

Mit  der  Erde  als  bewegtem  Körper  im  Baume  und  mit  der 
Bestimmung  ihrer  momentanen  Lage  in  demselben  befasst  sich  der  dritte 
Hauptabschnitt  des  Werkes  (S.  596  bis  zum  Schlüsse).  Ausgehend  Ton  der 
Aufgabe  der  astronomischen  Femenbestimmung  gelangen  wir  mit  dem  Ver- 
fasser zu  der  Erkenntniss,  dass  nicht  alle  Himmelskörper,  insbesondere  in- 
nächst  nicht  diejenigen  unseres  Sonnensystems  gleichweit  Von  der  Erde  entfernt 
sind ,  womit  der  Begriff  der  Himmelskugel  hinfällig  wird.  Es  kommen  nnn 
die  Erklärungsversuche  der  astronomischen  Erscheinungen  seit  den  ältesten 
Zeiten  bis  Köpern ikus,  die  Weltsysteme  des  Alterthums,  des  Mittel- 
alters und  der  beginnenden  Neuzeit  zur  Sprache,  denen  sich  endlich  das 
heliocentrische,  jetzt  allgemein  angenommene  System  anreiht.     Auf  Gnud 
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desselben  finden  nunmehr  alle  astronomischen  Erscheinungen  ungezwungen 
und  naturgemftss  ihre  Erklärung,  die  bekannten  Beweise  für  die  Eotation 
und  BeTolution  werden  ausführlich  mitgetheilt;  es  folgen  die  Darlegungen 
der  Kepler 'sehen  Gesetze  und  der  Newton'sohen  Gravitationslehre,  das 
Störungsproblem,  Präcession  und  Nutation  und  endlich  die  Frage  nach  der 
Fortbewegung  des  Sonnensystems  im  Räume.  Damit  erscheint,  entsprechend 
der  zu  Anfang  gegebenen  Begrenzung  der  Aufgabe,  das  Ortsbestimmungs- 
problem YoUstflndig  gelöst. 

Suchen  wir  zu  dem  Inhalt  des  Torliegenden  Werkes,   wie  er  hier  nur 
in   den  allgemeinsten  Zügen  angedeutet  werden  konnte,  sowie  zu  der  Art, 
wie  er  behandelt  ist,  einen  Standpunkt  zu  gewinnen,  so  bietet  sich  uns  in 
der  oben   schon   mitgetheilten   Auffassung   Günther's   vom  Wesen   eines 
Handbuches  die  richtige  Würdigung.    Der  gelehrte  Verfasser  wollte  auf  jede 
zu  stellende  Frage  eine  Antwort  geben,  wenn  auch  keine  erschöpfende;  er 
wollte  weiterhin  durch  möglichst  viele  Literaturnachweise  zum  Studium  der 
Originalquellen  anregen ,  und  dieses  Ziel  der  denkbar  grössten  Vielseitigkeit 
in  Stoff  und  Literatur  ist  wohl  als  erreicht  anzusehen.     Allein,  ist  dieses 
Ziel  wirklich  dasjenige  eines  Handbuches?     Andere  haben  es  anders  auf- 
gefasst;  sagt  doch  —  um  nur  eine  einzige  abweichende  Ansicht  zum  Wort 
kommen  zu  lassen  —  Heim  im  Vorwort  zu  seiner  Gletscherkunde,  die  ja 
derselben  Sammlung  angehört,  wie  das  yorliegende  Werk :  „Ich  habe  nicht 
blos  neben  einander  gestellt,  was  über  Gletscher  bisher  beobachtet  worden 
ist.     In  manchen  Capiteln  ist  die  Grundauffassung  mein  Prodnct.   . .  •  Das 
Hauptgewicht  musste  ich  auf  die  Darstellung  der  allgemeinen  Erscheinungen 
und  Gesetze  des  Phänomens  legen.     Ich  konnte  nicht  jede  interessante  Ein- 
zelthatsache  anführen;    das   liegt  in  der  Natur   der  Sache   und   im   Plane 
der  Handbücher.     Es  mag  mir  auch  manche  in  der  Literatur  niedergelegte 
Beobachtung  entgangen  sein  . .  .**     Dem  Referenten  scheint  diese  Heimische 
Auffassung  vom  Wesen  des  Handbuches  vor  der  Günther 'sehen  durchaus 
den  Vorzug  zu  verdienen.      Sie  will  zwar  weniger  geben,   aber  das  voll- 
stfindig;  sie  will  nicht  andeuten,  sondern  die  Frage  soweit  als  möglich  ab- 
schliessen.     In   unserem  Werke,   dessen   Literaturnachweise  dasselbe,   wie 
schon  bemerkt,  zu  einem  unentbehrlichen  Nachschlagewerke  werden  lassen, 
macht  sich  dieses  „Andeuten*'  vielfach  bei  der  mathematischen  Behandlung 
des  Stoffes  geltend.     Gewiss  sehr  viele  Mathematiker  von  Beruf ^  noch  mehr    - 
aber  die  Mathematiker  unter  den  Geographen,  seien  es  Lehrer  wie  Lernende, 
für  die  ja  das  Buch  in  erster  Reihe  bestimmt  ist,  sind  nicht  immer  in  der 
Lage,  den  grossen  literarischen  Apparat,  um  den  es  sich  handelt,  zur  Ver- 
fügang  zu  haben,  und  da  wäre  es  vielen  mehr  nur  theoretisch  oder  histo« 
lisch   interessanten  Dingen   gegenüber   sicher   werthvoUer,   wenn  grössere, 
principielle  Entwickelungen  vollständig  durchgeführt,   wenn  sie  von  iaheU 
larischen   Zusammenstellungen    und   Rechnungsbeispielen    begleitet   wären. 
Unvollständige  mathematische  Entwickelungen  haben  immer  etwas  Missliches, 
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entweder  machen  sie  den  Leser  oberflächlich,  oder  sie  schrecken,  weil  der 
Zusammenhang  nicht  ohne  Weiteres  klar  ist,  ab.  Wfiren  also  z.  6.  die 
mathematischen  Deductionen,  welche  die  Fortschritte  unserer  Kenntnisse  von 
der  Erdgestalt  vermitteln,  voUstftndig  durchgeführt,  so  wftre  das  ein  grosser 
Vorzug,  weil  dann  zum  ersten  Male  in  grösserem  Zusammenhange  die 
neueren  Anschauungen  Yon  den  einschlägigen  Fragen  weiteren  Kreisen  zu- 
gänglich würden,  für  welche  Helmert*s  herrliches  Werk  in  seiner  Bedeu- 
tung yielleicht  noch  nicht  ganz  erkannt  ist  Auch  das  Tollstftndige  Dorch- 
rechnen  einer  oder  der  andern  Orts-  oder  Zeitbestimmungsanfgabe,  etwa 
im  Anschluss  an  Jordan,  wäre  sehr  zu  wünschen;  daran  hat  der  Leser, 
besonders  der  Studirende,  mehr  als  von  der  Kenntniss  so  und  so  vieler, 
ihm  zumeist  unerreichbarer  Quellennachweise  von  nicht  in  erster  Reihe 
wesentlichen  Einzelheiten.  Während  auf  der  einen  Seite  schwierige  mathe- 
matische Partien  vielfach  rocht  kurz  gefasst  sind,  sind  anderwärts  elemen- 
tare Dinge  oft  überflüssig  breit  behandelt  und  mit  Citaten  belastet.  Bei  den 
allgemeinen  Voraussetzungen  des  Buches  erscheint  z.  B.  der  Hinweis  auf 
Baltzer  (S.  204)  gelegentlich  des  Satzes,  dass  die  Krümmung  des  Radios 
umgekehrt  proportional  dem  Radius  ist,  recht  unnöthig,  ebenso  der  anf 
Wüllner  (S.  214)  wegen  der  Spiegelungsgesetze,  oder  auf  Euklid  (S.217) 
wegen  des  Secantensatzes ,  u.  a.  m. 

An  Lücken ,  die  dem  Referenten  aufgefallen  sind ,  sollen  nur  zwei  kone 
Erwähnung  finden.  Die  eine  betrifft  im  Capitel  von  der  Erdgestalt  die 
Orometrie  als  die  Lehre  von  den  Raumverhältnissen  des  Erdoberflächenreliefs, 
die  nach  den  dem  Buche  gesteckten  Grenzen,  beziehungsweise  nach  dem, 
was  als  Aufgabe  der  mathematischen  Geographie  und  ihres  ersten  Hanpt- 
theiles  festgestellt  worden  ist,  füglich  hätte  Aufnahme  finden  können;  als 
zweite  erscheint  das  Fehlen  jeden  Hinweises  auf  die  neuerdings  für  die 
Ortsbestimmung  Überhaupt  und  als  Ersatz  für  complicirte  Längenbestim- 
mungsmethoden (Monddistanzen)  im  Besondern  so  wichtig  gewordene  Con- 
struction  von  Reiserouten.  Der  systematische  Entwurf  eines  Itinerarc,  wie 
ihn  z.  B.  Jordan  in  der  zweiten  Auflage  von  Neumayer 's  Anleitung  2a 
wissenschaftlichen  Beobachtungen  auf  Reisen  behandelt,  sollte  heutintage  in 
einer  mathematischen  „Geographie*'  nicht  fehlen. 

Unrichtigkeiten  und  üngenanigkeiten ,  wie  sie  z.  B.  beim  Spiegelsex- 
tanten, bei  der  Zeitrechnung  der  Astronomen,  bei  der  Refraction,  beim 
Kochthermometer,  sowie  bei  einem  oder  dem  andern  Citat  mit  untergelaufen 
sind .  können  auf  den  ersten  Blick  verwirren  und  sind  um  so  bedauerlicher, 
als  sie  alle  leicht  hätten  vermieden  werden  können.  Es  soll  ihnen  aber 
hier  nicht  soviel  Gewicht  beigelegt  werden,  um  sie  einzeln  zu  bespreeben, 
da  sie  dem  kundigen  Leser  ohne  Weiteres  von  selbst  auffallen. 

Wichtiger  als  sie  und  auch  wesentlicher  als  die  obenerwähnten  LQcken, 
die  Referent  gerne  ausgefällt  gesehen  hätte,  ist  diesem  der  principielle  6e- 
sichtspunht,  dass  die  grosse  Arbeit,  welche  die  Zusammenfassung  der  in 
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dem  vorliegenden  Werke  niedergelegten  weitverzweigten  Forschungsergeb- 
ni88e  repräsentirt,  verdienstlicher  und  nutzbringender  hfttte  verwendet  werden 
können,  wenn,  wie  schon  durch  ISen  Gegensatz  gegen  Heim  hervorgehoben 
worden  ist,  weniger  auf  die  Beantwortung  aller  etwa  zu  stellenden  Fragen 
Bücksicht  genommen  worden  wäre,  als  darauf,  in  den  gesteckten  Grenzen 
sozusagen  den  eisernen  Bestand  des  Lehrgebäudes  zu  geben,  diesen  aber  so 
eingehend  und  auch  mathematisch  so  ausführlich,  dass  jeder  genügend  ge. 
schulte  Leser  durch  das  Buch  in  den  Stand  gesetzt  würde,  den  gebotenen 
Stoff  gründlich  beherrschen  zu  lernen  und  die  Methode  seiner  Aneignung 
jederzeit  wieder  zu  reproduciren. 

Freiburg  i.  B.  L.  Nbumann. 


Gesammelte  Hathematische  Abhandlungen.   Von  H.  A.  Schwabz.  2  Bände. 

gr.  8^    Berlin,  Julius  Springer.     1890.     I.  Bd.  mit  64  Textfiguren 

und  4  Figurentafeln,  XI  und  338  S.;   IL  Bd.  mit  62  Teztfiguren, 

VIll  u.  370  S. 

Diese  Ausgabe  stellt  eine  Neuerung  dar;  liegt  doch  bisher  von  keinem     * 

andern  der  lebenden  Mathematiker  eine  vollständige  Sammlung  seiner  Arbeiten 

vor.     Da  der  Verfasser  und  Herausgeber  keinen  Grund  für  die  Neuerung 

anftlhrt,  ist  man  dafür  lediglich  auf  Yermuthungen  angewiesen;  hoffentlich 

aber  ist  die  am  nächsten  liegende  Vermuthung,  dass  derselbe  jetzt  schon 

mit  seiner  mathematischen  Thätigkeit  abgeschlossen  habe,  unbegründet.    So 

müssen  wir  uns  auf  eine  Abwägung  des  Bedürfnisses  nach  dieser  Sammlung 

beschränken.      Haben  die  einzelnen  Abhandlungen  derselben  in  ihrer  iso- 

lirten,   durch   längere   Zeiträume   getrennten  Veröffentlichung   bisher   kein 

richtiges  Bild  ihres  Zusammenhangs  und  ihrer  Bedeutung  aufkommen  lassen? 

Oder  waren  sie  durch  ihre  Zerstreuung  bisher  zu  schwer  zugänglich? 

Die  erste  Frage  ist  unbedingt  zu  verneinen:  die  Bedeutung  der  Auf- 
sSi^  des  Verf.  für  eine  Reihe  von  grundlegenden  Fragen  und  Problemen 
ist  vollständig  anerkannt  Die  auf  Minimalfiächen  bezüglichen  Entwicke- 
langen,  die  Existenzuntersuchungen  von  Functionen,  die  Arbeit  über  die 
hjpergeometrische  Reihe  sind  in  den  festen  Bestand  der  Literatur  über- 
gegangen, wie  etwa  für  das  erstere  Gebiet  der  erste  Band  des  Darboux- 
schen  Werkes  „Lebens  sur  la  th6orie  g^n^rale  des  Surfaces**  beweist.  Die 
Beantwortung  der  zweiten  Frage  ist  zweifelhafter;  jedenfalls  ist  für  Viele 
die  Zugänglichkeit  zu  mancher  der  Arbeiten  jetzt  erst  ermöglicht,  wie  zu 
der  in  den  Acta  der  finnländischen  Gesellschaft  (1885)  publicirten:  «üeber 
ein  die  Flächen  kleinsten  Flächeninhalts  betreffendes  Problem  der  Variations- 
rechnung." 

Wie  dem  auch  sei:  sicher  ist,  dass  die  Abhandlungen  von  H.  A. 
Schwarz  sich  zu  einer  Sammlung  besonders  eignen,   weil  sie  im  Wesent- 
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liehen  in  mehrere  Omppen  Ton  unter  sich  eng  züsammenhSogenden  und  neb 
ergänzenden  Arbeiten  sich  ordnen,  die  je  einen  grösseren  Plan  Terfolgen 
und  ohne  gleichzeitiges  eingehendes  Studium  fremder  Arbeiten  —  so  sehr 
sie  auch  an  Weierstrass  anschliessen  —  yerstSndlioh  sind.  Dies  gilt 
zunächst  Ton  dem  ganzen  ersten  Bande,  der  ausschliesslich  eine  erste 
Gruppe  von  Arbeiten,  über  Minimal  flächen,  enthält,  Yon  1865 — 1887 
hin.  Man  lernt  hier  nicht  nur  die  allgemeinen  Ideen  und  Entwickelongen, 
insbesondere  die  subtileren  Fragen  der  Variationsrechnung,  die  Existenz- 
fragen der  Lösungen  wichtiger  partieller  Differentialgleichungen  unter  vor- 
geschriebenen Bedingungen  etc. ,  kennen ;  man  erhält  auch  eine*  Zahl  inter- 
essanter Einzeluntersuchungen,  die  analytischen  Formulirungen  untersttttit 
durch  geometrische  Betrachtungen,  die  um  so  forderlicher  sind,  als  sie  an 
die  Anschauung  ziemliche  Ansprüche  stellen.  Vortreffliche  Zeichnungen 
erleichtern  aber  die  Auffassung.  Ein  sehr  zweckmässiges  Vorstudium  Ar 
die  Arbeiten  dieses  Bandes  bietet  übrigens  der  erste  Band  des  oben  ge- 
nannten Darbou loschen  Buches,  in  welchem  auch  die  Beziehungen  zur 
übrigen  Literatur  noch  eingehender,  als  in  dem  Anhang  zu  dieser  Samm- 
lung dargelegt  sind. 

Die  Arbeiten  des  zweiten  Bandes,  welche  chronologisch  geordnet  sind 
und  von  1863 — 1884  laufen,  will  ich  in  folgende  Gruppen  theilen: 

Zweite  Gruppe:  Arbeiten  über  conforme  Abbildung;  Nr.  4,  ö, 
6,  24.  Deren  Werth  beruht  nicht  nur  darauf,  dass  sie  zuerst  für  einfachere 
Abbildungsaufgaben  wirkliche  Functionsbestimmungen  angaben,  und  dass 
sie  auch  zu  den  ersten  Untersuchungen  des  ersten  Bandes  über  Minimal- 
flächen die  Veranlassung  wurden,  sondern  besonders  darin,  dass  in  ihnen 
(ungefähr  gleichzeitig  mit  Christof  fei)  vom  Dirichlet'schen  Principznm 
Beweis  der  Existenz  der  Abbildungsfunction  abgesehen  und  eine  directe  Constan- 
tenbestimmung  wenigstens  versucht  wurde.  Dieser  letztere  Umstand  fährte  zur 

Dritten  Gruppe:  Existenzbeweise  von  Functionen,  die  gewisse 
Bedingungen  erfüllen,  vor  allem  solcher,  welche  der  Gleichung  Ju=^0 
unter  vorgeschriebenen  Grenz-  und  ünstetigkeitsbedingungen  genügen;  Nr. 7, 
8,  9,  10,  12,  20.  Von  den  vom  Verf.  entwickelten  Methoden,  von  denen 
die  erstere  auf  der  Darstellung  einer  Function  durch  den  bekannten  Pois- 
so naschen  Integralausdruck,  die  zweite  auf  einem  „Grenzübergang  dnreh 
alternirendes  Verfahren  **  beruht  —  wesentlich  ein  Schluss  von  auf  zwei 
Gebiete  bezüglichen  Functionen  auf  ein  aus  den  beiden  combinirtes  Gebiet  -— , 
hat  die  zweite  Methode  ihrer  Aufgabe,  eine  Grundlage  für  allgemeine 
Untersuchungen,  wie  die  Biemann'sche  über  Ab  ersehe  Functionen,  vx 
werden,  in  hohem  Grade,  wenn  auch  noch  nicht  für  alle  Fälle  der  Begren- 
zung des  Gebietes,  entsprochen. 

Vierte  Gruppe:  Principielle  Fragen  der  Analysis,  in  Bezug  auf 
Existenz  von  Differentialquotienten,  Definition  des  Flächeninhalts  einer  ge- 
krümmten Fläche  etc.;  Nr.  15,  16,  19,  22,  26. 
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Fünftens:  Die  Arbeit  „üeber  die  Fftlle,  in  welchen  die  bypergeo- 
metriscbe  Beibe  eine  algebraische  Function  ihres  vierten  Elementes 
darstellt«*  (Nr.  11,  13;  Cr.  J.  Bd.  75,  1872)  bat  ein  besonderes  Interesse: 
Nicht  nnr,  dass  sie,  wie  die  erste  Omppe,  aus  der  zweiten  Gruppe  erwachsen 
ist,  sondern  wegen  ihres  Zusammenhanges  mit  der  Theorie  der  regulftren  Poly- 
eder, und  infolge  dessen  mit  der  Entstehung  der  ganzen  modernen  Theorie 
der  Functionen  mit  linearen  Transformationen  in  sieh.  Zu  den  betreffenden 
Arbeiten  von  Klein  und  Poincar6  giebt  es  keinen  lehrreicheren  Zugang,  als 
durch  die  Schwarz'sche  Abhandlung  hindurch,  an  welche  Jene  anknüpften. 

Sechste  Gruppe:  Algebraisch-geometrische  Arbeiten,  anknüp- 
fend an  den  Bie  mann 'sehen  Geschlechtsbegriff;  Nr.  2,  3,  17,  18.  Der 
wesentliche  Inhalt  der  Aufsfitze  über  abwickelbare  und  Begelfiftchen  ist 
übrigens  in  Salmon's  Baumgeometrie  übergegangen. 

Einige  weitere  Arbeiten,  meistens  Einzelausführungen,  machen  das 
Bild  eines  erfolgreichen  Schaffens,  welches  dieses  Werk  bietet,  noch  leben- 
diger. Die  Aufsätze  konnten  fast  Tollstftndig  in  der  ursprünglichen  Form 
herausgegeben  werden  —  ein  Zeugniss  für  die  Sch&rfe,  mit  der  der  Verf. 
arbeitet.  Am  Schlüsse  jedes  Bandes  sind  Anmerkungen  zugefügt,  die  nicht 
nur  einzelne  Stellen  weiter  ausführen,  sondern  vor  Allem  den  Zusammen- 
bang mit  der  früheren  und  spftteren  Literatur  andeuten.  Dass  die  Ausstat- 
tung des  Werkes  Torzüglich  ist,  braucht  kaum  gesagt  zu  werden. 

Erlangen,  3.  August  1890.  M.  Nobthbr. 


üeber  die  Vaturwissenschaften  bei  den  Arabern.    Vortrag  von  Professor 
E.  WiBDBMANN  iu  Erlangen.    Sammlung  gemeinverständlicher  wissen- 
schaftlicher Vorträge,  herausgegeben  von  Virchow  und  Wattbnbaor. 
Neue  Folge,  fünfte  Serie,  Heft  97.    Hamburg,  Verlagsanstalt  A.  G. 
(vormals  J.  F.  Biohter).     1890.    8^    32  S. 
Schon  auf  der  Schule  hat  der  Verfasser  des  Vortrages ,  wie  der  Bericht- 
erstatter als  dessen  früherer  Lehrer  sich  wohl  erinnert,  das  Studium  des 
Arabischen  als  stille  Nebenbeschäftigung  gewählt  und  ist  so  heute  einer  der 
wenigen  Vertreter   exacter  Naturwissenschaft,    welche   zu   den   bezüglichen 
Quellen  altarabischer  Literatur  selbst  hinaufsteigen  können.     In  dankens- 
werther  Weise  hat  derselbe  denn  auch  seit  Jahren,   meist  in  seines  Vaters 
Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Einzelergebnisse  seiner  Quellenstudien  zur 
Geschichte  der  Naturkunde  veröffentlicht:  so  erst  neulich  wieder  im  39.  Bande 
jener  Annalen.     Hier*  zeigt  er,   dass  ein  arabischer  Forscher   schon   um 
1300  n.  Chr.  die  Art  der  Brechung  von  Lichtstrahlen  bei  ihrem  Durchgange 
durch  eine  Wasserkugel  theoretisch  erörtert  und  experimentell  geprüft  hat 


*  Wiedemann^s  Annalen,  Bd.  39  (1890)  S.  566-576:  „üeber  das  Sehen 
irch  eine  Kugel  bei  den  Arabern."  f^  mm 
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nnd  dass  er  darauf  die  heute  übliche  Erklärung  des  Haupt-  und  des  Neben- 
regenbogens  grUndet;  er  weist  femer  nach,*  dass  AI  Khazini  im  12.  Jahr* 
hundert  schon  einen  Satz  ausspricht  und  beweist,  den  man  und  dessen 
Beweis  man  bis  jetzt  Boger  Bacon  zugeschrieben  hat;  er  stellt  ferner 
fest,**  dass  nicht,  wie  in  den  Geschichten  der  Physik  zu  lesen,  erst  im 
11.  Jahrhundert  Ihn  al  Haitam,  sondern  schon  100  Jahre  Yor  ihm  an- 
dere Araber  die  aristotelische  Auffassung  zu  Ehren  brachten,  dass  die 
Gegenstände  Lichtstrahlen  aussenden,  im  Gegensatz  zu  Plato,  der  Yon  den 
Augen  fühlfädenartige  Strahlen  ausgehen  und  durch  sie  die  Gegenstände 
gewissermassen  betasten  Hess;  endlich  hat  auch  Wiedemann  in  letzter 
Zeit***  die  üebersetzung  einer  Abhandlung  des  IbnalHaitham(t  1038} 
veröfTentlicht,  wo  dieser  die  Frage  untersucht,  ob  Planeten  und  Fixsterne 
Selbstleuchter  sind  oder  nicht. 

Nach  solchen  Quellenstudien  ist  der  Verfasser  des  in  der  üeberschrlfi 
genannten  Vortrages  gewiss  berechtigt,  über  sein  Thema  zu  sprechen,  nnd 
man  darf  wohl  erwarten,  dass  er  auch  Neues  zu  bringen  weiss. 

Im  einleitenden  Theile  seines  Vortrages  schildert  er  in  kurzen  Zttgen 
die  allgemeinen  Verhältnisse  politischer,  religiöser,  ethnologischer,  literarischer 
Natur,  welche  für  die  Entwickelung  der  Wissenschaften  bei  den  Arabern 
in  Betracht  kommen ,  um  dann  zur  Besprechung  ihrer  Thätigkeit  auf  natur- 
kundlichem Gebiete  überzugehen.  Hier  werden  zuerst  ihre  Leistungen  in 
Astronomie  und  Mathematik  vorgeführt,  dann  die  in  Mechanik,  in  der 
Optik,  insbesondere  bezüglich  ihres  Wissens  von  Hohlspiegeln,  von  Linsen 
und  von  der  Lebre  vom  Sehen ,  hierauf  ihre  theoretischen  Auflassungen  and 
praktischen  Leistungen  in  der  Chemie  bezw.  Alchemie,  besonders  ihre  Ver- 
vollkommnung der  chemischen  Arbeitsmethoden ,  endlich  wird  noch  ihr  Ver- 
dienst um  die  beschreibenden  Naturwissenschaften  als  Thatsache  angef^rt. 
Der  knappe  Baum  eines  Vortrags  gestattete  natürlich  bei  all  diesen  Duigen 
nur  ein  flüchtiges  Berühren,  um  so  mehr,  als  auch  noch  die  Wege,  anf 
denen  die  arabische  Wissenschaft  sich  ins  Abendland  verbreitete,  und  die 
Gründe  für  den  Verfall  jener  Wissenschaft  und  selbst  die  traurigen  jetzigen 
Ueberreste  derselben  noch  eine  Erwähnung  finden  mussten.  üeber  Einiges 
Hesse  sich  mit  dem  Vortragenden  streiten:  so  über  die  Einführung  der 
„besseren^  Zahlenschreibweise,  über  die  Bedeutung  des  Wortes  Algebra, 
über  das  Nullzeichen  der  Alexandriner,  über  die  Nothwendigkeit  des  Ein- 
schiebens einer  Schilderung  von  Bhazas*  Lebensgang.  Aber  dies  sind 
Nebensachen.  Die  Hauptsache ,  wieder  einmal  die  Ehrenrettul^  eines  lange 
Verkannten  vorgenommen ,  mit  begründetem  Urtheil  den  Blick  hierauf  ge- 
lenkt zu  haben ,  verdient  allen  Dank.  p^  Treütlein. 

*  a.  a.  0. :  „Inhalt  eines  Gefässes  in  verschiedenen  Abständen  vom  Erdmittel- 
punkte nach  AI  Ehäzini  und  Roger  Baco.'* 

**  Ebenda,  Bd.  89  (1890),  S.  470— 474:  „Zur  Geschichte  der  Lehre  vom  Sehea" 
*»*  Wochenschrift  für  Astronomie,  Meteorologie  und  Geographie,  Jahrg.  1890, 
Nr.  17:  „Ueber  das  Licht  der  Sterne  nach  Ibn  al  Haithann^  vj^wviv^ 
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Kurzer  Abriss  einer  Oesohichte  der  Elementar -Mathematik  mit  Hinweisen 
auf  die  sich  anschliessenden  höheren  Gebiete.    Von  Dr.  Karl  Fink, 
Professor  an  der  Realschule  zu  Tübingen.     Tübingen  1890.     Verlag 
der  H.  Laapp*schen  Buchhandlung.     X,  269  S.    ' 
Der  Gedanke  des  Verfassers,  die  Forschungen  über  Geschichte  der  Mathe- 
matik, welche  das  seit  Montucla's  Werk  vergangene  Jahrhundert  gezeitigt 
hat,  in  übersichtlicher  Kürze  zusammenzufassen,  und  so  dem  Lehrer  an  Mittel- 
schulen einen  Leitfaden  zur  Belebung  des  mathematischen  Unterrichts  durch 
geschichtliche  Einstreuungen  in  die  Hand  zu  geben,  ist  an  sich  ein  glück- 
licher.    Es  wird  auch  bei  der  Noth wendigkeit ,  den  mathematischen  Unter- 
richt nach  Fächern  zu  trennen,  richtig  sein,  dem  geschichtlichen  Leitfaden 
die  gleiche  Form  zu  geben,  also  nicht  das  Bild  eines  einzelnen  Zeitalters, 
sondern  das    einer  einzelnen  Disciplin,  Rechenkunst,   Algebra,   Geometrie, 
Trigonometrie  u.  s.  w.  als   einzeln  betrachteten  Abschnitt  zu  unterscheiden. 
Wir  sind  also  im  Ganzen  mit  Plan  und  Einrichtung  des  uns  vorliegenden 
Buches  einverstanden.     Leider  können  wir  nicht  zu  dem  gleichen  ürtheile 
über  den  Inhalt  uns  verstehen.     Herr  Fink  hat  sich,  scheint  es  uns,   die 
Arbeit  doch  etwas  gar  zu  leicht  gemacht.     Zu  den  Quellen  scheint  er  so 
gut   wie   niemals  aufgestiegen  zu  sein,   und   die  Geschichtskundigen ,   auf 
welche  er  sich  statt  dessen  verliess,  hat  er  auch  nicht  immer  sorgfältig 
benutzt    Er  hat  endlich  während  des  Druckes  viele  Irrthümer  stehen  lassen, 
die  geradezu   sinnentstellend  wirken.     Die  demotische  Hieroglyphenschrift 
(S.  7  Z.  13),   die  ganz  verkehrte  Rechnung  bei  der  Erklärung  befreundeter 
Zahlen  (S.  27   Z.  8— 9),  die  Verwechslung  des  Sohnes  von  Albanna  mit 
Albanna  selbst  (S.  68  Z.  6  v.  n.),  nkriU^  (S.  59),  Bözont  (S.  109)  hätten 
doch  verbessert  werden  sollen.    Neben  diese  offenbaren  Druckfehler  stellen 
wir  einige  Flüchtigkeitsfehler.    Wir  trauen  Herrn  Fink  zu,  dass  er  die 
griechische  Bezeichnung  der  Zahlen  durch  Buchstaben  a=:l,   j3  =  2,  ..., 
»  =  10,  X  =  20,  ...,  T  =  300  u.  s.  w.  so  gut  kennt,  wie  Jeder,  der  ein  Gjm- 
nEisium  besucht  hat,   und  nun  schreibt  er  S.  8,   diese  Buchstaben  seien  in 
anscheinend  beliebiger,  aber  ein-  für  allemal  fest  gewählter  Ordnung  für 
die  Zahlen  1  bis  24  in  den  Text  eingestellt  worden  I    8.  36  wird  der  erste 
Gebrauch   des   Wortes  Million  Rudolff  oder  Stifel   oder  Pacioli   zu- 
geschrieben; wir  meinen,   der  erste  Gebrauch  kann  doch  bei  drei  Bewer- 
bern nur  von  dem  Aeltesten  gemacht  worden  sein.     S.  154  ist  aus  dem 
Problem  der  Ereisquadratur  ein  Theorem  gemacht.     S.  162  soll  Apollo- 
nius    einen   lysonderen  mechanischen  Apparat  zur  Lösung  der  Delischen 
Aufgabe  construirt  haben,  offenbar  eine  Verwechslung  mit  Eratosthenes. 
S.%L64  verwendet  „Hippias   die  vielleicht  von  Dinostratus  erfundene 
Qnadratrix^,  und  doch  lebte  Hippias  mehr  als  ein  halbes  Jahrhundert  vor 
Dinostratus.     8.  168  kommt  7r  =  3^  im  Arcerianus  vor,  soll  heissen  bei 
Vitruvius,  dem  Architekten.     S.  228  steht  buchstäblich:   „Die  Ende  des 
15.  oder  Anfang  des  16.  Jahrhunderts  eingefllhrte  Verkürzung  Cosinus  für     t 
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camplementi  sinus  rührt  von  dem  Engländer  Ganter  (t  1626)  her.'  8.186 
ist  angegeben,  Pascal's  Geometrie  der  Kegelschnitte  sei  1779  veröffent- 
licht worden,  während  sie  verloren  ging  and  niemals  im  Drucke  erschien. 
S.  226  gilt  als  Verdienst  Vieta^s,  neue  Fälle  des  sphärischen  Dreiecks  be- 
handelt zu  haben,  z.  B.  denjenigen,  der  einen  Winkel  in  den  drei  Seiten 
auszudrücken  gestattet,  als  ob  diese  Aufgabe  nicht  schon  durch  AI  Bat- 
t&nl  erledigt  worden  wäre.  S.  156  heisst  es:  Von  Heron  stammt  ein 
Buch  über  Geometrie  (nach  Tannerj  ein  Commentar  zu  Euklid's  Ele- 
menten). In  dem  Eingeklammerten  wird  das  Wörtchen  auch  fehlen,  denn 
wenn  Herr  Fink  Heron  auch  nur  aus  Auszügen  kennt,  das  wird  er  doch 
gewiss  nicht  glauben,  dass  dessen  feldmesserisches  Werk  ein  Commentar  zu 
Euklid  gewesen  sei.  S.  118  ist  der  leider  landläufige  Irrthum  ausgesprochen: 
Die  Zeit  der  Entdeckung  wirksamer  Convergenz-  und  Divergenzkriierien 
beginnt  mit  Cauchy  (1821),  und  doch  weiss  es  Herr  Fink  besser,  denn 
nur  eine  Seite  früher  ist  von  der  hohen  Bedeutung  der  10  Jahre  Siteren 
Gau  SS 'sehen  Abhandlung  über  die  hypergeometrische  Reihe  die  Bede.  Bei 
einigen  anderen  Dingen  sind  wir  zweifelhaft,  ob  wir  noch  von  Flüchtigkeit 
reden  dürfen.  Hier  müsste  ein  stärker  tadelndes  Wort  gebraucht  werden. 
Wir  führen  wieder  Beispiele  an,  die  aber  keineswegs  den  Anspruch  anf 
Vollständigkeit  erheben.  S.  31  wird  behauptet,  Fibonacci  habe  Dnpla- 
tion  und  Mediation  als  besondere  Operationen.  Das  Gegentheil  ist  wahr 
und  von  einer  hervorragenden  Wichtigkeit,  da  gerade  darin  ein  Merkmal 
der  Zugehörigkeit  zur  Schule  des  Fibonacci  oder  zu  der  des  Jordanns 
besteht,  von  welcher  letzteren,  wie  von  ihrem  Begründer  Herr  Fink  kein 
Wörtchen  sagt.  —  Was  denkt  sich  ferner  Herr  Fink  unter  Zeichenrogel? 
S.  119  nennt  er  dieselbe  einen  Satz,  „welcher  das  Bildungsgesetz  der  Coeffi- 
cienten  einer  algebraischen  Gleichung  aus  ihren  Wurzeln  enthält',  und  8. 73 
soll  gar  1484  bei  Chuquet  die  Begel  auftreten.  Der  letztere  Irrthnm 
gehört  bereits  Herrn  Marre,  dem  Herausgeber  Chuquet's,  an,  aber  die 
erstere   Unklarheit   ist   Herrn  Fink 's   unbestrittenes  Eigenthom.     S.  137 

wird  als  wichtig  die  Aufstellung  der  Gleichung   t-«  +  :r^  +  3-5  =  0  her- 

a^     df'     djT 

vorgehoben,  auf  welche  Dirichlet  bei  seinen  Arbeiten  über  das  Potential 
gestossen  war.  Ganz  richtig,  aber  Dirichlet  hat,  wie  alle  anderen  Mathe- 
matiker, die  Gleichung  als  die  von  Laplace  bezeichnet,  welcher  schon 
1789  sie  aufgestellt  hat.  S.  80  gilt  nach  Stifel  5  als  die  Diametralnhl 
zu  3  und  4,  weil  3^  +  4^  =  5^.  Schade,  dass  es  nicht  wahr  ist  Stifel 
nennt  12  die  Diametralzahl  zu  3  und  4  und  allgemein  ab  zu  a  nnd  5, 
wenn  a^  +  h^=^c^  ganzzahlig  erfüllt  ist.  Richtig  ist,  was  Herr  Fi^ 
S.  173  aus  Stifel's  Ausgabe  von  Budolffs  Coss  abdruckt,  falsch,  was 
er  darin  findet  unrichtig  ist  auch,  dass  der  Ausdruck  BichtungscoefScient 
von  Hankel  herrühre.  HankeTs  Doctordissertation  ist  TOn  1861,  frflher 
hat  er  überhaupt  Nichts  drucken  lassen,  BichtungscoefScient  wird  aber  schon 
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1855,  wenn  nicht  früher,  gebraucht.  Das  Verhfiltniss  der  beiden  Erfindungen 
Yon  Bürgi  nnd  Neper  ist  S.  230  in  ganz  schiefer  Beleuchtung  dargestellt. 
Wir  wollen  damit  unser  Sündenregister  schliessen.  Es  ist  bedauerlich,  dass 
so  zahlreiche  Mängel,  welche  zum  guten  Theil  leicht  hätten  yermieden 
werden  können ,  die  Brauchbarkeit  des  hübsch  geschriebenen  Buches  wesent- 
lich einschränken.  Auch  manche  Lücken  wären  ohne  Schwierigkeit  auszu- 
füllen gewesen«  Wir  wollen  nur  zwei  solche  nennen.  In  einer  Geschichte 
der  Elementarmathematik  darf  die  Erfindung  der  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  durch  Descartes,  die  des  Schlosses  von  n  auf  n  +  1  durch 
Pascal  nicht  fehlen.  Cantob. 

Der  Astronom,  Mathematiker  nnd  Geograph  Endoxos  von  Ejüdos.  IL  Theil : 
Mathematik,  von  Hans  Künssbbro,  königl.  Beallehrer.     Programm 
zum  Jahresbericht  der  yiercursigen  königl.  Realschule  Dinkelsbühl  pro 
1890.    61  S.,  1  Pigurentafel. 
Wir   haben   heute   die  angenehme  Pflicht,   unsere  Leser  auf  das  Er- 
scheinen des  mathematischen  Theiles  der  Untersuchungen  über  Eudozos 
aufmerksam  zu  machen,  als  dessen  Vorläufer  wir  Bd.  XXXIV^  hi8t.-lii  Abth. 
S.  74—75  ein  Programm   des  gleichen  Verfassers  für  das  Jahr  1888  an- 
gezeigt haben.     Wiederum  hat  Herr  Eünssberg  seine  Aufgabe  darin  ge- 
funden^ die  ziemlich  zahlreichen  Vorarbeiten  anderer  Gelehrten  zu  sammeln, 
zu   vereinigen,  zu  ergänzen,  und  künftig  wird  man  sich  um  so  eher  mit 
dem  Hinweis  auf  seine  Studie  begnügen  hönnen,  als  er  alle  Beweisstellen 
im   griechischen  Wortlaute  vollständig  abdruckt.    Die  mathematischen  Ver- 
dienste des  Eudoxos  gliedern  sich  von  selbst  in  verschiedene  Abtheilungen. 
Zuerst  werden   die  Leistungen   in   der  Proportionenlehre  besprochen; 
eine    zweite  Abtheilung   führt  die  üeberschrift :   Exhaustion.     Stereo- 
metrie.    Sphärik;  auf  diese  folgt:  die   analytische  Methode  und 
der  goldene  Schnitt;  den  Schluss  bildet:  die  Würfelverdoppelung 
und  die  Bogenlinien.    Als  Anhang  ist  noch  ein  kurzer  Abschnitt  Physik 
beigefügt.     Das  bekannte  Scholion  des  Pro k los,  welches  das  ganze  fünfte 
Buch  der  euklidischen  Elemente  als  Eigenthum  des  Eudoxos  in  Anspruch 
nimmt,  ist  auch  für  Herrn  Künssberg,  wie  für  den  Unterzeichneten  von 
unbestreitbarer  Beweiskraft;   er  sichert   somit  Eudoxos  das  Erfinderrecht 
aaf  eine  wissenschaftlich  geordnete  und  ausgebildete  Proportionenlehre.   Dass 
die    Exhaustionsmethode   Eudoxos   angehört,    sagt   kein   Geringerer,   als 
Archimed,    der  zweifellos   hervorragendste  Anwender  dieses  Verfahrens. 
Herr  Eünssberg  sieht,  auf  Archimed 's  Angaben  gestützt,  in   den  bei 
Snklid  XII,  2  und  10  erhaltenen  Beweisen  dafür,  dass  Kreise  sich  wie 
die    Quadrate  ihrer  Durchmesser  verhalten,  und  dass  Cylinder  und  Kegel 
von   gleicher  Grundflttche  und  Höhe  im  Verhältnisse  von  3:1  stehen,  und 
nicht   minder  in  XII,  7  und  18  wörtliche  Fragmente  des  Eudoxos^ eine    , 
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AnfÜEtösung,  die  uns  sehr  anmnthet.  Auch  der  Nokk*8chen  üebenengnog 
schliessen  wir  mit  Herrn  Eünssberg  ans  an,  dass  Endoxos  das  Slteste 
Lehrbach  der  Sphärik  verfasste.  Der  Frage,  was  die  xa^iitvlai  y^aniLai 
des  Eadoxos  waren,  durch  welche  die  Wtlrfelyerdoppelang  gelang,  ist 
Herr  Eünssberg  gleichfalls  näher  getreten.  Da  Eudoxos  Schüler  des 
Archytas  war,  so  wird  zuerst  die  Ar chytas*sche  stereometrische  Würfel- 
Verdoppelung  besprochen.  Der  richtigen  Bemerkung,  dass  Archytas  sich 
des  Durchschnittes  eines  Cylinders ,  eines  Kegels  und  eines  Wnlstes  bediente, 
hätte  hinzugefügt  werden  dürfen  ^  dieses  sei  das  erste  Vorkommen  der  Spire, 
welche  P e r s e u s  später  schneiden  lehrte.  Herr  Eünssberg  geht  nnn  einen 
Schritt  weiter  und  sieht  mit  Herrn  Paul  Tannery  die  xafiTcvXfi  yQom 
in  der  senkrechten  Projection  der  Schnittcurve  von  Kegel  und  Wulst  auf 
den  Grundkreis  des  Cylinders,  d.  h.  in  der  Curve  von  der  Gleichung 
a*a^=5*(ic»+y«).  Dieser  Schritt  scheint  uns  allzu  kühn.  Bevor  wir  ihn 
mitwagen,  müsste  uns  irgendwo  in  so  alter  Zeit  eine  Projection  nach- 
gewiesen werden.  Nichtsdestoweniger  können  wir  es  nur  billigen,  dass 
auch  diese  Hypothese  mitgetheilt  wurde;  die  Vollständigkeit  der  Darstellung 
verlangte  es  geradezu,  Cantor. 
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Beriohtigungen. 

In  meinem  AufBatze  „Zur  Aufstellung  arithmetischer  Identitäten**  sind  fol- 
gende Verbesserungen  Yorzunehmen: 
S.  2  Z.  6  Y.  0.  statt  nX<")  lies  xX^"^; 
«    3   n    2   „  „       „      ♦•||,ii*^.    ,)     ♦*n,i(*); 

I»     ®     >»  1*    »»    »»  II         *l  M       *•? 

OS  OD 

m=0  i=m 

yy  8  „11  „  „  fehltder  Factor  C08  (2 j7  + 1)9  ausserhalb  der  geschweiften  Elsmmeni; 
,,  8  „  8  V.  u.  statt  ist  lies  Ist; 

/  2m\ 

„  10  „  10  Y.  0.  fehlt  der  Factor  ^^^^^; 

„  10  „   2  Y.  u.  statt  +2v  lies  -2ir.  ^  Vivikti. 
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Commentar  zu  dem  „Traotatus  de  Numeiis  Datts*' 
des  Jordanus  Nemorarius. 

Von 

Maximilian  Curtze 

in  Thoxn. 
(Fortietiung.) 

lordani  Nemorarii  de  Numeris  Datis  Liber  111. 

I.  Trium  numerorum  continue  proportionalium  si  dno  ex- 
tremi  dati  faerint,  et  medius  datuB  erit. 

Extremns  in  extremum  dücatur,  et  tantum  erit,  quantum  medias  in  se 
dactos.     Illius  ergo  radix  extrahatur,  et  habebitur  medias. 

Verbi  gratia  IX  et  IUI  extremi  sint,  ducaturque  unns  in  alium  et 
fient  XXXVI,  cnius  radix  est  VI,  et  ipse  est  medius  in  continua  propor- 
tionalitate  inter  IX  et  IUI. 

1.  Kennt  man  in  einer  stetigen  Proportion  die  beiden  Aussen- 
glieder,  so  ist  auch  das  Mittelglied  bekannt. 

Gegebene  Gleichung: 

a:x  =  xio. 

Man  hat  

X*  =  ab,  also  x  =  Vah. 

Beispiel:  9:a:  =  a;:4,   a;*  =  S6,   «  =  6. 

IL  Si  triam  numerorum  continuae  proportionalitatis  me- 
dius cum  altero  extremorum  datus  fuerit,  et  reliquus  datas 
erit. 

Si  enim  medias  in  se-ducatur,  et  productam  per  altenun  extremorum 
datum  diuidatnr,  exibit  reliquas. 

Verbi  gratia  sit  IUI  alter  extremorum  et  VI  medias.  Ducatar  ergo 
VI  in  se,  et  fient  XXXVI,  qui  diuidantur  per  IUI,  et  exibunt  IX,  et  ipse 
est  tertius  in  continua  proportionalitate  post  IUI  et  VI. 

n.  Ebenso  ist  das  dritte  Glied  bekannt,  wenn  das  erste  und  das 
Mittelglied  gegeben  ist. 

Hltt.-Ut.  AbtUg.  d.  Z«itMhr.  f.  MAth.  a.  Phyt.  XXXYI,  3.  D ig7ized  by  V3  O  O Q  LC 
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Gegebene  Gleichung:  a-b^b-x 

Man  hat  wieder  die  Prodnctengleiohang 

ax  =  b*  und  folglich  x  =  h^:a. 
Beispiel:  4:6  =  6:«,  dann  ist  «  =  36 :  4  =  0. 

III.  8i  trium  nnmeroram  continue  proportionalinm  primi 
ad  secundam  fnerit  proportio  data,  et  primi  ad  tertinm  data 
er  it. 

Proportio  siqaidem  primi  ad  secundam  in  proportionem  secondi  ad 
tertium  facit  proportionem  primi  ad  tertinm ,  in  se  ergo  duota  &cit  eandein. 
Cum  ergo  ipsa  nota  sit,  in  se  dncta  faciet  extremorum  proportionem  datam. 

Verbi  gratia  proportio  primi  ad  secundum  sit  sesqnitertia.  Dncator 
ergo  unnm  et  tertia  in  se,  et  fient  unum  et  dnae  tertiae  et  nona:  primom 
ergo  continebit  tertinm  et  duas  tertias  et  nonam  ipsias. 

m.  Kennt  man  von  drei  Zahlen  in  stetiger  Proportion  das  Yer- 
hältniss  der  ersten  zar  zweiten,  so  ist  auch  das  Verh&ltniss  der  ersten 
zur  dritten  bekannt. 

Gegebene  Gleichungen :  a  •  6  =  6  •  c 

a:b=im. 
Ans  1  ui^  2  folgt  b:c  =:fn.    Multiplicirt  man  also  diese  Gleichung  mit  Gleich- 
ung 2,  so  entsteht  a:c  =  m\ 

Beispiel:  fii  =  l^,  dann  ist  a:e=  11^  =  1}. 

IV.  Trium  nnmeroram  continuae  proportionalitatis  si 
primi  ad  tertinm  fnerit  proportio  data,  et  primi  ad  secundam 
proportio  erit  data. 

Qnia  enim  proportio  primi  ad  secundum  in  se  dncta  facit  proportionem 
primi  ad  tertium,  si  proportionis  primi  ad  tertium  radiz  eztrahatar,  habe- 
bitur  proportio  primi  ad  secundam  data. 

Verbi  gratia  primus  contineat  tertium  bis  et  eins  qnartam,  hoc  est 
novem  quartas,  cuius  radix  est  tres  medietates,  quare  primus  continet 
secundum  semel  et  medietatem. 

IV.  Kennt  man  ebenso  Ton  drei  Zahlen  in  stetiger  Proportion  das 
Verhältniss  der  ersten  zur  dritten,  so  ist  auch  das  der  ersten  inr 
zweiten  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen :  a-b  =  b'c 

a:c  =m. 

Aus  der  Torigen  Nummer  folgt  augenblicklich,  dass 

a:b  =  Vm 
sem  muss. 

Beispiel:  m  =  2^,  dann  ist  a :  6  =  ^^2f  =  14. 

V.  Si  trium  numerornm  continue  proportionalinm  medias 
datus  fnerit,  et  compositus  ex  reliquis,  singuli  eorum  dati 
erunt 
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Sit  a  ad  &  siout  5  ad  c,  sitqne  h  datos  et  ac  datus;  et  qnia,  qnod 
fit  ex  b  in  80,  tantum  est,  qnantnm  quod  ex  a  in  c,  erit,  qaod  ex  a  in  c 
prodacitnr,  datnm,  quare  et  utrumqae  datnm. 

Yerbi  gratia  sit  XII  medios,  et  compositas  ex  extremis  sit  XXVI,  qui 
in  se  dnetus  faciet  DCLXXYI.  ünos  autem  in  alinm  faoiat  CXLIIII,  quo 
qaater  detracto  de  DCLXXVI  remanebit  G,  caias  radix  est  X,  et  ipse  est 
differentia  extremorum.     Erant  ergo  YIII  et  XYIII. 

y.  Ist  in  einer  stetigen  Proportion  das  Mittelglied  und  die 
Summe  der  beiden  äusseren  Glieder  gegeben,  so  kennt  man  auch 
beide  äussere  Glieder  einzeln. 

Gegebene  Gleichungen:  x-h^^b-v 

Aus  1  folgt  xy  ^}j^\  man  kennt  also  die  Snmme  und  das  Product  der  beiden 
äusseren  Glieder,  dieselben  sind  mithin  nach  Buch  I,  m  gegeben. 

Beispiel:  &  =  12,  «  =  26.  Man  findet  in  gewohnter  Weise  x^y^lO,  und  also 
x=  18,  y  =  8. 

VI.  Triam  numerornm  [continue]  proportionalinm  si  com- 
positns  ex  primo  et  tertio  datus  fnerit  ad  medium,  nterque 
ad  illnm  datus  erit. 

Sit  ac  ad  2)  datus,  et  quia  ipsius  ad  5  est  proportio  composita  ex  pro- 
porüone  a  ad  &  et  proportione  c  ad  2»,  cum  sit  proportio  a  ad  &  ad  unum 
sicut  unum  ad  proportionem ,  quae  est  c  ad  2»,  cumque  sit  unum,  quod  est  me- 
dium, datum,  et  compositum  ex  illis  proportionibus  datum,  erunt  utraque  data. 

Yerbi  gratia  compositum  ex  extremis  contineat  medium  bis  et  eins  duo- 
deoimam.  Itaque  duo  et  duodedma  ducantur  in  se  et  fient  IIII  et  quadra- 
ginta  novem  centesimae  quadragesimae  quartae.  Dempto  ergo,  quod  fit  ex 
uno  in  se  quater,  hoc  est  IUI;  remanebnnt  quadraginta  novem  centesimae 
quadragesimae  quartae,  cuius  radix  est  Septem  duodecimae.  Ipsum  si  tol- 
latur  de  duobus  et  duodecima,  relinquentur  unum  et  duae  quartae,  cuius 
medietas  est  tres  quartae,  quare  minor  erit  tres  quartae  medii,  et  medius 
similiter  maioris. 

YI.  Kennt  man  in  einer  stetigen  Proportion  das  Yerhältniss  der 
Summe  der  beiden  Aussenglieder  zum  Mittelgliede,  so  ist  auch  das 
Yerhältniss  jedes  einzelnen  zum  Mittelgliede  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen:  a;  •  6  =  6  •  v 

(«  +  y):6=m. 

X        1 
Es  ist  -i-  =  — »  also  besteht  die  Proportion 
b       y 

^  ^:l=l:y- 

b^     ^'  b 

und   dadurch  ist  in  Yerbindung  mit  Gleichung  2  die  Aufgabe  auf  die  vorige  zu- 

rfickgefOhrt 

Beispiel:    m=^2^.     Man   findet  der   Reihe  nach   (-f'  +  'l-)  =^^>  c^^bo 
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VII.  Tribas  nnmeris  [continne]  proportionalibas  si  alter 
extremornm  faerit  datas,  reliqnasqne  cnm  medio  fecerit  na- 
meram  datam,  quilibet  eorum  datns  erit. 

Sint  proportionales  a,  &,  c,  sitqae  a  datus,  et  &e  faciat  nnmenun 
datum;  ducaturque  a  in  &c  et  fiat  de^  nt  sit  d  ex  dncta  a  in  &,  et  e  ex 
dacta  a  in  c,  itemqae  et  ipse  e  fiet  ex  h  in  se,  qaare  quod  fit  ex  5  in  se 
et  in  Cy  qui  datus  est,  erit  datam:  ipse  ergo  datos. 

Verbi  gratia  alter  extremornm  sit  Villi  et  compositas  ex  reliqnis 
XXVIII.  Ducatur  itaqne  Villi  in  XXVIII,  et  fient  CCLII,  quod  qaater 
sumptum  facit  MVIII ;  quibus  addatur  quadratum  Villi ,  et  fient  MLXXVIIII, 
cuius  radix  est  XXXIII.  Sublato  VUII  remanent  XXIIII,  cuius  dimidinm 
est  XII,  et  ipse  est  medius  trium,  tertiusque  erit  XVI. 

Vn.  Kennt  man  in  einer  stetigen  Proportion  das  erste  Glied  und 
die  Summe  aus  dem  zweiten  und  dritten,  bo  sind  alle  Glieder  einzeln 
bekannt 

Gegebene  Gleichungen: 

aix  =  xiy, 

Es  ist  ax  +  ay  =  a8t  aber  ay  —  a^  nach  1,  folglich  ist  die  Gleichung 

a?  •\'ax=^a8 
nach  Buch  I,  vn  zu  behandeln.    Dadurch  erhält  man  Xy  also  auch  y. 
Beispiel:  a  =  9,  s  =  28.    Die  zu  lösende  Gleichung  wird  hier 

a:*-f-9a?  =  262. 
Aus  ihr  folgt  o;  =r  12,  also  y  =2  16. 

Vin.  Si  alterum  extremornm  cum  medio  ad  reliquum  ex- 
tremornm datum  fuerit,  utrumque  ad  medium  datum  erit. 

üt  sit  a&'ad  c  proportio  data,  atque  ipsa  constat  ex  proportione  a  ad  r 
et  &  ad  c.  '  Sed  proportio  a  ad  c  ad  proportionem  &  ad  c,  sicnt  proportio 
&  ad  0  ad  unum:  per  praemissam  ergo  utraque  earnm  data  erit 

Verbi  gratia  sit  alterum  extremornm  cum  medio  sescuplum  ad  tertiun; 
itaque  sex  quater  sumptum  facit  XXIIII,  cui  addito  uno  fient  XXV,  cains 
radix  V,  de  quo  dematur  unum ,  et  reliqui  dimidium  erunt  dno ,  quare  me- 
dium minori  et  mains  medio  duplum  erit. 

VIII.  Kennt  man  in  einer  stetigen  Proportion  das  Verhältnissder 
Summe  des  ersten  und  zweiten  Gliedes  zum  dritten,  so  sind  die  Ver- 
hältnisse der  beiden  äusseren  Glieder  zum  mittleren  einzeln  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen: 

xiy=:y:c, 
ix'hy):c  ^~  m. 
Nach  Früherem  ist  xic  ^  {y: c)',  also  besteht  die  Proportion 

'  c        c  '  c  ^ 

und  da  nach  Gleichung  2   ^  +  —=zm   bekannt  ist,  so  ist  man  auf  die  vorige 

c       c 
Aufgabe  zurückgekommen. 
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Beispiel:  m  =  6.    Hier  heisst  die  zu  lösende  Gleichang 


Folglich  ist  -^  =  2  und  also  x:y  =2. 


+  ^  =  6. 


IX.  Si  daplu8  medii  cum  uno  [extremorum]  datam  namernro 
fecerit  reliquo  extremorum  existente  dato,  singuli  ipsorum 
dati  erunt. 

üt  si  a  cum  duplo  h  fecerit  numerum  datum,  atque  c  datus  fuerit. 
Ducatur  ergo  c  in  se,  et  fiat  d,  et  in  a,  et  fiet  e,  et  in  b  bis,  et  fiant  f,  g, 
eritqne  totus  defg  datus.  Sed  et  quia  e,  quantum  quod  ex  &  in  se,  erit 
defg^  quod  fit  ex  &o  in  se.  Extraeta  ergo  radice  habebimus  hc  datum, 
et  quia  c  datus,  et  h  atque  a, 

Verbi  gratia  alter  extremorum  sit  dno,  duplumque  medii  cum  reliquo 
faciat  XVI.  Ducatur  ergo  duo  in  se  et  XVI ,  et  fient  XXXVI ,  cuins  radix 
est  VI,  demptoque  binario  remanent  IUI,  et  ipse  medius,  tertius  VIII. 

IX.  Kennt  man  die  Summe  aus  dem  doppelten  Mittelgliede  und 
einem  Aussengliede,  sowie  das  zweite  Auseenglied,  so  sind  die  Glie- 
der einzeln  bekannt. 

Gegebene '  Gleichungen : 

xiy-yxc, 

rc  +  2y  =  «. 
Es  ist  c*  +  c«  -f  2cy  =  c*  +  2cy  +  y*  =  (c  +  y)*  =  c*  +  c«.    Folglich  kennt  man  c  +  y 
—  Vc^  +  cSj  daher  auch  y,  und  somit  auch  x, 

Beispiel:  c  =  2,  «  =  16;  es  ist  c*4-c«  =  36,  folglich  c  +  y=6,  y  =  4,  also 
X  =S. 

X.  Tribus  numeris  [continue]  proportionaliter  sumptis  si 
compositus  ex  omnibus  datus  fuerit,  extremorumque  proportio 
data,  quilibet  eorum  datus  erit. 

Si  enim  extremorum  proportio  fuerit  data,  et  extremi  ad  medium  et 
medii  ad  tertium  erit  proportio  data.  Compositus  ergo  secundum  hoc  pro- 
portionabiliter  diuidatur,  et  habebimus  illos  tres. 

^  Yerbi  gratia  compositus  ex  tribus  sit  XIX,  et  extremorum  alter  alte- 
rum  contineat  bis  et  quartam.  Duornm  ergo  et  quarta  extrahatur  radix, 
et  erit  unum  et  dimidium.  Diuidatur  igitur  XIX  per  tria,  ut  primus  se- 
enndo  sit  sesqualternm  et  secundus  tertio,  et  fient  IUI,  VI,  Villi. 

X.    Kennt  man  in  einer  stetigen  Proportion  die  Summe  der  drei 

Glieder  und  das  Verhältniss  der  beiden  Aussenglieder,  so  sind  alle 

drei  Glieder  einzeln  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen :  ^  .<.._-,.  « 

xiy  —  y  •  •» 

x  +  y'\-z  =  8, 

x:z  =z  m*. 

Nach  Früherem  muss  xzy=im  sein,  ebenso  yig^m;  man  hat  also  8  nur  nach 
dem    Verhältnisse  von  x:y:z  zu  theilen,  um  die  Aufgabe  zu  lösen. 

JBeispid:  a  =  19,   m*  =  2J-,    dann  ist  m  =  l},    und   es   verhält  sich   xiyig 
=  2*  :  li :  1 ,  also  ist  a;  =  9,  y  =  6,  xr  =:  4.  ^,g„^g,  .^  GoOOle 
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XL  Si  compositus  ex  tribas  nnmeris  [continue]  proportio- 
nalibns  fuerit  datus,  atque  extremorum  differentia  data,  ipsi 
etiam  dati  erant. 

Data  autem  di£fereiitia  aufferatur  et  item  addatar  composito  et  prooe- 
nient  data:  duplum  minoris  trium  cum  medio,  itemque  daplum  maioriscum 
medio.  ünumque  in  alteram  ducatar,  et  qaia,  qaod  ex  dnplo  minoris  in 
daplum  maioris  ducitur,  est,  quantum  quod  ex  medio  in  se  quaier,  erit, 
quod  producitur,  quantum  quod  ex  medio  in  aß  ter  et  in  compositum  bis 
datum,  quare  quod  fit  ex  medio  in  se  et  in  duas  tertias  compositi  datam 
erit,  Gumque  tertia  sie  data  erit,  medium  datum^  et  sie  extrema. 

Verbi  gratia  compositus  ex  tribus  sit  XXXVIII,  differentia  extremo- 
rum X;  quo  detracto  de  XXXVIII  et  tunc  addito  fient  XXVIII  et  XLVIII, 
unoque  in  alterum  ducto  fient  MCCCXLIIII,  cuius  tertia  CGCCXLVIII. 
Hio  quadruplicetur,  et  erunt  MDGCCXCII,  cui  addatur  quadratum  dnanim 
tertiamm  XXXVIII,  hoc  est  XXV  et  tertia,  et  fient  IICCCCXXXIII  et 
duae  tertiae  et  nona,  cuius  radix  est  XLIX  et  tertia;  de  quo  ablatis  XXV 
et  tertia  reliqui  medietas  est  XII,  et  ipse  est  medius,  compositusqne  ex 
reliquis  XXVI ,  quare  unus  VIII  et  alter  XVIII^. 

XI.  Ebenso,  wenn  statt  des  VerhältnisseB  der  beiden  Anssen- 
glieder  die  Differenz  derselben  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen :  x'v  =  V'e 

x-e  =  d. 
Man  findet  2£f  +  y  =  »— d;  2ir  +  y  =  «+tZ,  und  folglich 
4ä5  + 2(ic +  5)y +  y*  =«•  -  ^*. 
Es  ist  aber  Axg  =  4i/*,  also  ist  auch  dy*  +  %y(x  +  y  + 1^)  =  s*  ^  c{*,  folglich  hat  man 
folgende  Gleichung  zu  lösen:  ^ 

aus  ihr  folgt  y,  und  dann  aus  den  beiden  Gleichungen 

xg  =  t/*,  a?  —  5  =  d 
die  beiden  anderen  Glieder. 

Beispiel:  «  =  88,  (2  =  10.    Die  Gleichung  heisst  hier 
y«  +  25iy=448. 
Aus  ihr  folgt  y  =  12,  und  x  and  z  müssen  daher  aus  den  Gleichunc^ 

x  —  e=  10,  x.B  =:  144 
gefunden  werden,  welche  schon  oben  gelöst  sind.    Es  ist  dann  d;=:18,  «  =  8. 

XII.  Tribus  numeris  [continue]  proportionaliter  snmptis 
si  compositus  ex  duobus  extremis,  itemque  compositus  ex  mi- 
nimo  extremorum  et  medio  dati  fuerint,  omnes  eos  datos  esse 
conueniet. 

Sint  tres  numeri  proportionales  a,  &,  r,  maximus  a,  sintque  dati  ac 
et  &c,  medietasque  differentiae  a  ad  o  sit  d.  Manifestumque,  quod  cd  est 
medietas  ac.  quadratum  itemque  cd  est  velut  quadratum  h  et  quadratam  d, 
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qaia  quadratnin  cd  est  velat  qaadratum  d  et  qnod  fit  ez  d  in  c  et  cd  in  c. 
Sed  cd  cum  d  facit  a,  atqne  a  in  c  Telut  h  in  ee.  Et  quia  hc  notnm  est, 
et  cd  datnm,  erit  differentia  eoram  data,  qnae  est  differentia  d  ad  ft,  quare, 
com  qaadrata  eomm  data«  compositns  ex  eis  et  nterqne  datas  erit,  cumque 
sie  h  datus,  et  ac  erit  et  a  et  c  datas. 

Yerbi  gratia  compositas  ex  maximo  et  minimo  sit  XXXnil,  et  ex  me- 
dio  et  minimo  sit  XXIIII,  atqne  medietas  XXXIIII  et  XVII,  cnius  qna- 
dratom  est  CC  et  LXXXIX,  et  ipsam  constat  ex  qnadratis  medii  et  dimi- 
diae  differentiae  extremomm,  qnornm  etiam  differentia  est  VII.  Quadrate 
igitnr  VII,  hoc  est  XLIX,  snblato  de  CCLXXXIX  remanebunt  CCXL,  qni 
cam  aliis  inncti  facient  DXXIX,  coins  radix  XXIII,  de  quo  ablato  VII 
reliquoque  dimidiato  fient  VIII,  et  residunm  de  XXIII  erit  XV,  qai  est 
medios,  et  sie  duo  extremi  prouenient  Villi  et  XXV. 

Xn.  Desgleichen,  wenn  die  Summe  der  beiden  äusseren  Glieder 

und  die  des  Mittelgliedes  und  des  dritten  gegeben  sind. 

Gegebene  Gleichungen:  /^  .-.  —  **.  ^ 

ic  •  y  —  y  •  ^1 

y  +  0  =  «,. 
Es  ist,  wenn  x  —  e  =  2t  gesetzt  wird,  «;  +  ^  =  |si ;  ee  ist  femer 

(5  +  f)«  =  jB*  +  «(a;-if)  +  |(a;-«)»  =  (a;-j5  +  5);p  +  ««=a?£r  +  <«=y*  +  <*. 
Es  ist  femer  y  — ^='St  — ^Si,  und  man  kann  also  y  und  t,  also  auch  d;  —  i0  finden, 
und  folglich  auch  x  und  g  einzeln. 

Beitel:  Sj  =  84,  89  «  24;  man  findet  also 

y«  +  <*  =  28ö,  y-«  =  7  und  hieraus  *  =  8,  y  =  16, 
und  aus  den  beiden  Gleichungen  x-^g^M^  a;  — 5=16  folgt  endlich  d;=:2ö,  g:=9, 

Xni.  Si  uero  compositus  ex  duobus  extremis  itemque  ex 
maximo  et  medio  dati  fuerint,  terminos  proportionales  dupli- 
citer  assignari  contingit. 

üt  si  ac  ei  ah  sint  dati,  possibile  erit  dupliciter  sumi  a,  b,  c.  Este 
enim  qnod  d  sit  medietas  differentiae  portionum  a,  c^  quae  sit  e  maior  et 
f  minor,  semper  enim  ac  maior  doplo  h:  dico  ergo  quod  d  proportionalis 
erit  inter  c  et  fy  atqne  cd  quantum  fb.  Quia  enim  fh  est  medietas  ae, 
erit  qaadratum  eins  quantum  quadratnm  h  et  d]  remanet  ergo  quadratum  d, 
quantum  quod  fit  ex  h  in  f  bis  et  f  in  /*,  et  quia  P>  et  item  eh  sunt  ut  c, 
erit  qaadratum  d,  quod  fit  ex  c  in  f^  quare  d  inter  c  et  f.  Sed  et  cd  con- 
stat ex  dimidio  ac  et  5  et  d,  et  a&  simili  modo  aequalia,  ergo  sint  data, 
cum  erunt  d,  et  h.  Cum  enim  ah  datum  atqne  dimidium  datum,  erit  db; 
sed  quadrata  eorum  data,  utrumque  ergo  datum,  ob  hoc  etiam  et  e  ei  f 
atque  a  et  e  data  eruni 

Verbi  gratia  compositum  ex  maximo  et  medio  sit  XXVIII  et  ex  maximo 
et  minimo  XXV.  Dimidinm  autem  XXV  est  XII  et  dimidium,  cuius  qua- 
dratum est  CLVI  et  quarta.  Eiusdem  differentia  ad  XXVIII  est  XV  et  dimi- 
dium; huins  quadratum  est  CCXL  et  quarta,  de  quo  tollatur  CLVI  et  quarta     , 
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et  relinquentur  LXXXIIII,  cuius  ad  CLVI  et  qaartam  differentia  est  LXXII 
et  qnarta,  cuins  radix  VIII  et  dimidinm;  quo  dempto  de  XV  et  dimidio 
et  reliquo  mediato  exibunt  tria  et  dimidinm,  quod  cum  XII  facit  ipBom: 
igitnr  tarn  XII,  quam  tria  et  dimidium  potest  esse  medium.  Et  si  faerit 
XII,  erunt  eztrema  XVI  et  Villi;  si  tria  et  dimidium,  erunt  eztrema 
XXIIII  et  dimidium  mains  et  dimidium  tantum  erit  minimum« 

XÜI.  Desgleichen  in  doppelter  Weise,  wenn  die  Summe  der  beiden 
AuBsenglieder  und  die  des  grÖBseren  AussengliedeB  und  dcB  Mittel- 
gliedes bekannt  sind. 

Gegebene  Gleichungen :  xiy^y.e^ 

Setzt  man,  wie  vorher,  x-^g  =  2t,  so  ist  g  +  t  =  \8i  und  y*  + 1*  =  J^«i';  diesmal 
ist  aber        «,-4«^  =  a:  +  y- j5-*  =  «-5  +  y-*  =  2*  +  y-*  =  y  +  *. 
Eb  ist  alflo  y*  +  <*  =  i-«i'  und  y  +  ^  =  ^  —  ^Sf  bekannt,  also  wieder  y  und  t  einzeLo, 
also  auch  x  —  z  und  daher  auch  x  and  «. 

Beispiel:  «,=26,  «,  =  28;  es  ist  J«i*  =  156t,  St-4«i  =  154,  folglich  tyt 
=  (154)«  -  ^^i  =  84  und  folglich  (y  -  *)»  =  721-,  also  y  -  «  =  +  84.  y  ist  daher  ent- 
weder 12  oder  34  und  entsprechend  t  =  34  oder  12,  alBO  x  —  e  entweder  7  oder  24, 
also  X  entweder  16  oder  24^,  und  je;  entweder  9  oder  J.  Die  Proportion  ist  abo 
entweder  jg .  12  =  12 : 9,  oder  244 :  34  =  3i :  4. 

XIV.  Si  fuerint  quatuor  numeri  proportionales,  fuerintqne 
primus  et  quartus  dati  atque  compositus  ex  secundo  ettertio, 
omnes  quoque  dati  erunt. 

Quia  enim  primus  et  quartus  dati,  et  quod  fit  ex  primo  in  quartom, 
quantum  quod  ex  tertio  in  secundum,  erit,  quod  ex  tertio  in  secnndum 
producitur,  datum,  et  cum  compositus  ex  ipsis  datus  sit,  utrumque  eomm 
datus  erit. 

Verbi  gratia  primus  XV,  quartus  VI,  compositus  ex  secundo  et  tertio 
XIX.  Ducatur  ergo  XV  in  VI ,  et  erunt  XC.  Sed  et  quadratum  XIX  est 
CCCLXI,  de  quo  tollatur  quater  XC,  et  remanebit  unum,  cuius  radix  est 
unum,  et  ipsum  est  differentia  tertii  et  secundi,  quare  ipsi  erunt  X  et  Villi, 
sed  non  est  distinctio,  quod  sit  tertium,  quod  secundum. 

XIV.  Kennt  man  in  einer  Proportion  die  beiden  änsBeren  Glieder 
und  die  Summe  der  beiden  inneren,  so  sind  beide  auch  einseln  ge- 
geben. 

(begebene  Gleichungen:         a:x  =  y:df 

x  +  y=8. 
Aus  1  folgt  xy  =  ad,   man  kennt  also  Summe  und  Product  der  beiden  inneren 
Glieder,  daher  nach  Buch  I ,  in  beide  einsein. 

Beispiel:  a  =  15,  d-Q,  «  =  19;  es  ist  xy  =  90  und  folglich  (Ä-y)*  =  l»' 
—  4.90=1,  a;-y  =  Hhi,  also  ist  a?=10  oder  9  und  y=9  oder  10,  also  auch  hier 
eine  doppelte  Lösung. 

XV.  Primo  autem  et  quarto  dato  si  differentia  secundi  et 
tertii  data  fuerit,  uterque  eorum  datus  erit. 
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Eadem  enim  de  caasa,  qua  et  prius,  quod  fit  ex  secundo  in  tertiam 
datam  eht,  cum  ergo  eit  eornm  differentia  data,  consequitnr  eos  datos  esse* 

Verbi  gratia  primus  XII,  qnartus  III,  differentia  secnndi  et  tertii 
qninque.  Itaqne  ex  ductu  XII  in  tria  fiont  XXXVI ,  quod  qnater  sumptum 
cam  qnadrato  V  faciet  CLXIX,  cuins  radix  est  XIII,  de  qno  dempto  V 
reliqui  medietas  erit  IUI ,  qai  est  unas ,  et  reliqnas  IX ,  sed  erit  indistinctio, 
qais  tertios,  qnis  secnndns. 

XV.  Desgleichen,  sobald  nicht  die  Summe,  sondern  die  Differenz 
der  Innenglieder  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichangen:  a^x  —  vd 

x-y-p. 
Hier  kennt  man  xy=sad  und  x-^yzzp,  also  nach  Buch  I,  lY  x  nnd  y  einzeln. 
BeMpid:  a  =  12,  t2  =  8,  i>=:5;  man  findet  leicht  o;  =  9,  y  =r4. 

XVI.  Si  item  primus  et  quartus  dati  fuerint,  et  proportio 
secnndi  ad  tertium  data,  quilibet  eorum  datus  erit. 

Si  enim  dati  sunt  primus  et  qnartus,  erit  eorum  proportio  data,  quae 
constat  ex  proportione  primi  ad  tertium  et  tertii  ad  secundum  et  secundi 
ad  quartum.  Sed  cum  proportio  tertii  ad  secundum  data  sit  dinisa  per 
ipsum  proportionem  primi  ad  quartum ,  data  erit  et  composita  ex  proportione 
primi  ad  tertium  et  secundi  ad  quartum.  Totius  ergo  radix  extrabatur  et 
habebitur  proportio  primi  ad  tertium,  quare  tertium  datnm;  sed  et  proportio 
secundi  ad  quartum,  et  ab  boc  secundum  datum. 

Verbi  gratia  primum  sit  XVIII,  quartum  duo,  secundum  quadruplum 
tertio.  Sed  XVIII  continet  duo  nouies,  itaque  neuem  diuidantur  per  quar- 
tam  et  exibunt  XXXVI,  cuius  radix  extrabatur,  et  erit  VI.  Primum  ergo 
continebit  sexies  tertium,  erit  ergo  tertius  tres,  et  secundus  sexies  duo,  et 
ipse  secundum  hoc  erit  Xll. 

XVI.  Ebenso,  wenn  das  Verhältniss  der  beiden  Innengiieder  be- 
kannt ist. 

Gegebene  Gleichungen: 

Eb  ist 


-         ,     X      a 
oder,  oa  -^=  — i 


a: 

X  - 

■y- 

d, 

X 

'V- 

=i>. 

a 

d  " 

a 

X 

X 

"d 

(aY_/a;Y__  *    ^     ^ 
7/  -\dJ  "-"d  •  y"  d'^' 


also  ist  — =  ^  bekannt,  und  folglich  x  und  y. 

/aV  18  a; 

Beispiel:   a  -  18,  d  =  2,  !>  =4;   dann  ist  {^—J  =  9.4  =  36,   also  —  =  6,  y  =  6, 

d.  h.  a;  =  12,  y  =  3.  ^  ^ 

XVII.  Si  fuerint  quatuor  numeri  proportionales,  primusque 
et  quartus  dati,  fueritque  compositus  ex  primo  et  secundo  ad 
tertium  datus,  singulos  eorum  datos  esse  conueniet.        ^  , 
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Siut  proportionaleB  nnmeri  a^  hy  Cj  d,  datiqae  sint  a  et  d,  et  ab  ad 
c  datus.  Et  qnia  proportio  ah  ad  e  constat  ex  proportione  a&  ad  a  et  a 
ad  c,  sed  proportio  a2»  ad  a  est  nt  proportio  2»  ad  a  et  nnum,  erit,  ut 
proportio  a  ad  c  dacta  in  proportionem  &  ad  a  et  anam  faciat  proportionem 
a&  ad  c.  Sed  proportio  a  ad  c  dacta  in  proportionem  c  ad  d  facit  pro- 
portionem a  ad  d;  sicut  igitnr  proportio  a  ad  d  ad  proportionem  a&  ad  cita 
proportio  c  ad  d  ad  proportionem  ft  ad  a  et  ad  unum.  Sed  qnia  proportio  c 
ad  d  ad  nnnm  sicnt  nnnm  ad  proportionem  &  ad  a,  ntmmqne  ad  medium 
datum  esse  conseqnitnr,  quare  utraqae  data,  et  sie  h  ei  c  data  enmt. 

Yerbi  gratia  primum  sit  XVI,  quartnm  tria,  atqne  primns  et  seomdiis 
qaadmplnm  sit  tertio.  Cumque  sit  XVI  continens  III  quinqnies  et  eins 
tertiam,  V  et  tertia  continebnnt  Uli  et  eornm  qnartam  et  dnodeeimam. 
Itaqne  tres  qnartae  qnater  snnt  tria,  quibns  addator  nnnm,  et  fient  Uli, 
cnins  radiz  est  duo,  de  quo  snbtracto  nno  et  reliqno  mediato  proneniet 
medietas  unins.  Secundns  ergo  medietas  XVI,  et  est  VIII,  tertins  duplns 
tribus ,  et  est  VI.  Aliter  snmatur  qnarta  XVI ,  quae  est  IIII ,  sicnt  tertius 
est  primi  et  secundi,  et  ducatnr  III  in  IIII,  et  fient  XII,  cuius  qnadmplam 
addito  quadrato  IIII  faciet  LXIIII,  cuins  radix  VIII;  de  quo  demptis  Uli 
et  reliqno  mediato  fient  duo,  quae  cum  IIII  facient  VI,  et  ipse  est  tertiiu, 
secundus  VIIL 

XVII.  Desgleiofaen,  wenn  ausser  den  beiden  Aussengliedern  dai 
Verhältnies  der  Summe  des  ersten  und  zweiten  Gliedes  zum  dritten 
gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen:  a'X  —  vd 

(a  +  a;):y  =  fn. 


Es  ist 
femer  ist 
das  heisst 
Es  ist  aber  auch 


a  +  a?     a  +  Ä    a      (x     A    a 
y  a       y      \a       /    y 

d      y     d  y     d     y  \a       /      d    \a       / 

a  y   (X   .  ^\ 

«   y  -, 


man  kennt  also  ans  den  beiden  letzten  Gleichungen  sowohl  —  ^^  ^*  ^'^^  ^^^ 
auch  X  und  y. 

Beispiel:  a  =  16,  d  ^  8,  m  =^  4;  dann  hat  man  also 

}:(-J  +  .)  =  5i:*=liT«,  =  li  und  ?-  =  l  =  f ' 

Man  erhält  also  für  —  die  Gleichung 

(£)V|M.*.(.i)%<«f).s. 

X  V 

also  ist  —  =  4 ,  4^  =  2  und  folglich  rc  =  8,  y  =  6. 
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Oder  man  erhält  für  ^  die  Gleichung: 

daraus  folgt  dann 

^  =  6,    |-  =  2,    y  =  6,    x=%. 

XVIIL  Qnatuor  numeris  proportionalibus  si  compositus  ex 
primo  et  seeundo,  itemque  ex  tertio  et  quarto  dati  fuerint, 
primusque  ad  quartam  datus,  singulos  eorum  datos  esse  ne- 
cesse  est. 

Cum  enim  compositi  dati  sunt  et  proportio  eonim  data;  sed  quite  pro- 
portio  compositi  ex  primo  et  secundo  ad  compositum  ex  tertio  et  quarto, 
ea  primi  ad  tertium,  ergo  haec  data.  Gumque  primi  ad  quartum  data,  erit 
primi  ad  compositum  ex  tertio  et  quarto  data.  Datum  ergo  primnm,  sicque 
tertium,  sicque  secundum  et  quartum. 

Verbi  gratia  compositum  ex  primo  et  secundo  XXV  et  ex  tertio  et 
quarto  X,  sed  et  quartus  sit  quatuor  quintaedecimae  primi;  cumque  sit  X 
duae  quintae  XXV,  erunt  quartus  et  tertius  decem  vigesimae  quintae  primi, 
cumque  tertius  et  quartus  sit  X,  erit  primus  XV,  secundus  X,  tertius  VI, 
quartus  IUI. 

XVni.  Kennt  man  ebenso  in  einer  Proportion  die  Summe  der  Vor- 
derglieder, die  der  Hinterglieder  und  das  Verhältniss  der  beiden 
Anssenglieder,  so  sind  sämmtliche  Glieder  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen:  '^^g.^ 

X  =  <«. 
Es  Terhält  sich 

(«  +  y):(«  +  t?)  =  rc:if,  d.  b.  8^:8^  =  xie^ 
also  ist 

—  =8-3.  ond  —  =  -T-» 

,  ,  ,  X       8i  X        t 

daher  auch 

e+v  __8t  1  _  g, 

X    ""  «1      t  "  x' 
Hieraus  ist  x  gegeben,  also  auch  y,  e  und  v. 

Beispiel:  i,  =  26,  «,  =  10,  *  =  U;  dann  ist  ^  =  W,  4"  =  A»  »!«<>  V  =  +*' 
d.  h.  x  — 16,  und  folglich  y  =  10,  t?  =  4,  0  =  6. 

XIX.  Si  vero  compositus  ex  primo  et  quarto  atque  ex  se- 
cundo et  tertio  dati  fuerint,  et  proportio  primi  ad  tertium 
data,  quilibet  eorum  datus  erit 

üt  sit  ad  atque  hc  dati,  itemque  proportio  a  ad  c  data.  Erit  ergo 
proportio  a  2»  ad  cd  data,  cumque  totus  ah  cd  datus,  erunt  ah  ei  cd  dati. 
Differentia  ergo  h  ad  d  data  atque  differentia  a  ad  c.  Sed  quae  proportio 
differentiae  a  ad  e  ad  differentiam  5  ad  (2,  ea  est  proportio  ac  ad  (2&,  toto 
ergo  ah  cd  dato,  dati  erunt  ac  et  hd,  cumque  di£ferentiae  a  ad  c  et  &  ad  d 
data  sint,  eos  omnes  datos  esse  consequitur. 
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Verbi  gratia  sit  primas  cum  quarto  XVI,  secundns  cum  teriio  XUÜ, 
atque  primus  sesqnialter  tertio.  luncto  igitur  uno  cum  uno  et  dimidio  erit 
compositus  ex  omnibns,  hoc  est  XXX,  ad  compositum  ex  tertio  et  quarto 
duplus  sesquialter,  ipse  ergo  erit  XIL  Sed  quartns  cum  primo  erat  TVl^ 
ergo  primus  superat  tertium  IUI,  ergo  quartum  est  dimidinm  tertü,  ipse 
ergo  erit  VIII,  et  primus  XII,  secundus  VI,  qnartus  Illl. 

XIX.  Desgleichen,  wenn  die  Summen  der  Aussen-  und  der  Innen- 
glieder, sowie  das  Verhältniss  des  ersten  Gliedes  zum  dritten  be- 
kannt sind. 

Gegebene  Gleichungen :  ^ .  ^  _.  ^ . ,, 

05  +  «  =  «!,      y+0  =  8ty 
X  =  t0, 

Es  verhält  sich  wieder  {x-^-y) :  (z  +  v)  ^  x : g,  also  hat  man  die  Gleichung  x+y 
+  j5-ff7  =  s,-fs^,  - — ^=t     Daraus  kann  man   a;-fy  =  l,  e  +  v  =  ß  bestimmen. 

z  '^  V 
Also  ist  auch 

Es  ist  aber 

(a;-jf):(y-ü)  =  (a;  +  jj):(y-f  «), 

also  kennt  man ,  da  wieder  a;-fy-fiff  +  v  =  Si  +  Sk  ist, 

hat  also  jetzt  alle  Grössen  einzeln. 

Beispiel:  Si  =  16,  s,  =  14,  <  =  J;  man  findet  leicht  a;=12,  y  =  6,  «  =  8,  «  =  4. 

XX.  Si  fuerint  quatuor  numeri  propoi^tionales,  totoque  ex 
Omnibus  composito  dato  fuerint  differentiae  primi  ad  secnn- 
dum  et  tertii  ad  quartum  datae,  bmnes  eos  datos  esse  demon- 
strabitur. 

Si  enim  differentiae  primi  ad  secundum  et  tertii  ad  quartum  datae 
fuerint,  erit  differentia  primi  et  tertii  ad  secundum  et  quartum  data,  qnare 
cum  compositus  ex  Omnibus  datus  sit,  uterque  eorum  datus  erit  Sed 
unius  ad  alium  proportio  ea  primi  ad  secundum  et  tertii  ad  quartum,  pri- 
mas ergo  ad  secundum  et  tertius  ad  quartum  est  datus.  Primus  igitur  et 
tertius  ad  differentias  suas  ad  illos  dati  erunt,  cumqne  sint  differentiae 
datae  et  ipsae,  erunt  dati  et  reliqui. 

Verbi  gratia  compositus  ex  omnibus  sit  XXXV,  et  differentia  primi  ad 
secundum  V  et  tertii  ad  quartum  duo.  Primi  ergo  et  tertii  differentia  ad 
secundum  et  quartum  erit  VII,  quo  subtracto  de  XXXV  residui  medietas 
erit  Xlin,  qui  componitur  ex  secundo  et  quarto;  compositusque  ex  primo 
et  tertio  XXI,  qui  cum  sit  triplus  ad  VII,  quae  est  differentia  ipsias  ad 
XIIU,  erit  primus  triplus  ad  V  et  tertius  ad  duo,  quae  sunt  differentiae 
ipsorum  ad  secundum  et  quartum:  primus  ergo  XV,  secundus  X,  tertius  VI, 
quartus  IIII. 

XX.  Desgleichen,  wenn  die  Summe  aller  vier  Glieder  und  die 
Differenzen  des  ersten  und  zweiten  und  des  dritten  und  vierten  Glie- 
des gegeben  sind. 
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Gegebene  Gleichungea: 

x  —  y  =  dit    z-'V  =  df, 
Man  bat 

kennt  also   ans  dieser  Gleicbung  und  der   gegebenen  zweiten  x-^z  und  y  +  z 
einzeln.    Nan  ist  aber 

x:y  =  (X'^z):{y  +  v)  =  z:v, 

folglich  kennt  man  aach  {x  —  y) :  x  and  (£?  —  o) :  ir,  also,  da  die  Differenzen  gegeben 
sind,  X  und  z,  folglich  auch  y  und  v. 

Beispiel:  «  =  85,  c^i  =  5,  d^  =  2;  man  hat  also 

■     (x-\-z)-(yhv)  =  7 
und  daner 

a;  +  5  =  21,   y  +  t?  =  U. 
Es  verhält  sich  also 

a;:y=21:14  =  3:2, 
folglich  auch 

x:{x  —  y)  =3:1   und^ ebenso  z:{z  — v)  =  Sil. 

Man  erhält  so  x  =  15,  5  =  6,  und  daher  y  =  10,  o  =  4. 

XXL  Qaataor  nameris  proportionaliter  dispositis  et  com- 
poeito  ex  omnibus  dato  si  differentiae  primi  ad  quartum  et 
secnndi  ad  tertium  datae  fnerint,  singnlos  eorum  datos  esse 
consequitur. 

Composito  ex  a,  5,  c,  d  dato  sit  e  differentia  a  ad  d,  et  /(  differentia 
2»  ad  c  data,  posito  qnod  sit  a  maximus  et  h  maior  e,  Qnia  igitur  differen- 
tiaaad&et&adcetcadd,  sidee  toUatar  A,  remanebit  differentia  a 
ad  h  cum  differentia  c  ad  d  faciens  quiddam  datum,  quod  erit  differentia 
ac  Vkd  hd  data,  cumque  totus  ah  cd  sit  datus,  emnt  ac  et  &d[  dati.  Quia 
igitur  differentia  a  ad  c  constat  ex  differentia  a  bä  b  ei  h^  itemque  diffe- 
rentia 5  ad  d  ex  A  et  differentia  c  ad  d  (sed  haec  quatuor  differentiae  sunt 
ut  e  et  A),  erit  e  cum  h  differentia  ah  ad  cd  data,  quare  et  ah  et  cd 
data.  Sed  quae  proportio  ah  2kd  cdy  ea  est  a  ad  c  et  &  ad  d,  quare  haec 
data,  cumque  sint  ac  et  hd  dati,  erunt  a  et  c,  similiter  &  et  dl  dati. 

Verbi  gratia  sit  compositus  ex  omnibus  XLV,  differentiaque  primi  ad 
quartum  VII  et  secundi  ad  tertium  duo.  Demptis  ergo  duobus  de  VQ 
remanent  V,  quibus  detractis  de  XLV  reliqui  medietas  erit  XX,  et  ipse 
componitur  ex  secundo  et  quarto,  primusque  et  tertius  erunt  XXV.  Item 
iuncto  VII  cum  duobus  faciunt  IX,  quibus  demptis  de  XLV  residui  dimi- 
dium  erit  XVIII,  qui  constat  ex  tertio  et  quarto,  et  XXVII  ex  primo  et 
secundo.  Et  quia  XXV  addit  super  XX  eins  quartam,  primae  continebit 
secondum  et  eius  quartam.  Itaque  XXVII  continet  secundum  bis  et  eins 
quartam ,  ipse  ergo  erit  XII ,  et  primus  XV,  sicque  tertius  X ,  et  quartus  VIII. 

XXL  Desgleichen,  wenn  ausser  der  Summe  aller  vier  Glieder  die 
Differenz  des  ersten  und  vierten  und  die  des  zweiten  und  dritten 
gegeben  sind.  ^  t 
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Gegebene  Gleichungen:  ^  .*,_-.  ^ 

«c  ■  y  —  jp  ■  Vj 

x  +  y-^z  +  v  =  «, 

x-v=:e,   y  —  z^h,     " 

J.   setzt  voraus,   dass  x^y>z>v  ist.     Zunächst  ist  e  —  ä  =  (ä - y)  +  (« - c) 

=  (x  + ;?)  —  (2/  + 1?) ,  also  folgt  aus  Gleichung  2,  dass  x-\-z  und  y-k-v  gegeb^  nnd. 

Ebenso  ist  e-\-h  —  {x  +  y)  —  {Z'^v)y  also  wiederum  auch  x-\-y  nnd  z-^v  gegeben, 

aber  xiz^yiv  ^(X'^y):{Z'\-v)^  also  ist,  da  x  +  fi  und  y  +  v  schon  gefimdeD 

sind,  a;  und  0,  sowie  1/  und  v  gefanden. 

Beispiel:  8  =  46,   e  =  7,  ^  =  2;   da  e  —  h  =  h  ist,  so  erhält  man  ^+«  =  20, 

0^  +  4^  =  26.    Da  femer  e  +  /'=9,  so  erhält  man  «  + 1' =  18,  «  +  y  =  27.    Nun  Ter- 

hält  sich  (a;  +  ;f):(y  +  v)  =  6:4,  also  ist  a;  =  ljy  =  27,  also  a;  +  y  =  2Jy  =  27j  dss 

heisst  y  =  12,  o;  =  15,  je;  =  10,  t;  =  8. 

XXII.  Si  tres  nameri  [continne]  proportionales  tribnsaliis 
continne  proportionalibus  comparantur,  primique  ad  primam, 
atque  tertii  ad  tertinm  fnerit  proportio  data,  medins  qncqne 
ad  medium  datus  erit 

Ut  si  a  ad  &  sicut  &  ad  c,  itemque  d  2Ä  e  sicut  e  ad  /*,  sitqne  pro- 
portio a  ad  e2  et  c  ad  f  data:  erit  et  &  ad  e  proportio  data.  Continnentnr 
enim  proportio  a  ad  d  et  proportio  c  ad  /*,  et  composito  extrahator  radii, 
et  ipsa  erit  proportio  5  ad  e. 

Yerbi  gratia  primus  contineat  primum  et  eins  octauam,  tertins  sit 
dupluB  tertio.  Ducantur  ergo  duo  in  unum  et  octauam,  et  fient  dno  et 
duo  octauae,  quod  erit  denominatio  proportionis  compositae,  si  continnentar. 
Eins  extrahatur  radix  et  prouenient  duodecim  octauae,  hoc  est  unum  et 
dimidium.  Itaque  medium  continet  medium  semel  et  eins  medietatem.  Pro- 
portio enim  ex  proportionibus  extremorum  continuata  est  tamquam  proportio 
mediorum  duplicata. 

XXn.  Kennt  man  in  zwei  stetigen  Proportionen  das  YerhftltDiss 
des  ersten  Gliedes  zum  ersten  und  das  des  letzten  zum  letzten,  soist 
auch  das  Yerhältniss  der  beiden  Mittelglieder  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen :  a'h  =  h'c 

die^eif, 

a:d=:1lli,    C:/*=l»t. 


ac       6* 


Man  findet  mityit  =  ^  =  3'  1  also  h\e-=  Ym^mt. 

Beispiel:  mi  =  1^,  fi»!  =  2;  man  findet 

mifiit->2|,  also  hie  —  l\, 

XXIII.  Si  quotlibet  numeri  continue  proportionales  totidem 
alÜB  continue  proportionalibus  comparantur,  fuerintque  primi 
ad  primum,  secundi  ad  secundum  proportiones  daiae,  reliqno- 
rum  ad  reliquos  per  ordinem  proportiones  datas  esse  conueniei 

Quae  enim  differentia  proportionis  prinü  ad  primum  ad  proportionem 
secundi  ad  secundum,  ea  erit  proportionis  prinu  ad  secundum  ad  propor- 
tionem primi  ad  secundum,  ea  etiam  proportionis  secundi  ad  tertiom  sd 
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proportionem  secundi  ad  tertium ,  et  ita  per  ordinem.  Sed  quae  differentia 
proportionis  secundi  ad  tertium  ad  proportionem  secundi  ad  tertium,  ^ 
proportionis  secundi  ad  secundum  ad  proportionem  tertii  ad  tertium,  quare 
continue,  quae  differentia  proportionis  primi  ad  primum  ad  proportionem 
secundi  ad  secundum,  ea  proportionis  secundi  ad  secundum  ad  proportionem 
tertii  ad  tertium  similiter  in  addendo  et  diminuendo  et  ista  ad  extremes. 
IHa  ergo  differentia  continue  dempta  relinquetur  reliquorum  ad  inuicem 
proportio. 

Verbi  gratia  quatuor  comparantur  ad  quatuor.  Primum  continet  pri- 
mom  et  eins  tertiam,  secundus  est  secundo  aequalis.  Itaque  per  unum,  a 
qao  denominatur  aequalitas,  diuidatur  unum  et  tertia,  et  exibunt  unum  et 
tertia,  et  per  unum  et  tertiam  diuidatur  unum,  et  exibunt  tres  quartae. 
Tertius  ergo  tertii  erit  tres  quartae;  atqne  tres  quartae  diuidäntnr  per 
imnm  et  tertiam,  et  exibunt  novem  sextae  decimae,  quartus  ergo  quarti 
erit  novem  seztaedeoimae. 

XXIIl.  Wenn  eine  beliebige  Anzahl  stetig  proportionirter  Zahlen 
mit  einer  ebensolchen  Anzahl  anderer  stetig  proportionirter  Zahlen 
Terglichen  werden,  und  man  kennt  das  Verhältniss  der  ersten  zur 
ersten  und  der  zweiten  Zahl  zur  zweiten,  so  ist  das  Verhältniss  je 
zweier  entsprechender  Zahlen  gegeben. 
Gegebene  Gleichungen: 

a:b  =  6:c  =  c:d  =  d:c=--t 
O] :  &|  ^  5i :  C|  =  C] :  (2f  =  (2| :  6|  =  •  •  • « 
a  b 

Es  ist  der  Reihe  nach  ^  ' 

ah       aoi       b     h       b     c        ,    b     bt      e    Ci       cd 

— :  1- =  "t- J -iT  =  — •  —  ==  T"* —  'IM   — •  —  =rr'^  =  — •  j~  u.  B.  w., 

a,    o^       o    Ol      c    Ci       0|    C|  c    Ci       a    (*%      C]    a, 

also  die  Aufgabe  gelöst  Hierbei  muss  man  sich  erinnern,  dass  proportionem  a 
proporHoni  subtrahere  im  Mittelalter  bedeutet  das  erste  Verhältniss  durch  das 
zweite  dividiren,  während  proportiorem  proportioni  addere  die  Multiplication  der 
Verhältnisse  andeutet.  Man  sehe  den  Älfforismus  proportionum  des  Nicole 
Oresme. 

Beispiel  ftir  vier  Grössen:  Pi  =  H,  Pt  =  ^i   dann   ist  pi:pt  =  li  und  also 

~=ä:1*  =  *,  femer|  =  i:U  =  A. 


(Soblai»  folgt.) 
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Des  Oeminos  Isagoge  nach  Inhalt  and  Darstellung  kritiBch  beleuchtet  von 
Dr.  Karl  Manitius.  Sonderabdruck  aus  den  Gommentationes  Fleck- 
eisenianae.  Leipzig  1890,  bei  B.  G.  Teubner.  25  S. 
Zu  den  mannigfachen  Fragen,  welche  in  der  Geschichte  der  alten 
Mathematik  und  Astronomie  noch  ungelöst  oder  doch  wenigstens  nicht  mit 
allgemein  anerkannter  Lösung  dastehen ,  gesellt  sich  durch  die  Bemtthimgen 
der  Herren  F.  Blass,  Max  C.  P.  Schmidt,  Manitius  auch  eine  Gemi- 
nus- Frage.  Hat  es  nur  einen  Ge minus  gegeben,  der  ebensowohl  die  ilca- 
ymyrj  elg  xa  q)aiv6fievciy  als  auch  ein  geometrisches  Werk  $z(OQia  liv 
fiaQrjfiaxav  schrieb,  von  welchem  letzteren  ein  Abschnitt  den  besoDderen 
Titel  xa^ig  xmv  fia^rifAcixmv  führte,  und  wenn  es  nur  Einen  gab,  wann  hat 
er  gelebt?  Eine  kurze  Besprechung  ist  nicht  der  Platz,  an  welchem  das 
gesammte  Streitmaterial  vorgefahrt  werden  kann.  Wer  für  dasselbe  sich 
interessirt,  wird  an  den  Stellen  nachlesen  müssen,  welche  Herr  Manitius 
genau  angiebt.  Er  selbst  behauptet:  Erstens  sei  der  in  der  Isagoge  an- 
geführte Boethius  ein  Studiengenosse  Strabon's,  der  früheste  Zeitponkt, 
in  weichem  jenes  Buch  verfasst  sein  könnte,  falle  demnach  etwa  auf  30 
vor  Christi  Geburt;  zweitens  seien  in  der  Isagoge  Fehler,  die  er  des  Näheren 
nachweist y  welche  eines  bedeutenden  Mathematikers  unwürdig  seien;  folglich 
sei  drittens  der  Verfasser  der  Isagoge,  wenn  er  überhaupt  6 eminus  hiess, 
von  dem  Mathematiker  Ge  minus  zu  unterscheiden.  Auf  die  Frage  nach 
der  Lebenszeit  des  Letzteren  wird  gar  nicht  eingegangen  und  eine  Beant- 
wortung nicht  einmal  versucht.  Dem  Referenten  liegt,  der  ganzen  Rich- 
tung seiner  eigenen  Forschungen  gemäss ,  gerade  am  meisten  an  dieser  letzt- 
erwähnten Frage,  und  er  möchte  nicht  gern  auf  die  Isagoge  zur  Lösung 
derselben  verzichten.  Sollte  aber  dieses  wirklich  nothwendig  sein?  Wir 
wollen  Herrn  Manitius  zugeben,  die  Isagoge  leide  an  Fehlern,  welche 
mehr  sind  als  Abschreibesünden.  Wir  wollen  ihm  zugeben,  die  Isagoge 
sei,  wie  sie  heute  vorliegt,  das  schriftstellerische  Werk  eines  Fabrikanten, 
der  etwa  im  ersten  nachchristlichen  Jahrhunderte  aus  verschiedenen  an  sich 
tadellosen  Einzelheiten  recht  unverständig  ein  Ganzes  zusammenstellte.  Aber 
zwingt  uns  das  Citat  bei  Alezander  von  Aphrodisius  nicht,  einen 
Bestandtheil  doch  einem  G eminus  zuzuschreiben?  Ist  dieser  G eminus 
von  dem  Mathematiker  verschieden?    Wir  glauben  es  nicht.     Die  beider* 
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seiügen  Beziehnngen  zu  Poljbins,  die  Thatsache,  dassProklas  nur  von 
6 e minus  schlechtweg  redet ^  ohne  ein  unterscheidendes  Beiwort,  ja  die 
Umwandlang  einiger  Capitel  der  Isagoge  zur  Spbaera  Prodi  in  Vereinigung 
mit  der  vielfachen  Benutzung  des  Mathematikers  Qeminus  durch  Pro- 
kl  US,   das  scheinen  uns  gewichtige  Orttnde,  an  jener  Einheit  festzuhalten. 

Cantor. 

Dia  Arithmetik  und  die  Sehrift  ftber  Polygonalfahlen  des  Diophantus 
von  Alexandria  y  übersetzt  und  mit  Anmerkungen  begleitet  von 
G.  Wbrthbim,  Oberlehrer  an  der  Realschule  der  israel.  Gemeinde  zu 
Frankfurt  am  Main.  Leipzig  1890,  bei  B.  G.  Teubner.  IX,  346  8. 
Die  Schulz 'sehe  Diophant-Üebersetzung,  die  letzte,  welche  in  eine 
neuere  Sprache  versucht  wurde,  ist  68  Jahre  alt  und  nachgerade  zu  einer 
buchhftndlerischen  Seltenheit  geworden.  Die  Bearbeitung  von  Herrn  Heath 
(Cambridge  1885),  soviel  Schätzbares  in  ihr  enthalten  ist,  ist  keine  üeber- 
setzung.  Wir  begrüssen  daher  den  neuen  deutschen  Diophant  des  Herrn 
Wert  heim  mit  Freuden,  und  wir  hegen  die  Zuversicht,  er  werde  unter 
den  Lehrern  an  unseren  Mittelschulen  diejenige  Benutzung  finden,  welche 
er  heute  noch  verdient.  M5gen  anderthalb  Jahrtausende  vergangen  sein, 
seit  Diophant  schrieb,  mag  die  griechische  Algebra  der  modernen  in  ganz 
anderem  Maasse  untergeordnet  sein,  als  dieses  bei  der  griechischen  Geo- 
metrie der  Fall  ist:  die  Kunstgriffe,  mittels  deren  Diophant  schwierige 
Aufgaben  zu  lösen  wusste,  seine  Fertigkeit  in  der  Wahl  der  zweckmSssig- 
sten  Unbekannten  sind  heute  noch  unübertroffen,  sind  heute  noch  wie  für 
den  Schulunterricht  geschaffen,  bei  welchem  es  gerade  um  so  üiehr  auf 
ähnliche  Dinge  in  der  Gleichungslehre  ankommt ,  je  weniger  eine  allgemeine 
Theorie  der  Algebra  mit  Mittelschülern  durchgenommen  werden  kann.  Herr 
Wertheim  hat  sich  aber  nicht  mit  einer  einfachen  Uebersetznng  begnügt, 
er  hat  zahlreiche  Erläuterungen  hinzugefügt  Dieselben  sind  zweifacher 
Natur.  Erstens  hat  Herr  Wertheim  alle  diejenigen  Anmerkungen  über- 
nommen, beziehungsweise  übersetzt,  welche  seinerzeit  PeterFermat  ver- 
fasste  und  welche  mit  der  Diophant -Ausgabe  von  1670,  in  welcher  sie  zum 
Abdrucke  kamen,  kaum  mehr  aufzutreiben  sind.  Er  hat  überdies  diesen 
Fermat'schen  Anmerkungen  Erläuterungen  beigegeben,  welche  sie  kaum 
entbehren  können.  Zweitens  hat  Herr  Wertheim  auch  eigene  Anmer- 
kungen zum  Texte  des  Diophant  hinzugefügt.  Sie  sind  meistens  elemen- 
tarer Art,  aber  gerade  dadurch  nur  um  so  geeigneter,  im  unterrichte  Ver- 
werthung  zu  finden.  Insbesondere  ist  der  Grund  gewisser  Bedingungen, 
die  an  die  Lösung  geknüpft  sind,  scharf  hervorgehoben  und  ist  häufig  ge- 
zeigt, wie  eine  Verallgemeinerung  der  Aufgabe  möglich  ist.  Eine  Gattung 
von  Anmerkungen  findet  sich  nicht:  solche  von  geschichtlicher  Natur.  Herr 
Wertheim  hat  sie  nicht  etwa  vergessen,  sondern  in  vollbewusster  Absicht   (^ 
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weggelassen,  wie  er  im  Vorworte  erörtert.  Er  meint,  die  Ergebnisse  der 
seither  angestellten  Forschungen  seien  nicht  so  gesicherter  Natur,  dass  nuu 
sie  als  geschichtliche  Wahrheiten  aususprechen  vermöge,  welche  Ton  dem 
Leser  einfach  anzuerkennen  seien,  auch  ohne  dass  er  in  den  Oang  der 
Untersuchungen,  welche  zu  jenen  Ergebnissen  führten,  eingeweiht  werde, 
und  darin  hat  er  unbedingt  Recht  Er  meint  femer,  die  Auseinandersetzung 
der  widerstreitenden  Ansichten  und  der  dafür  und  dagegen  geltend  gemachten 
Umstände  würde  zu  weit  gefdhrt  haben.  Das  ist  eine  persönliche  Meinung, 
zu  der  jeder  Schriftsteller  berechtigt  ist  Er  hat  es  mit  sich  auszumacheo, 
wie  weit  er  geben  will.  Jedenfalls  hat  aber  Herr  Wertheim  seinen  Lesern 
nicht  vorenthalten,  was  sie  nicht  bei  ihm  suchen  dürfen,  und  er  hat  mehr 
gethan:  er  hat  sie  an  den  betreffenden  Stellen,  wo  geschichtliche  Fragen 
sich  aufdrängen  müssen,  auf  Werke  verwiesen^  wo  dieselben,  wenn  nicht 
immer  Erledigung,  doch  ausführliche  Erörterung  fanden.  So  sind  ancb 
diese  Lücken,  wenn  man  sie  als  solche  empfindet,  nicht  unausfüllbar,  und 
die  Werke,  wo  man  Weiteres  zu  suchen  hat,  sind  nicht  unauffindbar.  Die 
Uebersetzung  selbst  liest  sich  leicht  und  angenehm.  Sie  ist  dem  griechi- 
schen Geiste  so  treu  als  möglich  geblieben  und  hat  nur  eine  Neuerung  sich 
gestattet,  welche  wir  durchaus  billigen  müssen:  das  diophantische  Zeichen 
der  unbekannten  Grösse  ist  fortwährend  durch  x  ersetzt.  Cantor. 


Inhalt  und  Methode  des  plammetriachen  Unterrichts.  Eine  vergleichende 
Planimetrie  von  Dr.  Heinrich  Schottbn.  Leipzig  1890,  bei  B.  6. 
Teubner.  IV,  370  S. 
Der  erste,  aus  fünf  Capiteln  bestehende  Band  liegt  uns  heute  vor. 
Die  üeberschriften  der  Capitel  lauten :  Der  Baum«  Geometrie.  Kaumgebilde. 
Die  Ebene.  Die  Gerade.  Ihnen  voraus  geht  eine  einleitende  Abhandlung: 
üeber  die  Beformbestrebungen  auf  dem  Gebiete  des  planimetrischen  Unter- 
richts. Die  Anordnung  ist  folgende.  Der  Verfasser  spricht  Ansichten  Aber 
die  in  Frage  stehenden  Dinge  aus.  Er  vertheidigt  diese  Ansichten  mittels 
einer  Vertheidigungsweise ,  welche  längst  auf  allen  Gebieten  als  die  zweck- 
mässigste  sich  bewährt  hat:  durch  Angriff  auf  ihnen  entgegenstehende  An- 
sichten. Er  stellt  zum  Schlüsse  jedes  Abschnittes  in  genauen  Citaten  fest, 
dass  er  den  einzelnen  Schriftstellern  gerecht  geworden  ist  Er  b^leitet 
diese  Citate  selbst  mit  fortwährenden  Anmerkungen.  Die  Eigenartigkeii 
dieser  Anordnung  leuchtet  ein ;  Referent  hat  wenigstens  kein  ähnliches  Weik 
in  Erinnerung.  Wenn  wir  eine  kleine  Ausstellung  an  der  Anordnung  zu 
machen  haben,  so  bezieht  sich  dieselbe  auf  die  Reihenfolge  der  Citate.  Wir 
hätten  gewünscht,  sie  der  Zeitfolge  genau  angepasst  zu  sehen.  Es  wäre 
sehr  interessant  gewesen,  zu  erkennen,  wie  diese  oder  jene  Schrift  gewirkt 
oder  nicht  gewirkt  hat,   Anklang  oder  Widerlegung  fand,  sofort  oder  erst 
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nach  längerer  Zwischenzeit  ihren  Einflnss  ausübte  ^  und  zu  dieser  auch  vom 
Verfasser  gewünschten  Einsicht  führt  keine  andere  Ordnung,  als  die  chro- 
nologische. Vielleicht  entschliesst  sich  Herr  Schotten  für  den  II.  Band, 
dem  wir  mit  Begierde  entgegensehen,  unserem  Wnnsche  za  entsprechen. 

In  diesem  Wunsche  liegt  zugleich  die  Anerkennung,  welche  wir  aber 
noch  besonders  aussprechen  wollen,  dass  wir  die  Untersuchungen  des  Ver- 
fassers für  höchst  fruchtbare  halten ,  und  dass  sie  geeignet  sind ,  geschicht- 
lichen und  pädagogischen  Forschungen  als  nahezu  unentbehrliche  Grundlage 
zu  dienen,  jedenfalls  das  Material  für  solche  vorzubereiten.  Eine  von 
dieser  Anerkennung  durchaus  unberührte  Frage  ist  die,  ob  wir  Herrn 
Schotten 's  Ansichten  theilen  oder  nicht.  Referent  hat  niemals  an  einer 
Mittelschule  anterrichtet.  Was  er  für  dort  erreichbar  hält,  beruht  also 
nicht  auf  Erfahrung  an  der  Schule ,  sondern  nur  auf  der  an  einzelnen  Schü- 
lern, die  ihm  näherstanden;  ausserdem  hat  Referent,  wie  vermuthlich  jeder 
denkende  Gelehrte,  seine  eigenen  halbphilosophischen  Ansichten  über  Dieses 
und  Jenes,  und  aus  diesen  beiden  ungleichen  Bestandtheilen  hat  sich  sein 
Glanbensbekenntniss  mathematischen  Schulunterrichts  gebildet. 

Herr  Schotten  will,  der  mathematische  Unterricht  solle  mit  Geo- 
metrie beginnen.  Erst  in  Secunda  solle  Arithmetik  hinzutreten.  Vielleicht 
handelt  es  sich  bei  unserer  hier  schnurstracks  entgegengesetzten  Meinung 
um  einen  geringeren  Unterschied,  als  man  zunächst  glauben  sollte.  Will 
Herr  Schotten,  wollen  seine  zahlreichen  Gesinnungsgenossen  den  Rechen- 
unterricht sofort  aufhören  lassen,  sobald  der  mathematische  Unterricht  be- 
ginnt? Soll  dann  in  Secunda  unvermittelt  die  allgemeine  Arithmetik  auf- 
treten? Wenn  das  die  Meinung  sein  sollte,  dann  würde  freilich  eine  un- 
überbrückbare Kluft  uns  trennen.  Das  Gymnasium,  und  zwar  auch  das 
humanistische  Gymnasium,  zu  dessen  Freunden  wir  mit  Stolz  uns  zählen, 
hat  freilich  nicht  die  Aufgabe,  lauter  Zacharias  Dase  zu  bilden,  aber  das 
kann  man  verlangen,  dass  der  Gymnasiast  immerhin  rechnen  lernt,  und 
dazu  reichen  Sexta  und  Quinta  nicht  aus.  Quarta  muss  zum  Rechnenlernen 
noch  mithelfen.  Dann  aber  halten  wir  es  für  geboten,  das  Rechnen  in 
Quarta  mit  Zahlen  und  Bachstaben  zu  treiben,  die  allgemeine  Arithmetik 
hier  schon  zu  beginnen.  Freilich  setzt  dieses  Eines  voraus:  dass  der  Unter- 
rieht im  Rechnen  von  Sexta  an  durch  einen  wirklichen  Mathematiker  ertheilt 
werde,  damit  der  Quartaner  nicht  als  erste  Aufgabe  vor  sich  sehe,  ver- 
gessen zu  müssen,  was  er  zwei  Classen  hindurch  gelehrt  wurde. 

Nun  zur  Geometrie  und  ihren  Grundbegriffen.  Wie  kommen  dieselben 
zn  Stande?  Herr  Schotten  lässt  sie  aprioristisch  bilden.  Wir  gehören 
zu  Denen,  welche  in  der  Geometrie  eine  Erfahrungswissenschaft  sehen,  d.  h. 
die  Grundbegriffe  sind  für  uns  aus  den  Anschauungen  abstrahirt.  Dieser 
Gegensatz  ist  ein  wirklicher  und  nimmt  uns  die  Berechtigung,  den  vom 
Verfasser  verfochtenen  Sätzen  unsem  eigenen  Maassstab  anzulegen.  Nur 
eine  Bemerkung,   welche  S.  255  Note  2  niedergelegt  ist,  giebt  u;i|  Ver- 
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anlassung,  einen  Satz  auszusprechen,  welchen,  soweit  unsere  Eenntoiss 
reicht,  auch  die  Erfahrungsmathematiker  noch  nicht  geäussert  haben. 

„Etwas  Anderes  wie  Körper  finden  wir  im  Leben  nicht/  So  heisst  die  an- 
geführte Note.  Wir  behaupten  umgekehrt:  Körper  finden  wir  nie,  sondern 
nur  Oberflächen;  dass  hinter  der  Oberfläche  ein  Körper  steckt,  das  ist  erst 
secnndäre  Folgerung,  aber  nicht  Anschauungsergebniss.  Der  erste  geo- 
metrische Begriff  ist  deshalb  für  uns  der  der  Oberfläche  oder  kflrzer  gesagt 
der  Fläche.  An  ihr  und  mit  ihr  sind  die  Orenzen,  also  Linie  und  Punkt 
gegeben.     Der  zuletzt  auftretende  Begriff  ist  uns  der  des  Körpers. 

Ausser  diesen  wenigen  Bemerkungen  zu  mehr  als  über  Herrn  Schot- 
ten's  Buch  möchten  wir  noch  auf  zwei  mathematisch  interessante  Dinge 
hinweisen,  welche  als  sein  Eigenthum  betrachtet  werden  dürften.  S.  261 
und  ebenso  S.  272 — 273  sind  die  Definitionen  von  Kugel,  Ebene  und  Ge- 
rade in  einen  hübschen  Zusammenhang  gebracht.  Geometrischer  Ort  der 
constantpn  Entfernung  von  einem  Punkte  ist  die  Kugel,  der  gleichen  Ent- 
fernung von  zwei  Punkten  die  Ebene,  der  gleichen  Entfernung  von  drei 
Paukten  die  Gerade.  Das  Andere  finden  wir  auf  S.  127,  wo  Herr  Schotten 
das  an  Stelle  des  Parallelenaxioms  vorgeschlagene  Axiom  von  der  Summe 
der  Dreiecks  Winkel  in  die  Worte  kleidet:  Die  Winkelsumme  in  [ebenen] 
Polygonen  ist  constant.  Aus  diesem  Axiome,  welchem  wir  nur  das 
bei  Herrn  Schotten  weggelassene  Wort  „ebenen''  eingefügt  haben,  folgt 
sofort  (S.  130)  die  wirkliche  Winkelsumme  jener  Polygone.  Sei  x  die  Win- 
kelsumme des  Dreiecks  ABC.  Aus  einem  inneren  Punkte  0  zerlegt  man 
es  durch  OA^  OB,  OC  in.  drei  Dreiecke,  deren  Winkel  die  des  ursprüng- 
lichen Dreiecks  nebst  den  Winkeln  um  0  sind;  also  x  +  x  +  x==x  +  4R 
und  x=^2R,  Beim  Viereck  AB  CD  findet  wieder  von  einem  innerra 
Punkte  0  aus  die  Zerlegung  in  vier  Vierecke  statt  durch  Hilfslinien  von  0 
nach  Punkten  der  vier  Seiten ,  die  zwischen  deren  Endpunkten  liegen.  Heisst 
die  constante  Winkelsumme  wieder  a;,  und  überlegt  man,  dass  die  Winkd 
der  vier  kleinen  Vierecke  aus  den  Winkeln  von  0,  aus  vier  Paar  Neben- 
winkeln und  den  Winkeln  des  ursprünglichen  Vierecks  bestehen,  so  ist 
4a;  =  ir  +  4Ä  +  4.2Ä,  also  x  =  4R  u.  s.w.  Cahtoe. 


WoLDEMAR  Hbtmahn,  StudleB  über  die  Tranaformation  und  Integration 

der  Differential-  und  Differenzengleiohnngen  nebst  einem  Anhang 

verwandter  Aufgaben.     Leipzig,  B.  G.  Teubner.    1891.     X  u.  4S6  S. 

In  dem  vorliegenden  Werke  hat  der  Verfasser  seine  Abhandlungen  ans 

dem  Gebiete  der  Differentialgleichungen,  die  in  verschiedenen  Zeitschriflett 

veröffentlicht  waren,   unter   einheitlichem   Gesichtspunkte  zusammengefiasst 

und  durch  neue  Studien  vervollständigt  und  bereichert  —  ein  tüchtiges 

Stück  Arbeit,  das  einen  stattlichen  Band  füllt  und  das  GebSude  der  Mathe- 
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matik  nach  yerachiedenen  Bichtungen  hin  weiter  ausbaut  Um  in  dieser 
Beziehung  Einiges  sogleich  hervorzuheben,  erscheinen  dem  Bef.  die  Trans- 
formationen gewisser  hjperelliptischer  Integrale,  welche  sich  unter  Umständen 
auf  elliptische  reduciren  lassen,  die  Untersuchungen  über  Differenzengleich- 
nngen  und  besonders  die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichung  n^^  Grades 
mittels  Differentialgleichungen  von  besonderer  Bedeutung. 

Gehen  wir  nunmehr  auf  den  gesammten  Inhalt  des  Buches  näher  ein. 
Das  erste  Capitel  enthält  die  Transformation  und  Integration  verschieden- 
artiger Differentialgleichungen  und  beginnt  (Studie  I)  mit  der  Transforma- 
tion der  Differentialgleichungen  von  Punkt-  in  Liniencoordinaten.  Dies  ist 
der  geometrische  Ausdruck  für  die  Substitution  von  u  und  v  an  Stelle  von 
X  und  y  mittels  der  Gleichungen 

dv  dv  dy  dy 

du     ^        du       '    dx  dx     ^ 

Dieselbe  wird  auf  Differentialgleichungen  erster  und  zweiter  Ordnung  an- 
gewandt und  führt  meist  zu  bequemerer  Integration,  wie  z.  B.  bei  der 
Gleichung  ,  i.    '  ,        '• 

ax+ßy  +  yxy' 

welche  auf  eine  integrirbare  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
zurückgeführt  wird.  Nach  Einführung  und  Besprechung  homogener  Co- 
ordinaten  (welche  u.  A,  die  Integration  der  Gleichung 

auf  eine  nach  bekannter  Methode  integrirbare  der  ersten  Ordnung  zurück- 
führt) folgen  Beiträge  zur  Integration  der  Gleichung  Mdy  +  Ndx  =  Oy 
-worin  M  und  N  ganze  rationale  Functionen  zweiten  Grades  in  x  und  y 
sind.  In  dem  Falle,  dass  M  eine  Function  zweiten  Grades  für  x  allein 
ist,  wird  die  Gleichung  integrirt,  d.  h.  auf  integrirbare  Gleichungen  zweiter 
Ordnung,  und  zwar  im  allgemeinen  Falle  auf  die  Gleichung  der  hypergeo- 
metrischen  Reihe,  reducirt  und  dann  untersucht,  unter  welchen  Umständen 
sich  die  allgemeine  Gleichung  auf  diese  speciellere  zurückführen  lässt. 

Andere  Fälle  der  allgemeinen  Gleichung  werden  mittels  quadratischer 
Substitution  behandelt  resp.  integrirt. 

Die  folgende  Studie  zeigt,  wie  im  Allgemeinen  eine  Gleichung  von  der 
Form:  «  ^     "  i       ^     '  •  ^  a 

worin  g>  und  /J^,  f^,  f^  ganze  Functionen  von  x  sind,  transformirt  werden 
kann,  so  dass  sie  den  Factor  g>  ausscheiden  lässt,  und  lehrt  im  Besondern 
die  Integration  der  Gleichung: 

(a  +  6aj  +  r««)»^  +  (a  +  5aj  +  ca:«)(a,  +  bja;)g  +  (ao  +  6oa?  +  c^««)t?  =  0 
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und  die  nächste  bespricht  ausführlich  die  Differentialgleichungen  zweiter  and 
erster  Ordnung,  denen  durch  hjpergeometrische  Functionen  höherer  Ordnang 
genügt  werden  kann.  Daran  schliessen  sich  Untersuchungen  über  simul- 
tane Differentialgleichungen,  welche  durch  hjpergeometrische  Functionen 
integrirt  werden  können ,  und  die  Ableitung  zweier  Sätze  über  die  Detenni- 
nante  der  Integrale  simultaner  Differentialgleichungen,  welche  sich  ihrar 
Natur  nach  an  den  Satz: 

y\  y% — y\y\  =  Ootwf.  x  e 

in  welchem  y^  und  y^  die  particulären  Integrale  der  linearen  Differential* 
gleichung:  f,(«)y"+/i(«)y'+^(*)  =  0 

bedeuten,  anschliessen.  Dieser  Abschnitt,  der  von  Differentialgleichnttgen 
verschiedener  Art  handelte,  wird  durch  zwei  Studien  beschlossen,  deren 
erste  die  Differentialgleichung 

Mdx  +  Ndy  +  P{x  dy-y  dx)  =  0, 

Jacobi's  Untersuchungen  erweiternd,  in  dem  Falle,  dass  M  und  N  homo- 
gene Functionen  vom  n^^^  F  die  Summe  dreier  homogener  Functionen  vom 
bez.  «  —  1*^,  «  — 1+a**",  «  — 1— a*^  Grade  sind,  auf  eine  Biccati'sche 
Gleichung  reducirt  und  z.  B.  für  n  =  2,  a  =  1  (nach  Auflösung  einer  cabi- 
sehen  Gleichung)  durch  hypergeometrische  Functionen  integrirt,  während 
die  andere  Studie  einige  hübsche  Beispiele  für  die  Anwendung  integrirender 
Factoren  bei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  liefert 

Die  beiden  folgenden  Studien  beschäftigen  sich  mit  der  Auflösung  ge- 
wisser algebraischer  Gleichungen  (und  hiermit  im  Zusammenhange  mit  der 
Auswerthung  gewisser  irrationaler  Integrale)  mittels  Differentialgleichungen 
und  bereiten  dadurch  auf  ein  späteres  bereits  erwähntes  Capitel  yor. 

Und  nun  folgen  in  Studie  XIII  Beiträge  zur  Transformation  hyper- 
elliptischer Integrale.  Der  Verfasser  beginnt  mit  einem  Satze  über  die  Dis* 
criminante  Jx  der  Gleichung: 

f^  +  An.lt?^''+'^'  +  Ä^V  +  A^^X^O, 

worin  die  Äi  Constanten  sind  und  J  bis  auf  einen  constanten  Factor  die 
Form  hat:  ^/  x      ^  i  ,  „  ?  .         ,  , 

Setzt  man  hierin  für  x  seinen  Werth  x  =  v^  '{-••'  +  A^=^<p(p)  ein^  so  ISsst 
sich  aus  Jq>{v)  der  Factor  {(p'v)*  ausscheiden,  wobei  der  Quotient  ^(f^):!*' 
vom  («  — l)(w  — 2)*«*  Grade  ausfällt.  Dieser  Satz  wird  in  der  Art  m 
Transformation  angewandt,  wie  folgendes  Beispiel  zeigt.  Sei  (p(v)^t^ 
+  6JBt;»  +  4(7t;  +  D,  so  folgt  J{x)==a?  +  Spx^  +  3qx  +  r,  wobei  i>,  g,  f 
in  bestimmter  rationaler  Art  von  B^  C,  D  abhängen.  Ist  nun  das  Diffe- 
rential: ,^ 


gegeben,  so  ist,  wegen  dx  =  q>'t)dt)'.  r^^^^]^ 
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und  es  kann  nan  umgekehrt  das  letztere  specielle  hjperelliptische  Differen- 
tial, wenn  man  die  Qleichung  q>{v)=iX  nach  v  auflöst,  in  ein  elliptisches 
umgeformt  werden.  Verf.  führt  diös  Verfahren  für  eine  Reihe  Annahmen 
Aber  q>{v)  durch  und  verallgemeinert  es  noch,  indem  x,  statt  zu  Ji^,  zu 
einem  andern  Ä  subtractiy  hinzutritt,  wodurch  die  Transformationsformel 
eine  gebrochene  wird.  Sodann  wird  noch  eine  andere  Transformation  vor- 
getragen, durch  die  ein  Differential  von  der  Form  v^  dv:}/'^j{v)y  wobei 
'^{v)  eine  reciproke  Function  (im  Sinne  wie  bei  den  reciproken  Gleichungen) 
2f>*^  Grades  und  p  von  n  abhängig  ist,  in  die  Summe  zweier  Differen- 
tiale, bei  denen  je  eine  Function  n  +  V^'^  Grades  oder  eine  Function  des 
fi*^  und  eine  des  n  +  2^^  Grades  im  Nenner  unter  der  Wurzel  steht,  zer- 
legt wird.     Dabei  zeigt  sich  z.  B. ,  dass  die  Integrale 

r  {'->  ^^  f    ('-> 

J  ^r(r«-2ap  +  l)  ^°  J  ^(t;»-2ait;  +  l)(P*-2a,t;+l) 
psendoelliptisch  sind,  also  elementar  ausgewerthet  werden  können.  Der 
Baum  verbietet  es,  den  Inhalt  dieser  besonders  interessanten  Studie  zu  er- 
schöpfen, und  aus  gleichem  Grunde  sind  wir  gezwungen,  ttber  den  weiteren 
(etwa  noch  zwei  Drittel  des  Buches  füllenden)  Inhält  uns  erheblich  kürzer 
zu  fassen.  Dies  ist  auch  um  so  eher  möglich,  als  das  Material,  das  in  den 
folgenden  Capiteln  verarbeitet  wird,  durch  die  Ueberschrifl;  derselben  voll- 
stftndig  charakterisirt  wird ,  was  bei  dem  besprochenen  ersten  Capitel  nicht  in 
dem  Maasse  der  Fäll  ist. 

Das  zweite  Capitel  behandelt  die  Integration  linearer,  nicht  homo- 
gener Differentialgleichungen  durch  Supplementarintegrale.  Der  Verfasser 
versteht  unter  diesem  Ausdrucke  nach  dem  Vorgange  anderer  von  ihm  ge- 
nannter Mathematiker  (zu  denen  noch  Boole  htttte  hinzugefügt  werden 
können)  ein  articulftres  Integral  der  nicht  reducirten  Gleichung,  welches 
zu  dem  vollste  'igen  Integral  der  reducirten  hinzugefügt,  das  vollständige 
Integral  der  ersteren  ergiebt  Der  Verfasser  lehrt  dieselben  unter  gewissen 
Voraussetzungen  für  die  rechte  Seite  der  Gleichung  methodisch  finden  und 
discutirt  sie;  und  die  gewonnenen  Resultate  erscheinen  dem  Ref.  besonders 
darum  wichtig,  weil  in  vielen  Fällen  die  Variation  der  Constanten  wegen 
der  Form  des  Integrals  der  reducirten  Gleichung  (z.  6.  als  bestimmtes  Inte- 
gral) «n  ^oaA  undurchführbar  wird;  der  Verf.  kommt  dabei  öfters  durch 
Annahme  einer  ähnlichen  Form  des  Supplementär-  oder  des  vollständigen 
Integrals  wie  bei  den  reducirten  Gleichungen  zum  Ziele,  wobei  die  Auf- 
lösung gewisser  mit  dem  Integralzeichen  behafteter  Functionalgleichungen 
sieh  nothwendig  erweist  und  geleistet  wird.  Auch  Systeme  simultaner  nicht 
redncirter  Differentialgleichungen  sind  in  Betracht  gezogen  worden.^ 
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Das  dritte  Capitel  ist  der  transcendenten  Auflösung  der  algebrtdscbeB 
Gleichungen  und  der  Theorie  der  Differentialresolventen  gewidmet  Nach  einer 
Einleitung,  in  der  u.  A.  auch  auf  die  vorhandenen  Arbeiten  auf  diesem 
Gebiete  (von  denen  übrigens  unabhängig  die  ersten  Untersuchungen  des 
Herrn  Verfassers  ausgeführt  wurden)  hingewiesen  wird,  wendet  sich  der 
Verf.  der  trinomischen  Gleichung  £?"  — ajer  — 5  =  0  zu,  sucht  die  Differen- 
tialgleichung auf,  welcher  die  Wurzeln  der  genannten  algebraischen  Gleich- 
ung oder  eigentlich  zweier  aus  ihr  abgeleiteter  genügen,  und  entwickelt 
deren  Integral  in  Reihen,  so  dass  sämmtliche  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  durch  convergente  Beihen  dargestellt  werden  können.  Dasselbe 
geschieht  nun  auch  für  die  allgemeine  algebraische  Gleichung 
^ten  Grades,  von  deren  sftmmtlichen  Wurzeln  beliebige  Potenzen  durch 
bestimmte  Integrale  oder  convergente  Beihen  ausgedrückt  werden.  Dies 
Capitel  erscheint  dem  Bef.  höchst  beachtenswerth ,  sowohl  des  Princips  und 
der  allgemeinen  Gesichtspunkte  wegen,  wie  auch  wegen  der  glückhcken 
Ausführung  im  Einzelnen. 

Das  vierte  Capitel  endlich,  betitelt:  „Transformation  und  Integration 
der  linearen  Differenzengleichungen  **,  bringt  diese  mit  den  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen in  Zusammenhang  und  lehrt  sie  auf  diese  Art  zu  inte* 
griren ,  wobei  eine  Anzahl  von  Analogien  zwischen  den  Differenzen  -  und  den 
Differentialgleichungen  aufgefunden  wird.* 

Wie  die  mehr  oder  weniger  ausführliche  Inhaltsangabe  zeigt,  bietet 
Herrn  Hey  mann 's  Werk  vielfach  wissenschaftlich  werthvoUe  Besultate  und 
mannigfache  Anregung,  die  noch  durch  den  Anhang,  welcher  130  tbeils 
vollständig,  theils  andeutungsweise  gelöste  Aufgaben  enthält,  reichliche 
Nahrung  findet  —  Wo  der  Herr  Verf.  bei  seinen  Untersuchungen  Anschlnss 
gefunden  hatte,  wird  der  Leser  durch  genaue  Literaturangaben  orientirt, 
und  durch  ein  ausführliches  Inhaltsverzeichniss  wird  ihm  die  Uebersicht 
erleichtert.     Wir  empfehlen   das  gediegene  Buch  dem  Studium  der  Mathe- 

°^**^^^'  Saalschutz. 


W.  Wulff:  VollBtändiges  Sachregister  zu:  Die  Physik  auf  Onmdlage  der 
Erfahrung  von  Mousson.  3  Bände.  III.  umgearbeitete  und  ver- 
mehrte Auflage.  Zürich,  Verlag  von  Fr.  Schulthess.  1890.  78  S. 
Preis  2  Mk. 

Mousson  glaubte,  mit  Bücksicht  auf  die  übersichtliche  Anordnung 
seines  Werkes,  auf  ein  alphabetisches  Inhaltsverzeichniss  verzichten  zu  dürfen. 


*  Bef.  möchte  dabei  in  formaler  Beziehung  bemerken,  dass  es  zweckmäBsig 
erschienen  wäre,  die  zu  Beginn  der  Untersuchung  aus  der  Differentialgleichang 
abgeleitete  Gleichung  in  die  leicht  zu  erzielende  Form  einer  wirklichen  Differen- 
zengleichung umzusetzen,  während  sie  jetzt  eigentlich  als  Fnnctionalgleichung  be> 
zeichnet  werden  müsöte. 
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Indessen  giebt  es  eine  Reihe  von  phyBikaliscben  Erscheinungen,  die  bald 
da,  bald  dort  untergebracht  werden;  in  diesen  Fttllen  wird  ein  ausfQhrliches 
Sachregister  ungemein  förderlich  sein,  zumal  wenn  es  sich  um  ein  rasches 
Nachschlagen  handelt.  Durch  die  nachträgliche  Herausgabe  dieses  Registers 
haben  sich  sowohl  Verfasser,  als  auch  Verleger  volle  Anerkennung  erworben. 

6.  Nebbl. 


A.  Glbichbn,  Die  HaupteiBeheuiungen  der  Breehung  und  Seflezion  des 
Liehtes,  dargestellt  nach  neuen  Methoden.  Mit  Figuren  im  Text. 
Leipzig,  Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1889.    47  S. 

Der  Inhalt  zerfällt  in  vier  Capitel,  die  sich  mit  den  Grundvorstellungen 
über  das  Wesen  der  Lichtwirkungen,  der  Reflexion  des  Lichtes,  der  Brech- 
ung an  ebenen  Flächen  und  der  Brechung  durch  Kugelflächen  beschäftigen. 
Dabei  geht  der  Verf.  nicht  von  einzelnen  Lichtstrahlen  aus,  sondern  legt 
seinen  Betrachtungen  immer  einen  Strahlenkegel  zu  Grunde,  dessen  Spitze 
dem  betreffenden  leuchtenden  Punkte  angehört  und  dessen  Basis  mit  der 
Pupille  unseres  Auges  zusammenfällt  Zunächst  wird  das  Entstehen  zweier 
Bildpunkte  bei  der  Brechung  an  einer  sphärischen  Fläche  nachgewiesen  und 
hierauf  die  diesbezfiglichen  Formeln  abgeleitet.  Diese  bilden  die  Grundlage 
für  das  Folgende,  indem  sie  einer  Reihe  von  speciellen  Fällen  als  Ausgangs- 
punkt dienen.  Bei  der  Reflexion  am  Concavspiegel  wäre  es  wohl  einfacher 
gewesen,  den  Sinn  für  den  Eugelradius  anzugeben,  wie  dies  zuvor  auch  für 
die  anderen  Strecken  geschehen  ist,  statt  den  leuchtenden  Punkt  und  den 
Bildpunkt  mit  einander  vertauscht  zu  denken,  was  schliesslich  zu  dem 
gleichen  Resultat  führt 

Sehr  anregend  und  lehrreich  sind  die  vorliegenden  Entwickelungen  für 
solche  Schüler,  welche  mit  der  Grundlage  der  Physik  schon  bekannt  sind; 
indessen  sind  wir  nicht  damit  einverstanden,  dass  die  Reflexion  und  Brech- 
ung des  Lichtes  in  dieser  doch  etwas  schwierigen  Weise  dem  Schüler  zam 
ersten  Male  mitgetheilt  werden  soll*  Ausserdem  glauben  wir,  nach  unseren 
Schul  Verhältnissen  zu  schliessen,  dass,  wenn  auch  die  übrigen  Theile  der 
Physik  in  der  gleichen  Ausführlichkeit  behandelt  werden  sollen ,  die  hierfür 
ausgesetzte  Zeit  nicht  ausreichen  wird.         '  '  ^^  Nebbl. 


J.  BisoHOFF,  lieber  das  Oeoid,  mit  einer  Figurentafel.  Inaugural- Disser- 
tation. München  1889,  F.  Straub's  Buchdruckerei.  32  S. 
Der  erste  Theil  dieser  Schrift  enthält  einige  Sätze  in  Bezug  auf  das 
Geoid,  die,  mit  Hilfe  des  Dreikantes  hergeleitet,  höchst  einfache  Beziehungen 
zwischen  Punkten  des  Geoids  zum  Ausdruck  bringen.  Der  zweite  Theil 
sucht  aus  Mondbeobachtungen  die  Gestalt  der  Erde  zu  ergründen  und  zwar     j 
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in  einer  neuen  Weise,  die  von  den  bisher  angegebenen,  welche  auf  die 
Ermittelong  des  Radius  vectors  hinauslaufen,  völlig  abweicht.  Der  Verf. 
weist  hier  nach,  dass,  wenn  die  Beobachtungen  des  Mondes  in  einer  belie- 
bigen Azimutalebene  dieselbe  Sicherheit,  wie  jene  im  Meridian  haben,  Ano- 
malien der  Erdgestalt  aufgedeckt  werden,  welche  diese  letztere  bei  Erhöhung 
der  Präcision  genauer  bestimmen  lassen.  Das  Problem  ist  bis  jetzt  rein 
theoretischer  Natur,  indem  solche  Mondbeobachtungen ,  wie  sie  fUr  den  Yor- 
liegenden  Fall  nöthig  sind ,  zur  Zeit  noch  nicht  vorliegen  und  vielleicht  anch 
in  absehbarer  Zeit  nicht  erreicht  werden  können.  Verf.  unterlSsst  es  nicht, 
auf  die  Schwierigkeit  solcher  correspondirender  Beobachtungen  hinzuweisen. 

B.  Nbbsl. 


W.  Binder,  Daa   graphische  Rftckwärtseinsehneiden  (Stationieren)  all 
praktische  Mesetischoperatioii.     24.  Jahresbericht  der  niederöster- 
reichischen Landes  -  Oberrealschule  und  der  Fachschule  ftir  Maschinen- 
wesen   in    Wiener  -  Neustadt    1889.      Selbstverlag   der    Lehianstaii 
19  (51)  S. 
Verf.   webt  zunftchst  darauf  hin,  dass  der  Messtischapparat  in  jeder 
Beziehung  in  Oesterreich  eine  grosse  Ausbildung  und  Verbesserung  erfiahren 
hat,   weil  daselbst  nach  gesetzlicher  Bestimmung  die  Detailauüiahme  stets 
mit   dem  Messtische  zu  erfolgen  hat.     Nach  einer  kurzen  geschichtlichen 
Notiz  wird  das  Pothenot'sche  Problem,  um  dessen  Lösung  es  sich  hier 
handelt,   erläutert  und  die  Construction  von  Tobias  Majer  mitgetheilt 
Zu   den  directen  Methoden,  von  denen  die  Bohnenberger-Besserscbe, 
sowie  die  Grnnert'sche  auseinandergesetzt  werden,  gehört  anch  die  Tom 
Verf.  angegebene,  welche  auf  die  Anwendung  der  Punkt-  resp.  StrahleninTO- 
lutionen  der  neueren  Geometrie  basirt.    Dieselbe  Methode  wurde  in  ihren 
Qrundzügen  schon  im  83.  Bd.  der  Sitz.-Ber.  der  Wiener  Akad.  d.  Wissensck, 
Jahrg.  1881 ,   S.  659  veröffentlicht     Soll  jedoch  diese  Methode  nicht  rein 
mechanisch  ausgeführt  werden,  so  müssen  die  Geometer  auch  mit  der  syn- 
thetischen Geometrie  vertraut  sein,  was  nicht  überall  der  Fall  sein  wird. 
In  dem   zweiten  Theile  werden  die  indireoten  Methoden  behandelt,  wohei 
namentlich  den  praktischen  Arbeiten  Bechnung  getragen  wird. 

B.  Nebel. 
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1890. 

Erste  Hälfte:  1.  Januar  bis  30.  Juni. 


Abdrttthe  Tnmscendenton. 

1.  Zur  Theorie  der  Aberschen  Functionen.    F.  Klein.   Mathem.  Annal.  XXXVI,  1. 

2.  üeber  zwei  Co  Varianten  aus  der  Theorie  der  Aberschen  Integrale  auf  ▼olteün- 

digen,  ungularitätenfreien  Schnittcurven  zweier  Fi&chen.    R  S.  White. 
Mathem.  Annal.  XXXVI,  597. 

3.  üeber  die  charakteristischen  Gleichan£[en  symmetrischer  ebener  Flächen  and 

die  zugehörigen  Aberschen  Functionen.    F.  Schottkj.    Grelle  CVI,  199. 

4.  Sur  les  integrales  de  fonctions  ii.  multiplicateur  et  leur  application  aa  d^fe- 

loppement  des  fonctions  ab^liennes  en  säries  trigonometnques.  P.  Appell. 
Acta  math.  XIII.  —  C.  Her  mite  ibid. 


Analytisehe  Ctoomatri«  dar  : 

5.  Sur  Temploi  des  coordonn^es  barycentriques.    E.  Ces&ro.    Mathesis  X,  177. 

6.  Construction  simple  du  point  qui  avec  S  pointo  donnäs,  dont  2  sont  imagi- 

naires    conjugu^s,    forme  un  groupe  ^quianbarmoniqne.      Klompers. 
Mathesis  X,  233.  -  Gl.  Servais  ibid.  234. 

7.  Verallgemeinerung  des  Entstehungsgesetzes  der  Fusspunktcunren    E.  Janisch. 

Grün.  Archiv  2.  R.  VIIl,  171. 

8.  Potentielle  d*un  triangle  dont  les  cöt^  sont  en  progression  g^m^triqne. 

Däprez.    Mathesis  X,  68. 

9.  Ueber  Parabeln  höherer  Ordnung.    Himsledt.    Grün.  Archiv  2.  B.  VI  11,  SlO. 

10.  Sur  une  courbe  du  3«  ordre.    Deprez.    Mathesis  X,  172. 

11.  ]%tude  g^om^trique  sur  la  cissolde  et  la  strophoTde.  Gl.  Servais.  Mathesis X, 9. 

12.  Sur  la  courbe  {xy'%  +  yx-%)(x%  +  y%)%  =  l.   H.  Brocard.  Mathesis  X,  Itö. 

13.  Enveloppe  des  tangentes  d'une  courbe  soumises  ä  un  certain  monvement  de 

rotation.    J.  Neuberg.    Mathesis  X,  142. 

14.  Lieu   du   centre   d*une  suriace  de  r^volution  roulant  sur  deux  tiges  qui  «e 

trouvent  dans  un  plan  horizontal.    Anderson.    Mathesis  X,  87. 

15.  Propri^te  de  la  chainette  d*dgale  r^sistance.    E   Ges&ro.    Mathesis  X,  237. 

Vergl.  Ellipse.    Functionen  74.    Hyperbel.    Kegelschnitte.    Kreis.   Lemnis* 
cate.    Trajectorie. 

Analytische  Geometrie  des  Baiunes. 

16.  Sur  quelques  questions  de  signes  en  g^om^trie  analytique.    Ed.  Lucas.   Utf 

thesis  X,  6. 

17.  Zur  Bestimmung  der  Gurven  durch  die  Relation  zwischen  Krümmungs-  and 

Torsionswinkel.    R.  Hoppe.    Grün.  Archiv  2.  R.  VOI,  336. 

18.  Ueber  rationale  Gurven  und  Regelflächen.  A.  Brill.  Mathem.  AnnaL  XXX  VI,  2S0. 

19.  Zur  sphärischen  Schleifeulinie.    E.  Janisch.    Grün.  Archiv  2.  R.  VQI,  1S4,  334. 

[Vergl.  Bd.  XXXIII,  Nr.  20.1 

20.  Sur  nne  surface  r^gl^e  du  8"  ordre.    Mosnat.    Mathesis  X,  121. 

Vergl.  Gubatur.    Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung.    RectificatioD. 

Astronomie. 

21.  üeber  eine  Verallgemeinerung  des  dritten  Kepler'schen  Gesetzes.    P.  Bohl 

Zeitschr.  Mai£.  Phys.  XXXV,  188. 

22.  Zur  Theorie  der  astronomischen  Strahlenbrechung.    E.  Oekinghaus.    Gnio. 

Archiv  2.  R.  Vni,  92.    [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  25.] 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  98,  99.  <-^  t 

Uigitized  by  i^jOOQlC 


Abbandlungsregister.  111 


Bettimmte  Integrale. 

28.  SommiraDg  der  Gaass'schen  Reihen      27    ^   "    •     l'-  Kronecker.     Grelle 

CV,  267.  ^=® 

24.  Egalit^  impoBsibles  entre  deuz  int^ales  d^finies.  P.  Mansion.  Mathesis  X,  40. 
Vergl.  AbePsche  Transcendenten  4.    Reihen  189. 

C. 

Combinatorik. 
26.  Ein  Satz  über  Binomialcoefficienten.    J.  Hermes.   Grün.  Archiv  2.  R.  VIII,  269. 

26.  D^montrer  1-  CUt-^CUt  -  CtVs-f  •••  + 1  =  (-l)"Ct«.,.     J.   Beyens.     Ma- 

thesifl  X,  63.  —  Däprez  ibid.  64. 

27.  Zahl  der  Combinationen ,  die  n  Steine  anf  dem  Damenbrette  von  100  Feldern 

bilden  können.    C.  Boecklen.    Grün.  Archiv  2.  R.  VÖI,  326. 

28.  Bemerkung  zum  Eöniginnenproblem.  R.  Hoppe.  Grün.  Archiv  2.  R.  VIII,  333. 

Vergl.  Reihen  200.    Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Cnbatar. 

29.  Zur  Inhaltsrechnung  der  Körper.    Ligowski.    Grün.  Archiv  2.  R.  VEI,  319. 

30.  Berechnung  der  krummen  Oberfläche  und  des  körperlichen  Inhalts  eines  Kuffel- 

Ausscbnittes  zwischen  zwei  beliebigen,  die  Kugel  und  einander  schneiden- 
den Ebenen.    E.  Gznber.    Grelle  GV,  180. 

31.  Surface  et  volnme  du  tore.    E.  Gelin.    Mathesis  X,  190. 


Determinanten. 
32.  Valeur  d'nn  däterminant  dont  les  ^läments  sont  siha,  sin(a  +  d)f  8tn(a4-2^), 
...,  8in(a-^{n  —  l)d).    J.  Neuberg.    Mathesis  X,  117. 
Vergl.  Differential gleicnungen  33. 

DUFerentialgleichimgeB. 
83.  Ueber  eine  Determinantenbeziehung  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen. 
L.  Königsberger.    Grelle  GV,  170. 

34.  Üeber  lineare  Differentialgleichungen,   deren  Intesrale  nur  einen  siuffulären 

Punkt  im  Endlichen  besitzen  und  im  Unendliäien  sich  regulär  verhalten. 
'  P.  Günther.    Grelle  CV,  1. 

35.  üeber  eine  Methode,  die  zu  einem  singulären  Punkte  einer  linearen  homo- 

genen Differentialgleichung  gehörige  Fundamentalgleichung  zu  bestimmen. 
P.  Günther.    Grelle  CVl,  330. 

36.  Zur  Theorie  der  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Goefficienten.  P.  Sohaf- 

heitlin.    Grelle  GVl,  286. 

37.  Üeber  Recursionsformeln  der  Integrale  linearer  homogener  Differentialgleich- 

un^n.    L.  Heffter.    Grelle  GVI,  269.  —  L.  Fuchs  ibid.  283. 

38.  üeber  die  algebraischen  Integrale  algebraischer  Differentialgleichungen.     E. 

Jahnke.    Zeitschr.  Math.  Phjs.  XXXV,  148. 

39.  Ueber  gewisse  homogene  quadratische  Relationen  unter  den  Integralen  einer 

linearen  homogenen  Differentialgleichung  sechster  Ordnung.  M.  Rosen- 
kranz.   Zeitschr.  Math.  Phi^s.  XXXV,  82,  129. 

40.  Beitrag  zum  Studium  der  algebraischen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 

deren  Integrale  feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  insbesondere  der 
jenigen,  welche  die  Ableitung  bis  zum  3.  Grade  enthalten.  G.  Wallen- 
berg.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXV,  193,  267,  821. 

41.  Ueber  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  linearen  GoefB- 

cienten.    L.  Pochhammer.    Mathem.  Annal.  XXXVI,  84. 

42.  Zar  Integration  der  binomischen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung.     E. 

Jahnke.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXV,  376. 

43.  Integrer  aÄ*g-  +  (a:*«f  +  aa:*y-aa:«y«)^  =  2aa?«y£f-2a«y".      H.   Brocard. 


Mathesis  X,  60. 
Vergl.  Invariantentheorie  129.    Mechanik  162. 
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DÜforentlalqiiotifliit. 
44.  Ueber  einige  Verallgemeinerongen  der  Leibniz*8chen  Differentiationafonnel  und 
des  polynomiscDen  Lehrsatzes.  A.  H  a  r  w  i  t z.  Ztschr.  Math.  Ph^s.  XXXY,  56. 
46.  Sur  rinterversion  des  d^rivations  partielles.    G.  Peano.    Mathesis  X,  153. 

46.  üeber  algebraische  Relationen  zwischen  den  Entwickelungecoef&cienten  höherer 

Differentiale.    Fr.  Meyer.    Mathem.  Annal.  XXXVI,  468. 
Vergl.  Functionen  73. 

Sreieeksgeometrie. 

47.  Ueber  den  Brocard'schen  Kreis  als  geometrischen  Ort  und  die  demselben  Te^ 

wandten  Eegelschnittschaaren.   A.  Maller.   Grün.  Ardiiv  2.  B.  VIII,  337. 

48.  Der  Feuerbach'sche  Satz  vom  ebenen  Dreieck.    B.  Slawyk.    Zeitschr.  Msül 

Phys.  XXXV,  36. 

49.  Sur  an  nouveau  cercle  associ^  ä  un  triangle.   W.  Fuhrmann.  Mathesis X,  10& 

60.  Compl^ment  de  throne  des  polygones  harmoniques.  J.  Gas  er.   Mathesis  X,  96. 

61.  Th^or^mes  de  la  g^om^trie  räcente  du  triangle.   Verniory,  fieyens,  D^prez. 

Mathesis  X,  166. 

62.  Sur  quelques  s^ries  de  points  remarquables  dans  le  triangle.    A.  Poulaia 

Mathesis  X,  246. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  111,  112. 


ElektrioiMt. 

63.  Methode  zur  Bestimmung  des  specifischen  Leitungsvermögens  des  Erdbodens. 

R.  Ulbricht.     ZeiUchr.  Math.  Phys.  XXXV,  121.     fVergl.  Bd.  XXXIV. 
Nr.  224-1 

64.  Allgemeine  Sätze  über  die  elektromotorische  Induction.     G.  Adler.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXV,  123. 

Ellipse. 

65.  Propri^t^  des  points  de  rencontre  des  normales  k  une  ellipse  avec  le  cerde 

circoDscrit  au  rectangle  des  axes  (cercle  de  Monge).  V.  Jamet.  Mathesis 
X,  207.  —  Kluyver  ibid.  209. 

66.  Propri^tä  des  points  dans  lesquels  les  rayons  men^s  des  deux  foyers  ä  an  noint 

de  Pellipse  rencontrent  Teilipse  une  seconde  fois.     D^prez.    Matneim 
X,  261. 

67.  Propriet^  d*une  ellipse  toumant  autour  d*un  de  ses  foyers.    Stuyvaert,  De- 

prez.    Mathesis  X,  148. 

68.  La  säcante  MM'  ^tant  tiräe  par  un  point  donn^  P  de  Taxe  focal  d'une  ellipse, 

dont  un  foyer  se  trouve  en  JP,  il  existe  une  constante  r  donnant  an  pn>- 
duit  (FM-^r)(FM'+r)  une  valeur  constante.    Choisis  etc.  Mathesis  X, 
46.  —  Döprez  ibid.  263. 
Vergl.  Maxima  und  Minima  160.    Bectification  188. 

F. 
Faetorenfolge. 

69.  Identitä  entre  un  produit  et  une  sdrie  de  fonctions  trigonom^triques.  Mosnat. 

Falisse,  De  Bözöky.    Mathesis  X,  126. 

60.  Expression  de  e  en  produit  infini    Mathesis  X,  166. 

Tonnen* 

61.  Ueber  die  Theorie  der  algebraischen  Formen.    D.  Hilbert    Mathem.  AnnaL 

XXXVl,  478. 

62.  Ueber  die  Bedingungen,  unter  welchen  zwei  quadratische  Formen  mit  ratio- 

nalen Coeffidenten  in  einander  rational  transformirt  werden  können.    E 
Minkowski.    Grelle  CVl,  6. 

63.  Theorie  der  biquadratischen  Formen.    G.  Frobenius.    Grelle  CVI,  125. 

64.  Bemerkungen  zu  ▼.  Gall's  Untersuchungen  über  die  Grundsyinrganten  zweier 

simultanen  biquadratischen  binären  Formen.  E.Stroh.  Mathem. AnnzL 
XXXVI,  164. 
66.  Ueber  die  symbolische  Darstellung  der  Grundsyzyganten  einer  bin&ren  Fora 
sechster  Ordnung  und  eine  Erweiterung  der  Symbolik  TOn  Cleboch.    E. 
Stroh.    Mathem.  Annal.  XXXVI,  262.  f^ r^r^r^ 
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66.  Ueber  einen  Aasnabmefall  bei  der  Bestimmimg  des  Radios  des  Grenzkreises, 

L.  Fuchs.    Grelle  CVI,  1. 

67.  'Allgemeine  Parameterdarstellung  von  Substitutionen  involutorischen  Charak- 

ters, welche  eine  rationale  Function  in  sich  selbst  überführen.    Fr.  Hof 
mann.    Grün.  Archiv  2.  R.  VIII,  226. 

68.  Zur  Theorie  der  Fuchs^schen  Functionen.    L.  Schlesinger.    Grelle  CY,  181, 

69.  Ueber  bedingt  periodische  Functionen  eines  beschränkt  veränderlichen  Argu- 

mentes und  Anwendung  derselben  auf  Mechanik.     0.  Staude.    Grelle 
GV,  298. 

70.  Zur  Theorie  der  eindeutigen  Functionen.    P.  Stäckel.    Grelle  GVI,  189. 

71.  Ueber  die  Jacobi*8chen  Functionen  dreier  Variabein.    G.  Frobenius.    Grelle 

GV,  36. 

72.  Ueber  den   gemeinsamen  Theiler   zweier  ganzer  Functionen  einer  Veränder- 

lichen.   E.  Netto.    Grelle  GVI,  81.    [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  162.] 
78.  Ueber  Theilbarkeitseigenschaften  ganzer  Functionen  höherer  Differentialquo- 
tienten.   Fr.  Meyer.    Mathem.  Annal.  XXXVI,  436. 

74.  Sur  une  courbe  qui  remplit  toute  une  aire  plane.   G.  Peano.  Mathem.  Annal. 

XXXVI,  167. 
Verffl.  Abersche  Transcendenten.  Bestimmte  Integrale.  Determinanten.  Dif- 
ferentialgleichungen. Differentialquotient.  Factorenfolge.  Formen.  Hyper- 
elliptische Transcendenten.  Integration  (unbestimmte).  Invariantentheorie. 
Kettenbrnche.  Logarithmen.  Mittelgrössen.  Reihen.  Thetafunctionen. 
Transformationsgruppen.    Zahlentheorie  229,  233,  234. 

Oeometrie  (deseriptive). 

75.  Ueber  die  Fundamentalaufgabe  der  Axonometrie.    A.  Beck.    Grelle  GVI,  121. 

Oeometrie  Chtthere), 

76.  Sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  rdciproques.  L  a  i  s  a  n  t.  Mathesis  X,  224. 

77.  Sur  la  r^versibilit^  de  la  transformation  lindaire.   Gl.  Servais.  Mathesis  X,  132. 

78.  Ueber  algebraische  Gorrespondenzen.    Specialgmppen  von  Punkten  einer  alge- 

braischen Gurve.    A.  Brill.    Mathem.  Annal.  XXXVI,  321. 

79.  Ueber  Schnittpunktfiguren  ebener  algebraischer  Gurven.    E.  Study.   Mathem. 

Annal.  XXXVI,  216. 

80.  Ueber  die  Anzahl  der  Lösungen  gewisser  Aufgaben  und  allgemeine  Eigenschaf- 

ten  algebraischer  Gurven.    B.  Sporer.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXV, 
237,  298. 

81.  Ueber  das  sphärische  Polarsystem  und  seine  Anwendung  auf  das  Tetraeder. 

Th.  Meyer.    Grün.  Archiv  2.  R.  Vm,  363.    . 

82.  Ueber  lineare  Mannigfaltigkeiten  projectiver  Ebenenbüschel  und  collinearer 

Bündel  oder  Räume.   Th.  Reye.   Grelle  GVI,  30,  316.    [Vergl.  Bd.  XXXV, 
Nr.  96.] 

83.  Eine  Glassification  der  allgemeinen  Ebenensysteme.  V.  Eberhard.  GrelleGVI,89. 

84.  Ueber  eine  merkwürdige  Gonfiguration  gerader  Linien  im  Räume.  H.  Maschke. 

Mathem.  Annal.  XXXVl,  190. 

85.  Eine  Gonstmction  für  das  Ghasles*sche  Problem  der  Projectivität.   H.  Schroe- 

ter.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXV,  59. 

86.  Ueber  einen  Satz  aus  der  projectivischen  Geometrie.    Th.  Meyer.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXV,  881. 

87.  Propridt^  de  deux  triangles  homologiques.    J.  Neuberg.    Mathesis  X,  230. 

88.  Sur  le  c^uadrilatäre  inscriptible.    Mannheim.    Mathesis  X,  166. 

89.  Ueber  die  Gonfiguration,  welche  durch  die  Aehnlichkeitsj^unkte  und  Aehnlich- 

keitsgeraden   von  n  Kreisen  der  Ebene  gebildet  wird.    Jan  deVries. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXV,  61. 

90.  Ueber  die  Polarfiguren   der  ebenen  Gurven   dritter  Ordnung.     F.  London. 

Mathem.  Annal.  XXXVI,  636. 

9 1 .  Ueber  ein  System  linearer  Gleichungen,  welches  in  Verbindung  mit  einer  ebenen 

Gurve  dritter  Ordnung  auftritt.  J.  Rosanes.  Mathem.  Annal.  XXXVI,  316. 

92.  Lineare  Gonstructionen  des  neunten  Schnittpunktes  zweier  Gurven  dritter  Ord- 

nung.   F.London.    Mathem.  Annal.  aXXVI,  686. 
Vergl.  Oberflächen.    Singularitäten. 
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Geschichte  der  Hathematik. 
98.  Sar  les  bibliographies  des  sciences  mathämatiques.   G.  Enestr5m.  BiLlioth. 
math.  1890,  37. 

94.  Programme  d'un  cours  universitaire  d'bistoire  dep  math^matiqDes.    G.  Ene- 

ström.    Bibliotb.  matb.  1890,  1 . 

95.  Sar  le  proc^d^  emplovd  dans  le  papyras  de  Bbind  ponr  r^duire  les  ftactions 

en  qaantiämeB.    Y.  Bobynin.    Bibliotb.  matb.  1890,  109. 

96.  Geminus.    M.  Steinscbneider.    Bibliotb.  matb.  1890,  107. 

97.  Beiträge  zar  Geschicbte  der  Maibematik  im   Mittelalter.     J.  L.  Heiberg. 

Zeitscbr.  Matb.  Pbya.  XXXV,  bist.-lit.  Abtb.  41,  81. 

98.  Die  erste  Anwendung  des  Jakobsstabea  zur  geograpbiscben  Ortebestimmnng. 

S.  Güntber.    Bibliotb.  matb.  1890,  73  —  M.  Steinscbneider  ibid.  107. 

99.  Intorno  ad  an  trattato  anonimo  salVAstrolabio  riconosciato  opera  di  Pros* 

docimo  de*  Beldomandi.     A.  Favaro.     Bibliotb.  matb.  1890,  81.  —  P. 
Biccardi  ibid.  113. 

100.  üeber  die   matbematiscben  Handscbriften  der  amplonianiscben  Sammlang. 

M.  Steinscbneider.    Bibliotb.  matb.  1890,  66. 

101.  üeber  eine  lateiniscbe  Bearbeitung  von  Zarkal^s  Sapbea.    M.  Stein  Schnei- 

der.   Bibliotb.  matb.  1890,  11. 

102.  Ueber  die  ersten  Eegelscbnittzirkel.  A.  v.  Braunmübl.  Zeitscbr.  Math.  Phjs. 

XXXV,  bist.-lit.  Abtb.  161. 

103.  La  formale  d'Ozanau  est  dae  k  W.  Snell.    Le  Paige.    Matbesis  X,  34. 

104.  Sur  quelques  Berits  matb^matic^aes  publi^s  en  Espagne  aux  XVI.  et  XVn. 

si^cles.    G.  Vicufia.    Bibliotb.  matb.  1890,  82. 

105.  üeber  Marcus  Marci  de  Eronland.   W.  L&ska.    Zeitscbr.  Matb.  Phys.  XXXV, 

bist.-lit.  Abtb.  1. 

106.  Ecrit  postbnme  de  Descartes  intitulä  „De  solidarum  elementis*.    E.  de  Jon- 

quieres.    Bibliotb.  matb.  1890,  43. 

107.  Note  bistorique  sur  la  somme  des  valeurs  inverses  des  nombres  carr^   6. 

Eneström.    Bibliotb.  math.  1890,  22. 

108.  Bibliographische  Notiz   ilber  die  mathematisch -bistoriscben  Stadien  in  der 

Schweiz,    fl.  Suter.    Bibliotb.  math.  1890,  97. 

109.  Bibliographie  espagnole  de  Fbistoire  des  matb^matiques.    G.  Vicufia.  BibL 

matb.  1890,  13. 

110.  Sur  les  Berits  d^bistoire  des  matb^matiques  publice  en  Portugal.    F.  Oomei 

Teizeira.    Bibliotb.  matb.  1890,  91. 

111.  Grelle  ou  Brocard?    P.  Mansion.    Matbesis  X,  28. 

112.  Esquisse  bistorique   sar  la  marche  du  d^veloppement  de  la  g^om^trie  da 

triangle.    E.  Vigarid.    Matbesis  X,  Supplement 

113.  üfi  propositione  novae  Bibliotbecae  matbematicae  italicae  secoli  XIX.  P.Bic* 

cardi.    Bibliotb.  matb.  1890,  56. 
Vergl.  Logikkalkül. 

Gleiehimgen« 

114.  Ein  neuer  Beweis  der  Unmöglichkeit,  allgemeine  Gleichungon  höheren  Gradee 

algebraisch  aufzulösen.    A.  Kneser.    Grelle  CVI,  48. 

115.  Resolution  ^apbique  des  äquations  num^riques  du  3«  et  du  4«  degr^.  Benschle. 

Matbesis  a,  55. 

116.  Posant  X»+t  =  a;Zn--X:«-i  et  X,  =  l,  Z.  =  »-l  ou  bien  Z,  =  1,  3i  =  a:+l 

on  cherche  les  radnes  de  Xtp  =  0.    J.  G.  Darbouz.    Matbesis  X,  91. 

117.  RöBOudre  r^quation  («•-3ga?-fi?»-8i>fl[)*-4(pd5  +  2)' =  a   J.G.Darbonx. 

Matbesis  X,  150.  —  E.  Gatalan  ibid.  155. 

118.  Besondre  P^quation  

yabxix-a-h)  +Vhcx{x-h-c)  +  ycax{x-a-c)  =  yabcia  +  h-^^y 
De  Sträkalof.    Matbesis  X,  259. 
11^9.  Neues  Verfahren  zur  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  zweier  numerischer 
algebraischer  Gleichungen  mit  zwei  unbekannten.  B.  Mebmke.  Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXV,  174. 

120.  Rdsoudre  le  systöme  a;«(y-if)  =  a,   ««(if  — ä)  =  5,   ««(a;-y)  =  <j.     Bejens, 

Denys,  Verniory  etc.    Matbesis  X,  44. 

121.  Condition  n^cessaire  et  süffisante  pour  la  compatibilit^  des  ^qnations  y*+^ 

- 2ayg  =  je^  +  Ä«-26;efaj  =  a«  +  y«-  2cxy  =  0.      Broudza.     Matbesis 
X,  22. 
Vergl.  Functionen  72. 
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Hsrperbel. 
122.  Constrtiction  des  Schnittes   einer  Geraden  mit  einer  Hyperbel.     F.  Buth 
Gran.  Archiv  2.  R.  VHI,  816. 

HsrperelliptisclLe  TranseendeatMu 
128.  Untersuchangen  aus  dem  Gebiete  der  hrpereiliptischen  Modnlfanctionen.    H« 
Burkhard t.    Mathem.  Annal.  XXXVl,  371. 

!• 

Integration  (unbestimmte). 

124.  Tronver  la  valear  de  Tintdgrale    /  — = ^-^  >     W.  Mantel.    Ma- 

the«8X.88.  J  ^*-'>  +  ^   Va^-l 

y*  x^  dx 

— '—  —  ou  Ton  a  pos^ 

-,       (Ä;  +  l)(Ä;  +  2)...(Ä;  +  m-l)     ^  ^  ^v.    -    ^   c.^^ 

P*  =  ^ V  o  Q  — 7-^T^ Rnex.    Mathesis  X,  276. 

!•  J.o  • .  •  {jn  —1; 

Invariantenthoorie. 

126.  Eine  besondere  Art  von  Govarianten  bildender  Operation.     E.  Wiitheiss. 

Mathem.  Annal.  XXXVI,  184.    [Vergl.  Bd.  XXXY,  Nr.  568.] 

127.  Ueber  die  Hesse*sche  Covariante  einer  ganzen  rationalen  Function  von  ter- 

nären  Formen.    E.  Wölffing.    Mathem.  Annal.  XXXVI,  97. 
188.  A  simple  proof  of  the  existence  of  irredacible  invariante  of  de^es  20  and 
80  for  the  binary  seventhic.  J.  Hammond.  Mathem.  Annal.  XXXVI,  255. 

129.  Ueber  eine  Invariante  der  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

Dietrichkeit.    Zeitschr.  Math.  Phjs.  XXXV,  52. 

Kegelschnitte. 

130.  Foyers,  directrices,  azes  de  coniques'd*apr^s  la  conception  de  Plücker.  V.  Lac 

de  Bosredon.    Mathesis  a,  265. 

131.  ZurConstraction  derEegelschnittslinien.    Fr.  Schiffner.    Grün.  Archiv  2.  R. 

Vni,  817. 

132.  Ueber  die  Systeme  derjenigen  Kegelschnitte,  die  eine  bicircnlare  Gurre  vierter 

Ordnung  viermal  berühren.    O.Richter.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXV, 
Supplement. 

133.  Sur  les  coniques  osculatrices.    Ed.  Dewulf.    Mathesis  X,  55. 

134.  Les  coniques  passant  par  un  point  donn^  et  osculant  en  un  autre  point  donnd 

une  mdme  ligne  ont  leurs  centres  sur  une  conique  de  centre  donn^.    Ser- 
vais.    Mathesis  X,  18.  —  Eeelhoff  ibid.  19.  —  Meurioe  ibid.  20. 
136.  Die  Curven,  welche  von  Punkten  von  Kegelschnitten,  die  sich  ohne  zu  gleiten 
längs  anderer  Curven  wälzen,  beschrieben  werden.    H.  Ekama.    Grün. 
Ardhiv  2.  R.VIII,  888. 

136.  Coniques  inscrites  dans  un  quadrilat^re  donnä.    D^prez  etDecamps.    Ma- 

thesis X,  285.  —  Baudran  ibid.  236. 

137.  Valeur  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points  d*une  conique.    Ander- 

son, Cl.  Servais.    Mathesis  X,  258. 

138.  Conique  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  circonfdrences  dont  les  centres 

se  trouveut  a  distance  constante  sur  la  m6me  droite.    De  Bözoky  etc. 

Mathesis  X,  18. 
139«   Beiträge  zur  Theorie  der  Kegelschnitte  und  des  geraden  Kreiskegels.  F.  Ruth. 

Grün.  Archiv  2.  R.  VIIi;  1. 
140-    Zur  Theorie  der  Kefi^elschnittslinien.  £.  Czuber.  Grün.  Archiv  2.  R.  VII F,  108. 
1^1.    Sur  une  propri^tä  aes  coniques.    Mdme.  Prim.    Mathesis  X,  252. 
142.    Ueber  zwei  Kegelschnittsätze.  0.  Richter.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXV,  125. 
X^3[   X)i6  merkwürdigen  Punkte  derjenigen  Tangentendreiecke  einer  Curve  zweiter 

Ordnung,  welche  von  zwei  festen  Tangenten  und  einer  beweglichen  ge* 

bildet  werden.    Th.  Meyer.    Grün.  Archiv  2.  R.  VIII,  307.  <^  t 
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144.  8nr  qaelqaes  coniqaes  se  tronvant  en  rapport  aveo  le  mouyemeiit  dam  nn 
cercle  donn^  a*ane  corde  de  lougaear  constante.    Verniory.    Matheus 
X,  266.  —  Cl.  Servals  ibid.  267. 
Yergl.  Dreiecksgeometrie.  Ellipse.  Geschichte  der  Mathematik  102.  Hyperbel. 
Kreis.    Parabel. 

XettenbrUdie. 
146.  Eztraction  de  la  racine  carr^e  en  fraction  continue  p^riodiqae.    Carrara. 
MatiieaiB  X,  16.  —  Catalan  ibid.  17. 

Bnamatik. 

146.  Üeber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene.    R. 

Mehmke.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXY,  1,  66. 

147.  Die  momentane  Bewegung  dreier  starrer  Geraden  mit  einem  gemeuschaft- 

lichen  Punkte  in  einer  Ebene.     M.   Grübler.     Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXV,  247.  _   . 

Xreit. 

148.  Siz  points  des  cCtäs  d*un  triangle  situ^s  sur  one  m€me  drconförence.  Denys. 

Mathesis  X»  262. 

149.  Sur  deux  cercles  qui  touchent  deuz  c6t^8  d*un  triangle  et  qui  ont,  le  premier 

un  contact  Interieur,  le  second  un  contact  eztdneur  avec  le  cercle  drcon- 
scrit  au  triangle.    Däprez.    Mathesis  X,  67.  —  J.  Neuberg  ibid.  68. 

160.  Propri^t^  des  quatre  cercles  tangente  auz  c6t^  d*un  triangle.    Deprez.  Ma- 

thesis X,  88. 

161.  Triangle  des  trois  tangentes  communes  k  trois  circonförences  prises  deoz  ä 

deuz.    Deprez.    Mathesis  X,  211. 

162.  Gondition  süffisante  pour  qu'un  hezagone  seit  inscriptible  ä  une  drconf^rence. 

Fran^ois  etc.    Mathesis  X,  94. 
168.  Hezagones  dont  les  sommets  sont  sitn^s  deuz  ä,  deux  sur  trois  circonfi^renoei 
ayant  une  corde  commune.    P.  H.  Scheute.    Mathesis  X,  42. 
Yergl.  Dreiecksgeometrie. 

Lenuüskate. 
164.  Die  Lemmskate.    E.  Oekinghaus.    Grün.  Archiv  2.  R.  YIII,  24.    [Yergl.  Bd. 

XXXY,  Nr.  207.] 
166.  Engendrement  de  Toyale  de  Cassini.    Däprez.    Mathesis  X,  64.  —  Genese 
ibid.  66. 

Logarithmen. 

166.  L'expression  symbolique  ^ — - — ^ dans  laquelle  Hp  repr^ente  la 

somme  des  p  premiers  termes  de  ]a  s^rie  harmonique,  tend  yers  lo^c, 
lorsque  n  croit  ind^finimeni    E.  Cesaro.    Mathesis  X,  86. 

LogikkalktU. 

167.  Eine  Berichtigung  zum  I.  Bande  meiner  Algebra  der  Logik.    E.  Schröder. 

Mathem.  Annal.  XXXVI,  602. 

H. 

Haxiiiia  und  'iM'i«<w»tT 

168.  Mazima  gdom^triques  trouv^s  sans  employer  le  calcul  diff^rentieL    J.  Neu* 

berg.    Mathesis  X,  170. 

169.  Ueber  eine  Mazimalaufgabe  zur  angeblichen  Dreitheilung  eines  Winkeb  von 

Averdieck.    E.  Lampe.    Grelle  CY,  365. 

160.  Triangle  ^quilatäral  maximum  ou  minimum  circonscrit  &  une  elllpse  donn^. 

H.  Brocard.    Mathesis  X,  144.  —  A.  Thir^  ibid.  146. 

161.  Yaleurs  de  la  fonction  ^ S~,   ^^   ^,  «   Sohle,  Denys,  Decamps.  Matheds 

X,  149.  ^  -t-a^ 

Hedianik. 

162.  Sur  le  probldme  des  trois  corps  et  les  ^quations  de  la  dynamique.  H.  Poin* 

car^.    Acta  math.  XIII. 

163.  Ueber  die  analytische  Yerwendung  des  Energieprincips  in  der  Mechanik.  G. 

Helm.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXY,  307.  ^ 
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164.  Beiträge  zur  Theorie  ebener  Eräfteeysteme.     F.  Eosoh.     Zeitschr.  Math. 

Phya.  XXXV,  166. 
166.  üeber  Gleichgewichtsponkte  der  ADsiehong  von  Linien.    B.  Hoppe.    Gron. 

Archiv  2.  R.  VHL  94. 

166.  InkreiBoentram  als  Gleichgewichtspunkt.     B.  Hoppe.     Gron«  Archiv  2.  B. 

Vm,  112. 

167.  Aehnlichkeitspnnkt  als  Gleichgewichtspunkt  der  Anziehung  ebener  Flächen- 

stficke.    Gron.  Archiv  2.  B.  YHI,  221. 
16&  Gleichgewicht  der  Anziehung  einer  ringförmigen  Ebene.    B.  Hoppe.    Gran. 

Archiv  2.  R.  VUl,  223. 
169«  Üeber  die  Bewegung  freier  Ketten  in  rotirenden  Linien.  F.  August.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXV,  97.    [VergL  Bd.  XXXIV,  Nr.  186.] 

170.  Courbes  d^rites  pendant  le  d^placement  d*un  plan  mobile  sur  un  plan  fixe. 

Meurice.    Mathesis  X,  203. 

171.  Probleme  sur  le  billard  circnlaire.    A.  del  Be.    Mathesis  X,  217. 

172.  Courbes  d^crites  par  les  sommets  d*uu  cadre  rectangulaire  suspendn  sur  un 

dou,  la  cordle  de  Suspension,  dont  les  ezträmltes  sont  attachdes  ä  deuz 
sommets  du  cadre,  venant  h  glisser.    H.  Brocard.    Mathesis  X,  201. 
VergL  Astronomie.    Elektricität.   Functionen  60.   Kinematik.    Schwerpunkt. 

Hittalgrössen. 

173.  La  moyenne  arithm^tique  de  plusieurs  nombres  positifiB  est  sup^rieure  ä  leur 

moyenne  g^omätrique.    E.  Bernds.    Mathesis  X,  118. 


ObarflftdheA. 

174«  Bein  geometrische  Untersuchungen  fiber  algebraische  Minimalflächen.  B. 
Sturm.    Grelle  CY,  101. 

176.  Ueber  die  durch  ein  lineares  Flächensystem  n^  Ordnung  definirten  mehrdeu- 
tigen involutorischen  Baumverwandtschafken.  Gh.  Steinmetz.  Zeitschr. 
Ifiith.  Phjs.  XXXV,  219,  272,  364. 

176.  Paradoxe  survenant  dans  Tävaluation  de  Taire  d*une  surface  courbe.  P.  Man- 

sion.    Mathesis  X,  222. 
Vergl.  Abersche  Transcendenten.  Analytische  Geometrie  des  Baumes  18,  20. 
Gleichungen  119. 

Oberfliohen  zweiter  Ordnung. 

177.  Th^orlmes  sur  des  quadriques.    V.  Jamet.    Mathesis  X,  168. 


Parabel. 

178.  Theor^mes  sur  la  parabole.    C.  Bergmans.    Mathesis  X,  116.    [Vergl.  Bd. 

XXXIV,  Nr.  206.] 

179.  Mouvement  d'une  parabole  donnde  pendant  qu*elle  reste  taugen te  k  une  droite 

donnäe  en  un  point  donn^.    Pisani.    Mathesis  X,  206. 

180.  Sur  un  groupe  de  brois  paraboles.    H.  Mandart.    Mathesis  X,  30. 

Plauimetrio. 

181.  Sur  un  porisme  d'Euclide.    A.  C.    Mathesis  X,  116. 

182.  Trois  droites  dans  un  triangle  äquilatäral  qui  se  coupent  en  un  mdme  point. 

Laurens,  Jeräbek.    Matiiesis  X,  20.  —  Emmerich  ibid.  20.  —  De- 
camps  ibid.  21.  —  De  Bozökv  etc.  ibid.  21. 

183.  Belatiou  entre  les  cdtäs  d*un  triangle.    Anderson.    Mathesis  X,  213.  —  J. 

Neuberg  ibid.  214.  —  De  Tilly  ibid.  214. 

184.  Triangle  non-^quilat^ral  dans  lequel  une  hauteur,  une  bissectrice,  une  me- 

diane partant  chacune  d'un  autre  sommet  sont  ägales.    Lemoine,  De 
Bocquigny.    Mathesis  X,  119.  ~  Bochetti,  Deprez,  Gob  ibid.  120. 

185.  Sur  trois  triangles  semblables  dans  un  mSme  plan.  Mdlle.  Bouwmeester  etc. 

Mathesis  X,  69. 

186.  Sur  Tenn^agone  regulier.    A.  Denys.    Mathesis  X,  162. 

Vergl.  Dreiecksgeometrie.    Kreis.    Schwerpunkt 
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BeetiilcatioiL 

187.  üeber  die  Bectification  der  Erammungslinien  auf  ßöhrenflächen.  A.  Ah  reo  dt. 

Gran.  Archiv  2.  R.  VIII,  442. 

188.  Anwendung  des  Taylor'Bchen  Satzes  sar  Bectification  der  Ellipse  und  cor 

Complanation  des  Ellipsoids.    C.  Benz.    Gran.  Archiv  2.  B.  VIII,  878. 

Beihen. 

189.  Bemerkungen  über  die  Darstellung  von  Reihen  darch  Integrale.    L.  Kron- 

ecker.   Grelle  CV,  157,  345. 

190.  Sur  le  ddveloppement  des  fonctions  en  särles.   Bruno  deCabedo.  Mathess 

X,  114. 

191.  Die  harmonische  Beihe.    H.  Simon.    Grün.  Archiv  2.  B.  VIII,  113. 

192.  Ueber  harmonische  Beihen  ungerader  Ordnung.     F.  Bogel.     Gran.  Archiv 

2.  B.  VUI,  320. 

193.  Ein  allgemeines  Theorem  aus  der  Theorie  der  recurrirenden  Reihen.   W. 

L&ska.    Grün.  Archiv  2.  B.  VIII,  222. 

194.  Untersuchung  der  Eigenschaften  einer  Gattung  von  unendlichen  Beihen.   ß. 

Lipschitz.    Grelle  GV,  127;  GVI,  27. 

195.  ludependente  Darstellungen  der  Tangenten-  und  Secanten-Goefficienten.   F. 

BopeL    Grün.  Archiv  2.  B.  VUI,  295. 

196.  Summation    einer  gewissen   endlichen  Beihe.     A.  13 rill.     Mathenu  AnnaL 

XXXVI,  361. 

197.  Sommation  de  S{8inha)^p  depuis  h  =  l  jusqu'ä  h  =  n  pourvu  que  a  =  r-  et 

^<2n.    De  BOzökj,  Molenbroek,  D^prez.    Matheeis  X,  62. 

198.  Sur  une  question  de  limites.  E.  Ges&ro.  Mathesis  X,  25.    [Vergl.  Bd.  XXXY, 

Nr.  296.]  -  „  ^  -.\Lr(r+l) 

199.  Seit  pr={l-x)(l-a*)...{l'af)  on  a ?^—  +  —?L ^?^Z1 —  =  i. 

Klompers,  D^prez.    Mathesis  X,  86. 
20Ö.  Dämontrer  que  ^.a,.,  + j-j^,.C4.2  +  gJ^  W. 

Mantel.    Mathesis  X,  200. 

201.  Eine  Summationsformel.    L.  Saalschütz.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXV,  186. 

Vergl.  Abersche  Transcendenten  4.  Bestimmte  Integrale  23.  Differentialqao- 
tient  44.    Factorenfolge  59.   Zahlentheorie  233. 

m. 

Sohwerponkt. 

202.  Deux  triangles  ayant  m6me  centre  de  gravitä.  P.  H.  Schonte.  MathesuX,!!. 

Singularitäten. 

203.  Ueber  Baumcurven- Singularitäten.    G.  F.  E.  Björling.    Grün.  Archiv  2.B. 

VUI,  83. 

204.  Eintheilung  der  Strahlencongruenzen  zweiter  Ordnung  mit  Brenn-  odersingo- 

lären  Linien.    B.  Sturm.    Mathem.  Annal.  XXXVI,  467. 

205.  Propri^t^  des  courbes  algdbriques  d*ordre  m  qui  ont  un  point  multiple  d*ordre 

(m-1).    H.  Balitrand.    Mathesis  X,  251. 

206.  Ueber  die  Bealität  der  Doppeltangenten  rationaler  Plancurven  vierter  Ord- 

nung vom  G eschlechte  Null.  W.  B  i  n  d  er  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXV,  25. 

Stereometrie. 

207.  Sür  le  tätra^dre  orthocentrique.    G.  de  Longchamps.    Mathesis  X,  49,  77. 

208.  Sur  deux  tätraädres  dont  Tun  est  triple  de  Tautre.  Mosnat.  Mathesis X,  253. 

Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  106. 

T. 

Thetaftinetionen. 

209.  Ueber  die  Beziehungen  zwischen  den  16  Thetafunctionen  von  zwei  VariabebL 

P.  Schottky.    Grelle  GV,  233. 

210.  Eine  algebraische  Untersuchung  über  Thetafunctionen  von  drei  Argamenten. 

F,  Schottky.    Grelle  GV,  269. 
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Topologie. 

211.  Ein  Satz  aus  der  Topologie.    V.  Eberhard.    Math em.  Annal  XXXVI,  121. 

Tri^eetorie. 

212.  Trajectoires  orthogonales  des  coorbes  y^-^Sx^  —  ax^O.    Aire  de  la  boude 

formte  par  nne  de  ces  trajectoires.    EL  Brocard.    Mathesis  X,  61. 

213.  Toute  d^veloppante  de  chainette  rencontre  sous  un  angle  constant  une  infinite 

de  cjrconfärences  dgales  ajant  lears  centres  aur  une  droite.    E.  Oestro. 
Mathesis  X,  188. 

TransformationsgrappeA. 

214.  Die  Zusammensetzung  der  stetigen  endlichen  Transformati onsgmppen.    W. 

Killing.    Mathem.  Annal.  XXXVI,  161.    [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  706.] 

215.  Bestimmung  der  grössten  Untergruppen  von  endlichen  Transformationsgrnppen. 

W.  Killing.    Mathem.  Annal.  XXXVI,  239. 

Trigonometrie. 

216.  Demonstration  des  formules  sinia  +  b)  et  cos{a'^h).    Thiry.    Mathesis  X,  64. 

—  B.  J.  Glasen  ibid.  112. 

217.  Cons^quences  tiräes  de  T^quation  8in{a -h  P)  +  sin(ß -^  y)  +  8in{y  +  a)  =  0.     J. 

Beyens.    Mathesis  X,  122. 

218.  Demonstration  eiämentaire  de  rinegalitd  x  —  sinx<,h^*'    Desmons,  Qelin. 

Mathesis  X,  68.  —  E.  Bernds  ibid.  112.  —  J.  Smeets  ibid.  167. 

219.  Das  Problem  der  Winkelhalbirenden.    W.  Hey  mann.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXV,  254. 

220.  Resolution  de  IMquation  C08X  +  a,8inx  =  b.    Goudin.    Mathesis  X,  54. 

221.  Trouver  les  valeurs   des  coefiGcients  dans  Tidentite  A*8inx  +  A98inSx  +  '" 
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Commentar  zu  dem  „Traotatus  de  Nnmeris  Datis*' 
des  Jordanus  Nemorarius. 

Von 

Maximilian  Cürtze 

in  Thorn. 
(Sehlass.) 


lordani  Nemorarll  de  Nnmeris  Datis  Liber  IT. 

L  Si  dxLO  numeri  per  alios  duos  diuidantur,  et  istorum  et 
illornm  fuerint  proportiones  datae,  dinidentia  quoqne  pro- 
portionem  ad  inaicem  habebunt  datam. 

üt  si  a  et  2)  per  c  et  d  diuidantnr^  et  exeant  e  et  /'»•faeritque  a  ad  & 
et  c  datnm  ad  d.  Diuidatur  proportio  a  ad  &  per  proportionem  c  ad  d, 
et  exibit  proportio  e  2Ä  f^  quoniam  proportio  a  ad  &  continuatur  ex  pro- 
portione  c  ad  d  et  proportione  e  ad  /*. 

Verbi  gratia  dioisoris  ad  diuisorem  sit  proportio  dupla  et  inter  diui- 
808  sit  tripla  proportio.  Diuidantar  ergo  tria  per  duo ,  et  exibunt  unum  et 
dimidium,  qaare  inter  diuidentia  erit  proportio  sesqaialtera.  (Nota  quod 
dinisor  uocator  hie  namerus ,  per  quem  fit  diuisio ,  nameras  diuidens  uocatur 
nameras  quotiens.] 

I.  Kennt  man  von  zwei  Brüchen  das  YerhältniBB  der  Zähler  und 

das  der  Nenner,  so  kennt  man  aach  das  Verhäitniss  der  Brüche  selbst 

Gegebene  Gleichungen: 

a;:y  =  ifi,    jef:t7  =  n. 

Gesucht  ist  —  :^.    Man  hat  direct  —  :-^=  ^. 
g     V  8     V       n 

Beispiel:  w  =  8,  n  =  2;  dann  ist  also  —  :-^  :=  J. 

Z       V 

II.  Qnod  si  inter  dinisores  et  diuidentia  faerint  datae  pro- 
portioneSy  et  numeri  diuisi  ernnt  ad  inuicem  dati. 

Ducatur  siquidem  altera  in  alteram  et  producetur  illomm  proportio 
simili  de  causa.  ^  j 
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Verbi  gratia  dioidens  diaidenti  sit  sesqnialterQm  et  diaisor  diuisori 
sesquitertius.  Itaqne  unüm  et  dimidium  in  nnum  et  tertiam  ducaniar,  et 
fient  duo,  quare  numeras  diuisns  alii  duplus  erit, 

n.  Kennt  man  ebenso  das  Verhältniss  der  Nenner  nnd  das  der 
Brüche,  so  kennt  man  auch  das  Verhältniss  der  Zähler. 

Gegebene  Gleichangen :  M'V=sm 

X    y 
e    V 
Gesucht  wird  x : y.    Man  findet  umgekehrt  wie  vorher  sofort  x:y  =  m,n, 

Beispiel:  n  =  1|,  m  =  1|;  also  ist  » : y  =  2. 

III.  Si  numeras  datus  per  duos  numeros  diuidatur,  qao- 
rum  differentia  atque  diuidentium  differentia  datae  fuerint, 
ipsi  etiam  datae  erunt. 

Sit  numerus  datus  a,  qui  diuidatur  per  b  et  c,  quorum  differentia  d 
data,  et  exeant  e  et  f,  quorum  differentia  g  data,  sitque  sicut  &  ad  d  ita 
&  ad  c;  sed  sicut  2)  ad  d  ita  /*  ad  ^,  quare  f  sd  g  sicut  h  vA  c,  Sed  f'in 
c  facit  a,  ergo  et  A  in  ^  facit  a.  Item  &  in  c  faciat  {;  igitur  et  d  in  A 
faciet  2.  Itaque  a  ad  2  sicut  ^  ad  d,  quare  a  ducatur  in  d  et  productom 
diuidatur  per  g^  et  exibit  l  datum,  quare,  cum  differentia  &  ad  c  sit  data, 
erit  b  et  c  data  et  ob  hoc  e  et  f. 

Verbi  gratia  XXIIU  diuidatur  per  duos  numeros ,  quorum  differentia 
sit  unum,  et  exeant  duo  numeri,  quorum  differentia  duo.  Ducatur  er^ 
unum  in  XXIIU,  et  erunt  XXIIU,  qui  diuidantur  per  duo,  et  fient  XII, 
quorum  quadruple  addatur  quadratum  unius,  fientque  XLIX,  cuins  radii 
VII;  de  quo  sublato  uno  et  reliquo  mediato  prouenient  tria,  et  ipse  erit 
minor  diuisorum  et  maior  IUI,  diuidentia  VIII  et  VI. 

m.  Theilt  man  eine  gegebene  Zahl  durch  swei  andere,  dereo 
Differenz  man  kennt,  und  ist  sugleich  die  Differenz  der  beidenQao* 
tienten  bekannt,  so  sind  auch  die  beiden  unbekannten  Zahlen  ge- 
geben. 

Gegebene  Gleichungen:  x  —  y  =  dy 

a      a  __ 

Jordanus  setzt  —  =  «,  -- =  /  und  x:d  =  h:y.   Es  ist  aber — :( ) 

XX  SU       '  y     '  ^  y  \y     xJ 

=  — —  =  -jt  folglich  ist  fig^xid  und  daher  auch  fzg^hiy.  Da  aber  f.y^^ 

ist,  so  ist  auch  g,h  =  a.  Ist  nun  xy^l,  so  ist  auch  <IA  =  2  =  -^«  also  kennt  man 

xy^  und  da  re  —  y  gegeben  ist,  so  ist  nach  Buch  I,  in  auch  x  und  y  einzeln  bekanst. 

Beitpiel:  aB84,  d  =  l,  g=-2;  hier  ist  -^  =  12,  also  ist  a;  —  y  =  1,  a;y » 1% 

woraus  in  gewohnter  Weise  re  =  4,  y  =  8  folgt.  Die  beiden  Quotienten  aber  sind  6  und  8. 

IV.  Si  yero  diuidentium  differentia  data  fuerit,  compositusque  ex  dioi- 
soribus  datus,  quilibet  eorum  datus  erit. 

Dispositio  snperior  remaneat,  praeter  quod  bc  datos  est  et  non  d;  sed 
etiam  proportio  a  ad  ^,  quae  2  ad  d.     Si  igitur  2  per  d  diuidatur  proueniet 
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quiddam  datum,  cnmque  d  sit  differentda  c  et  &,  qai  faciant  unnm  datum, 
et  l  fiat  ex  c  in  &,  erit  c  et  h  datum,  et  sie  e  et  f  data  erunt. 

Verbi  gratia  XX  diaidantar  per  duos  nnmeros,  ex  quibns  componitar 
VII,  et  proueniant  duo  nnmeri,  quorum  differentia  est  VI.  Dioidatnr  ergo 
XX  per  VI ,  et  exibant  tria  et  tertia^,  caius  quadruplum  est  XIII  et  tertia, 
caius  quadratum  si  addatur  quadruple  quadrati  VII,  fient  CCCLXXIII  et 
Septem  nonae,  cuius  radix  est  XIX  et  tertia.  De  quo  subtracto  XIII  et 
tertia  reliqui  medietas  est  III,  quo  subtracto  de  VII  reliqui  dimidium  est 
duo,  qui  est  uuum  diuisorum,  reliquus  V^  diuidentia  quoque  X  et  IUI. 

IV.  Ebenso,  wenn  statt  der  Differens  der  Divisoren  ihre  Sniffme 
gegeben  ist,  sonst  aber  die  Aufgabe  unverändert  bleibt. 

Gegebene  Gleichungen:  ^  .  *, 

a       a 

Genau  wie  vorher  kann  man  ableiten 

Man  hat  also  die  beiden  Gleichungen  zu  lösen 

x  +  y  =  «, 

_£^~^ 
x-y     g ' 
was  Buch  I,  Nr.  XVn  gezeigt  ist 

Beispiel:  a  =  20,  s  =  7,  ^  =  6;  es  i&t  a:g  =  ^  und  nach  I,  XYli  erhält  man 
also  für  x  —  y  die  Gleichung: 

(a;-y)(a;-y  +  18J)  =  49. 

Aus  ihr  folgt  in  gewohnter  Weise  x  —  y  =  S,  also  ist  y  =  2,  o;  =  5,  also  die  Quo* 
tienten  10  und  4. 

V.  Si  duo  numeri  fuerint  ad  inuicem  dati,  et  unus  in  alium 
ductus  fecerit  numerum  datum,  uterque  eorum  datus  erit. 

üt  si  a  ad  &  datus,  et  unus  in  alium  fecerit  c  datum.  Esto  ergo 
aliquis  ad  c  sicut  a  ad  &,  qui  fit  d  et  datus,  atque  ipse  fiet  ex  a  in  se; 
extracta  ergo  radice  illius  habebitur  a  datus,  et  sie  h  datus  erit. 

Verbi  gratia  unus  alteri  sit  sesquitertius ,  unusque  in  alterum  faciat 
XL VIII.  Addatur  ergo  XLVIII  sna  tertia,  et  fient  LXIIII,  cuiüs  radix  est 
"VIII,  et  ipse  est  ille  unus,  et  reliquus  erit  VL 

V.  Kennt  man  das  Verhältniss  und  das  Produot  zweier  Zahlen, 
so  sind  beide  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen :  ^ .  -.  _.  „^ 

« .  y  =  c. 
^us  x:y  =  t:xy  folgt  ^  =  rc*  =  mc,  es  ist  also  x  und  daher  auch  y  gegeben. 
Beispiel:  m  =  1|,  c  =  48;  es  ist  mc  =  64,  also  o;*  =  64,  rc  =  8,  y  =  ß. 

VI.  Duobus  numeris  ad  se  datis  si  quadrata  eorum  con- 
inncta  fecerint  numerum  datum,  ipsi  etiam  dati  erunt. 

üt  si  a  ad  5  datus,  et  ex  a  in  se  fiat  c,  et  ex  h  in  se  fiat  d,  sitque 
4*4i  datns.  Est  autem  c  ad  d  proportio  a  ad  &  dnplicaia,  quare  et  data; 
3ic  ergo  et  c  et  d  datum  erit.  ^  t 
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Verbi  gratia  alter  alten  dnplas  erit,  et  qnadrata  eorom  coniimcta 
faciunt  D.  Quia  ergo  nnnm  nni  qnadruplam  erit,  erit  D  eidem  quintoplnm, 
et  ipsnm  erit  C,  cuius  radix  est  X,  et  ipse  est  minor,  maior  aatem  erit  XX. 

VI.  Kennt  man  von  zwei  Zahlen  das  Yerhältniss  und  die  Samme 
ihrer  Quadrate,  so  sind  beide  Zahlen  bekannt. 

Gegebene  Gleichungen:  x'H  =  m 

Man  hat 

rc* :  y*  =  w* 
und  also  fQr  x*  und  y*  als  unbekannte  nach  I,  xix  zu  lösen. 

'Beispiel:  m  =  2,  «  =  500;  man  findet  a:»  =  4y*,  also  6y*  =  600,  y«=100,  y  =  10, 
x  =  20, 

VIL  Datis  numeris  duobas  ad  inaicem  si,  qnod  fit  ex  com- 
posito  ex  ipsis  in  eornm  differentiam,  datum  erit,  nterque 
eorum  erit  datus. 

Quod  enim  fit  ex  composito  in  eornm  differentiam,  est,  qnod  additqnft- 
dratam  maioris  snper  qnadratam  minoris,  oumqne  qnadrati  ad  qnadntam 
sit  proportio  data,  et  illias  ad  ipsam  data  erit,  qnare  qnadratam  datum, 
ob  hoc  latus  eins  et  similiter  reliquum. 

Verbi  gratia  altemm  alteri  triplum  sit,  et  compositam  ex  ipsis  in 
eorum  differentiam  faciet  XXXII.  Cum  ergo  quadratum  quadrato  sit  no- 
nuplum,  et  ipsum  erit  eidem  octuplum,  quare  quadratum  minoris  erit  im, 
et  ipse  erit  duo,  et  reliquus  VI. 

VII.  Ebenso,  wenn  ausser  dem  Verhältniss  das  Prodnct  ans  der 
Summe  und  der  Differenz  zweier  Zahlen  gegeben  ist 

Gegebene  Gleichungen:  x'v  =  m 

(x  +  y)(x-y)  =  d. 
Man  hat  sofort  die  Gleichungen 

«* :  y*  =  w*. 


also  (««-l)y«=d,  y  =  ^-A-, 


Beispiel:  m  =  8,  (2  =  82;  es  ist  m*— 1  =  8,  also  ^  =  4,  y  =  2  und  daher 
«  =  6. 

VIIL  8i  quadratus  cum  additione  radicis  suae  per  datum 
namerum  multiplicatae  datum  numerum  fecerit,  ipse  etiam 
datus  erit. 

Sit  quadratus  a,  radix  eins  h  multiplicata  per  cd,  ut  et  c  et  d  sit 
eins  medietas,  atque  ex  h  in  cd  fiat  e,  sitque  ae  datus.  Quia  igitur  hed 
secundum  b  multiplicatus  facit  ae,  quadrato  d  adiuncto  ad  ae  fiat  aefy  eritque 
aef^  quod  fit  ex  bc  in  se,  cumque  sit  aef  datus,  erit  et  be  datus.  Sab- 
traoto  igitur  c  remanebit  b  datus »  et  sie  a  datus  erit. 

Verbi  gratia  sit  quadratus,  cuius  radix  si  multiplicatnr  per  V  et  pro- 
dnotum  ei  addatur,  fient  XXXVI.  Cui  addatur  quadratum  dnorum  et  di- 
midii,  quae  sunt  dimidium  V,  et  fient  XLII  et  quarta,  cuius  radix  est  sex 
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et  dimidinmy  de  qno  ablatis  dnobas  et  dimidio  remanent  IUI,  qai  est  radiz, 
et  qnadratns  est  XVI. 

ym.  Addirt  man  za  einem  Quadrate  das  Prodnct  ans  derWarzel 
und  einer  gegebenen  Zahl,  so  kann  man  Wurzel  und  Quadrat  be- 
stimmen, wenn  jene  Summe  bekannt  ist. 

Gegebene  Gleichung:  ^,  ^^^  ^  ^ 

Jord.  setzt  p^^c-hdy  wo  c=id  =  ^  ist;  dann  hat  er 

x*  +  2cx  =  q; 
addirt  er  daher  c*  =  <2*  hinzu,  so  entsteht 

also  erhält  er 


x=V^Ti^c  =  j/q-^^-^. 


5«Mpte?;p  =  5,2  =  86;  dann  ist  c  =  d=24,  d»  =  6J^,  g+<i«  =  4S4-,  f^g'  +  cP  =  64, 
also  Ä  =  4,  aj*  =  16. 

Man  vergleiche  hiermit  die  Auflösung  I,  YU. 

IX.  Quadratum,  qni  cum  additione  dati  nameri  facit  name- 
ram,  quem  radix  ipsins  per  datnni  numerum  mnltiplicata  pro- 
dueit,  contingit  dupliciter  assignari. 

Sit  enim  idem  quadratus  a,  radix  5,  numerus  datus  additns  c,  atque 
de  datus,  in  quem  h  dactus  facit  ac,  cuius  medietas  dy  et  ipsius  quadra- 
tum  fy  atque  differentia  &  ad  (2  sit  g,  Quia  igitur  &  in  d  bis  facit  ac, 
addunt  a  ei  f  super  ac  quadratum  g,  Itaque  a  utrobique  dempto  addit  f 
super  c  quadratum  g.  Dempto  ergo  ^  de  d  potest  remanere  &,  et  addito 
g  dA  d  potest  fieri  &,  quare  duplicitur  assignabitur  a. 

Yerbi  gratia  sit  quadratus,  qui  cum  additione  VIII  faciat  numerum, 
quem  radix  sua  per  VI  multiplicata  producit.  Medietas  ergo  VI,  quae  est 
III,  in  se  ducta  facit  IX,  qui  addit  unum  super  YIII,  cuius  radix  unitas, 
quae  erit  differentia  radicis  praedicti  et  ternarii.  Hac  igitur  differentia 
dempta  et  addita  temario  habebimus  duo  et  IUI,  quorum  quadrata  IIII  et 
XVI.  Utrique  igitur  addantur  VIII,  et  fient  XII  et  XXIIII,  quae  fiunt 
ex  ductu  senarii  in  duo  et  quatuor,  secundum  quod  propositum  fuerat. 

IX.  Wenn  ein  Quadrat  plus  einer  gegebenen  Zahl  gleich  dem 
Producte  aus  seiner  Wurzel  in  eine  andere  gegebene  Zahl  ist,  so 
lässt  sich  dasselbe  auf  doppelte  Weise  bestimmen. 

Gegebene  Gleichung:  ^^ ^  ^  __^^ 

Aach  hier  setzt  Jord.  ^=id  =  e;  er  setzt  ferner  d*=^f  und  x^d=i  g.    Er  findet 

aj«H./'=2daJH-(a;-d)*  =  a^  +  c  +  (a;-d)«, 
folglich  ist  {x  —  dj^^f-  c.    Nun  kann  in  der  Differenz  x  —  d  sowohl  rc  als  d  die 
grössere  Zahl  sein,  folglich  kann  sowohl  x^d  =  yf^c  sein,  wie  d^xs^yf-^c, 
also  ist  X  entweder  d  —  ^/*—  c  oder  d  +  yf  —  c. 

Beispiel:  c  =  8,  p  =  6;  es  ist  yf-c  =  ^9  —  8  =  1  und  daher  x  entweder  2 
oder  4,  also  x^  entweder  4  oder  16,  und  es  ist  sowohl  4  +  8  =  6.2,  als  auch  16 +8  s?  6. 4.     t 
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X.  Si  ex  maltiplicatione  radicis  saae  per  datiim  numernm 
addito  dato  namero  fiat  quadratus,  ipse  etiam  datns  erii 

Sit,  ut  prius,  a  quadratas  et  h  radiz,  et  cd  datas  nameras  mnltipli- 
cans  et  e  additos.  Dififerentia  igitur  5  ad  cd  sit  ^,  ut  sit  ^cd  tamqnam  5, 
et  qaia  2»  in  se  facit  a,  quam  etiam  producit  in  cd  addito  c,  constat  e 
fieri  ex  &  in  ^;  et  quia  gc  in  se  est,  quantum  &  in  ^  et  d  in  se,  erit 
etiam  quantam  d  in  se  cum  e,  quae  com  data  sint,  erit  et  ge  datam, 
quare  et  g  datum  atque  gcd^  qai  est  5,  sicque  a, 

Verbi  gratia  sit  qaadratus,  qui  fit  ex  additione  XI I  super  multiplica- 
tionem  radicis  per  IIU.  Itaque  quadrato  dimidii  Uli ,  qnod  est  Uli ,  super- 
addatur  Xu,  et  fient  XVI,  cuius  radix  est  IUI,  de  quo  dimidio  IIU  dempto 
remanebunt  duo,  quae  addito  similiter  IUI  faciunt  VI,  et  ipse  est  radix, 
quadratusque  XXXVI. 

X.  Multiplioirt  man  eine  Zahl  mit  einer  gegebenen  Zahl  andent- 
steht  durch  Addition  einer  andern  gegebenen  Zahl  zu  dem  Producte 
das  Quadrat  der  ersten  Zahl,  so  kann  man  diese  bestimmen. 

Gegebene  Gleichung: 

(c  +  d)aj  +  «  =  «*    (c  =  d). 
Ist  d;  —  (c  +  d)  =  ^,  also  o?  s  p  +  c  +  d,  so  ist 

(d'^e)x  +  gx  =  (c-hd}x  +  ef  d.h.  gx  =  $. 
Es  ist  aber  p  +  c  =  :c  —  d,  also  (p  +  c)*  =  ic*  — 2 da; +  d"  =  »p  + d*  =  d'  +  e,  folglich 
p  +  c  bekannt,  daher  auch  g'hC'\'d  =  x,  also  auch  a^. 

Beispiel:  cH-d=4,  «  =  12;  dann  ist  d*  +  «=16,  also  p  +  c  =  4,  05  =  6,  «»=W. 

XI.  Si  numerus  ad  quadratum  datus  cum  additione nnmeri 
ad  radicem  ipsius  dati  fecerit  numerum  datum,  et  radieem  et 
quadratum  datos  esse  consequitur. 

Sit  a  radix  et  h  quadratus,  et  c  datus  ad  a,  et  d  datus  ad  &,  ut  sit 
cd  datus;  esto  autem  sicut  h  ad  d  ita  p  ad  c,  itaque  p 5  ad  cd  sicot  h 
ad  d,  quare  hg  datus.  Est  autem  et  p  ad  a  datus,  ipsiusque  ad  illom 
proportio  sit  c,  quare  a  in  c  datum  facit  g,  qui  cum  h  quadrato  facit  nu- 
merum datum;  erit  igitur  et  a  et  &  datus. 

Verbi  gratia  tertia  radicis  et  quarta  qaadrati  facient  XI,  igitur  qoa- 
dratns  cum  radice  et  tertia  eins  faciet  XLIIII.  Huio  itaque  addatur  qua- 
dratum duarum  tertiarum,  quae  sunt  dimidium  unius  et  tertiae,  et  fient 
XLIin  et  quataor  nonae,  cuius  radix  est  viginti  tertiae,  hoc  est  VI  et  duae 
tertiae.  Ablatis  igitur  duobus  tertiis  remanent  VI,  et  ipse  est  radix,  qua- 
dratas vero  XXXVI. 

XI.  Haben  zwei  Zahlen,  von  denen  die  eine  zu  einer  Zahl,  die  an- 
dere zu  deren  Wurzel  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  steht,  eine 
gegebene  Summe,  so  ist  sowohl  die  Zahl,  als  die  Wurzel  gegeben. 

Gegebene  Gleichuug:  ^^,  +  nx  =  «. 

Man  findet  leicht 


was  nach  Vni  aufzulösen  ist. 


X*+—X=—i 

tn         m 
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Beispiel:  fi»  =  J-,  n=:|,  «=11;  dann  heisst  die  zu  lösende  Gleiobimg 

a;*  +  Ja  =  44. 
Aus  ihr  folgt  (a:  +  })«  =  44J,  also  a;4-t  =  6},  «  =  6,  oc^-m, 

XIL  Si  nameras  ad  qaadratam  datas  cam  namero  dato 
fecerit  nameram  datum  ad  radicem,  et  radiz  et  qaadratus 
datas  erit. 

Sit  9  at  prias,  a  radiz  et  h  qaadratos,  et  d  datas  ad  5,  qai  cam  e 
dato  namero  faciet  cd  datum  ad  a.  Sicut  igitar  d  ad  5,  ita  sit  e  ad  c» 
qaare  e  datas,  atqae  he  erit  nameras  datas  ad  a\  erit  ergo  similiter  et  a 
et  h  datos. 

Verbi  gratia  yicesima  pars  qaadrati  cam  XXV  faciat  triplum  radicis. 
Itaque  qaadratam  cam  qaingentis  faciet  sezagintaplam  radicis.  Medietas 
igitar  LX  in  se  faciet  DCCCC,  qai  addit  CÜCC  saper  D,  caius  radiz  XX, 
et  ipse  est  differentia  radicis  qaadrati  et  XXX«  Addita  ergo  hac  differentia 
et  ea  dempta  a  XXX  habebitar  radiz  et  X  et  L,  qaoram  qaadrata  C  et 
IID.  ütriusqaae  yicesima  sumatar,  quae  sant  Y  et  CXXY,  utriqae  additis 
XXV  fient  hinc  XXX ,  triplum  X ,  illinc  CL  triplum  L ,  ut  propositum  fuerat. 

XII.  Ist  die  Summe  aus  einer  gegebenen  Zahl  und  einem  aliquoten 
Theile  eines  Quadrates  gleich  einem  aliquoten  Theile  der  Wurzel 
desselben,  so  sind  Wurzel  und  Quadrat  gegeben. 

Gegebene  Gleichung:  mx^^e^nx. 

Man  hat  ähnlich  wie  vorher 

«im' 
also  ist  nach  IX  die  Rechnung  leicht  durchzufOhren. 

Beispiel:  fi»  =  ^^,  n  =  8,  c  =  25;  die  zu  lösende  Gleichung  ist  dann 

a^  +  600=:60x. 
Daraus  folgt  o;  =  50  oder  10,  also  a^  =  2500  odelr  100»  und  es  ist  sowohl  125  +  25 
=  3.50,  als  5  +  25  =  3.10,  wie  verlangt  wurde. 

XIIL  Si  namero  ad  radicem  dato  addatur  numerus  datas, 
ut  proueniat  nameras  ad  qaadratam  datas»  uterque  similiter 
datas  erit. 

Dispositio  eadem  sit,  praeter  qood  d  sit  datas  ad  a,  etcd  totas  datas 
ad  b.  Eadem  aatem  modo  sicat  &  ad  cd  ita  sit  e  ad  e  et  /*  ad  d,  qaare 
e  datas  y  et  f  ad  a  datas ,  atque  ef  aequalis  h,   Itaque  ez  hoc  et  a  et  5  datus. 

Verbi  gratia  triplum  radicis  cum  XII  facit  sesquialterum  quadrato,  ergo 
dnplum  radicis  et  VIII  facit  quadratum.  Secundum  operationem  ergo  de- 
cimae  praesentis  proueniant  radiz  IUI,  et  qaadratus  XVI. 

Xni.  Desgleichen,  wenn  ein  aliquoter  Theil  einer  Wurzel,  ver- 
mehrt um  eine  gegebene  Zahl,  gleich  einem  aliquoten  Theile  des 
Quadrates  ist. 

Gegebene  Gleichung:  ^a:  +  c  =  nx\ 

Die  zu  lösende  Gleichung  lautet  diesmal: 

m         c         ^ 
—  x-\ —  =  or. 

Es  iet  aUo  nach  X  die  Lösung  gegeben.  ^.^.^.^^^  byGoOQk 
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Beispiel:  fii  =  3,  9t  =  14,  c  =  12;  die  zu  lösende  Gleichung  wird: 
Daraus  folgt  also  x  =  A,  x*  =  16. 

XrV.  Si  compositus  ex  dnobns  numeris  fnerit  ad  tertinm 
datus,  qaiqne  ex  illis  prodncitnr  ad  qnadratam  ipsins  datns, 
uterque  ipsorum  ad  enndem  datus  erit. 

üt  si  ad  a  sit  hc  datus,  atque  ex  a  in  se  fiat  d,  et  ex  &  in  c  fiat  e 
datus  ad  d.  Sit  autem  proportio  hc  ad  a  fg^  composita  ex  proportione  l 
ad  a  et  c  ad  a ;  proportio  autem  e  ad  d  sit  A ,  et  ipsa  producitur  ex  f  in  g. 
Cum  ergo  fg  datum,  et  ex  f  in  g  fiat  datum,  erit  et  ^  et  ^  daton. 
itaque  et  &  et  c  ad  a  datum. 

Verbi  gratia  sit  compositus  ex  duobus  ad  tertium  quintuplns,  et  qnod 
ex  uno  in  alterum  fit,  sit  quadrato  eius  sextuplum.  Igitur  VI  tollatar 
quater  de  quadrato  V,  et  remanebit  unum  y  cuius  radix  unum ,  quod  tollatar 
de  V,  et  reliqui  medietas  erit  duo.  ünum  ergo  illi  duplnm,  et  reliqaam 
erit  triplum. 

XIY.  Wenn  die  Summe  zweier  Zahlen  zu  einftr  dritten  ein  ge- 
gebenes VerhältnisB  hat,  das  Product  aber  zu  dem  Quadrate  derselben, 
80  kennt  man  das  Verhältniss  jeder  einzelnen  zu  der  dritten  Zahl 

Gegebene  Gleichungen:  x-hv  =  fm 

cg  =  nifl. 

Setzt  man  —  =  f  und  ~  =  ^,  so  hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

s  $ 

e-^-f^m^ 
ef=zn; 
aus  ihnen  findet  man  e  und  /,  was  verlangt  ist. 

Beispiel:  m  =  6,  n  =  6;  die  zu  lösenden  Gleichungen  sind 
«  +  /*=6,    «/'=6, 
also  6  =  2,  /=8,  so  dasB  x  =  2gy  y=^Se  ist,  oder  umgekehrt. 

XY.  Si  yero  compositus  ad  tertium  datus,  et  quadrata 
eorum  simul  ad  quadratum  illius  data,  illa  quoque  ad  ipsan 
data  erunt 

Dispositio  superior  remaneat,  praeter  quod  quadrata  &  et  c  sint/'et^ 
atque  ex  f  in  se  fiat  A,  et  ex  ^  in  se  fiat  {.  Eritque  h  proportio  e  ad  (2 
et  l  proportio  c  ad  d,  sicque  hl  datum  erit,  cumque  fg  datum,  erit 
f  et  g  datum,  itaque  et  &  et  c  erit  datum  ad  a. 

Verbi  gratia  compositum  sit  triplum  illi,  et  compositum  ex  quadratis 
additis  sit  simili  modo  quintuplum  quadrati  eius. 

XY.  Desgleichen,  wenn  nicht  das  Yerhältniss  des  Prodactei, 
sondern  das  der  Summe  der  Quadrate  der  gesuchten  Zahlen  zu  dem 
Quadrate  des  dritten  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen:  _ 

«*  +  y*  =  nif*.  ^        .   T 
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Auf  dieselbe  Art  wie  vorher  geben  die  Gleichungen  über  in: 

80  da88  also  e  und  f  nach  Früherem  bekannt  ist,  was  verlangt  wurde. 

Beispiel:  m  =  3|  n  =  5;  die  Gleichungen  sind  dann  e  +  f=Z,  6*  +  /'  =  6,  also 
e  =  2,  /*=!  oder  umgekehrt,  also  ist  e  =  2jp,  f=e  oder  umgekehrt. 

Hier  brechen  die  bis  jetzt  zur  Herausgabe  benutzten  Handschriften 
beide  mit  demselben  Worte  ab.  Da  mir  bekannt  wurde,  dass  in  Dresden 
in  der  Handschrift  ,,(7. 80*'  sich  ein  vollstSndiges  Exemplar  befände,  so 
erbat  ich  mir  dieses  Manuscript  von  der  Eönigl.  öffentl.  Bibliothek  zn 
Dresden,  und  wurde  mir  dasselbe  bereitwilligst  zur  Benutzung  überlassen, 
wofür  ich  hier  auch  öffentlich  meinen  ergebensten  Dank  zu  sagen  nicht 
unterlassen  kann.  Leider  ist,  obwohl  die  Lehrsätze  vollständig  sind,  der 
sonstige  Text  darin  gänzlich  abgeändert.  Es  sind  nur  die  in  Jordanus  mit 
„Verbi  gratia"  eingeleiteten  Abschnitte  und  auch  diese  mit  veränderten 
Zahlen  and  verändertem  Texte  hinzugefügt,  so  dass  man  ans  „üf^c.  (7.80** 
nur  ersehen  kann,  welche  weitere  Probleme  Jordanus  noch  behandelt  hat. 
Eine  Bitte  an  die  Kais.  Königl.  Hofbibliothek  zu  Wien  um  üeberlassung 
eines  vollständigen  Exemplares  des  Jordanischen  Werkes  aus  dem  14.  Jahr- 
hundert ist  absolut  unbeantwortet  geblieben,  so  dass  ich  mich  genöthigt 
sehe  im  Folgenden  den  unvollständigen  und  veränderten  Text  des  ^^Codex 
JDresd.  C,  80  **  hier  folgen  zu  lassen ,  um  so  wenigstens  ein  abschliessendes 
ürtheil  über  das  von  Jordanus  Behandelte  gewinnen  zu  lassen.  Um 
einen  Vergleich  der  Texte  zu  ermöglichen,  werde  ich  mit  dem  eben  be- 
handelten Lehrsatz  XV  die  aus  diesem  Manuscript  zu  entnehmenden  Ab- 
schnitte nochmals  beginnen.* 

XV.  Si  vero  compositus  ad  illum  datus,  et  quadrata  eorum 
similiter  ad  quadratum  illius,  illa  quoque  diuisim  ad  ipsum 
data  erunt. 

Exemphim.  Compositus  ex  a  et  2»  est  triplus  ad  c,  et  quadrata  a  et 
b  simul  continent  quadratum  c  4  et  ^,  quaeritur,  quae  sit  proportio  eorum 


*  Die  fragliche  Handschrift  C.  80  ist  von  Wappler  in  seinem  Zwickauer 
Programm  von  1887:  Zur  Geschichte  der  deutschen  Algebra  im  15.  Jahrhundert, 
eingehend  beschrieben  und  gewürdigt  worden.  Auf  einige  Stücke,  welche  aber 
weder  er,  noch  der  Verfasser  des  Dresdner  Handschriftenkataloges  erkannt  hat, 
möchte  ich  jedoch  noch  hinweisen.  Blatt  201  —  207*  enthält  den  Älgorismus  Pro- 
porticnum  des  Nicolaus  Oresme  ohne  Figuren  und  nicht  in  Allem  mit  der  von 
mir  besorgten  Angabe  ^Berlin  1868)  übereinstimmend.  Ebenso  enthält  Blatt  234 
bis  241  die  andere  Abhandlung  des  Oresme  über  Proportionen.  Beginnt:  ,^ncipit 
Über  Proportionum,  Omnis  rationcUis  opinio  de  vdocitate  matuum  ponit  eam 
sequi  äHquam  proportionem"  Am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  steht  ein  Pfeil  und 
der  griechische  Buchstabe  9,  was  Beides  auf  Blatt  201  am  Anfang  des  Algorismus 
proportionum  wiederholt  ist.  Der  Schreiber  oder  Adnotator  kannte  also  den  Zu- 
sammenhang beider  Abhandlungen  und  die  Identität  des  Verfassers.  f^  r^r^r^Jr^ 
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qaadratonim  diaisim  ad  quadratum  c.  4|  daplentar  et  fient  9^,  deqaibos 
toUatur  quadratum  3,  scilicet  9,  et  remanet  ^,  cuius  radice  snbtracta  de 
3  et  reliquo  mediato  proueniunt  4.  Alterum  ergo  daoram  a  vel  i  eiit 
sesquitertium  ad  c  et  alterum  superpartiens  };  c  ergo  3,  a  4,  qoare  h  5, 
xit  ah  sit  triplnm  ad  c, 

XV.  begebene  Gleichungen:   x-hv  —  me 

Beispiel:  m=8,n^4|. 

Es  ist 


also  durch  Subtraction 


(M)"=». 


folglich  —  =  i,  — =i;    setst  man  «  =  3,  so  erhält  man  also  x  =  ^,  y  =  5. 

XVI.  Item  si  differentia  eorum  fuerit  ad  ipsum  data,  qni- 
que  ex  uno  in  alterum  producitur  ad  quadratum  datus,  uterqae 
ad  eum  datus  erit. 

Exemplmm.  Differentia  a  ad  &  sit  dupla  ad  c,  et  quod  fit  ex  a  in  i 
sit  octuplum  ad  quadratum  0.  8  quadruplentur,  et  fiunt  32,  quibu  ai- 
datur  quadratum  2  et  fiunt  36,  a  quorum  radice  subtrahator  2,  etreUqno 
mediato  remanent  2.  ünus  ergo  erit  duplus  ad  c  et  alter  qoadruplus,  qoare 
de  8,  a  6,  6  12,  c  3. 

XVI.  Wie  XIV,  nur  dass  statt  der  Summe  dieDifferens  der  Zahlen 
ein  gegebenes  Verhältniss  zu  einer  dritten  hat 

Gegebene  Gleichungen:  x-v=zmz 

xy  =  n^. 
Man  hat  wieder,  wie  früher, 

e-f^m,  ef=nj 
woraus  leicht  e  und  f  zu  finden. 

Beispiel:  m  =  2,  n=8;  man  hat  m*  +  4n  =  («  +  /)•,  also  e-hf=6,  e-/'=8, 
80  dass  6  =  4,  f=2  und,  wenn  z=^S  gesetzt  wird,  «=12,  ye=6  wird. 

XVII.  Cumque  sit  differentia  ad  eum  data,  si  quadrata 
simul  ad  quadratum  eins  data  fuerint,  ipsa  etiam  ad  illud  data 
erunt. 

Exemplwm.  Differentia  inter  a  et  6  sit  dupla  ad  c,  quadrata  vero  a 
et  h  simul  contineant  quadratum  c  yigesies.  Duplum  20  est  40,  de  quo 
sublato  quadrato  2  relinquuntur  36,  de  quorum  radice  demptis  2  reddni 
medietas  erit  2,  quare  unum  duplum  et  reliquum  quadruplum.  Proportio 
quadratorum  semper  dupletur  et  ab  eo  subtrahatur  quadratum  proportionis 
ah  ad  c,  et  a  radice  residui  proportio  ah  ad  c,  et  tone  relicti  medietas 
erit  propositum.  Cooalp 
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XVU.  Wie  XV,  nur  das  aach  hier  an  Stelle  der  Samme  der  Zahlen 
ihre  Differenz  tritt. 

G egebene  Gleichungen :  x-y  =  ms, 

Hier  heissen  die  Gleichungen  e-f=inf  ^  +  p=n.  Eb  ist  2n - m«  =  («  +  ^*,  also 
Alles  gegeben.  Unser  Manuscript  giebt  eine  allgemeine  Begel,  wobei  man  freilich 
ab  nicht  a  +  &,  sondern  a^b  lesen  muss. 

Beigpiel:  n=20,  m=a2;  es  ist  2n-m*  =  26,  also  e  +  f=6,  e-f=2,  d.h. 
e  =  4,  /'=2,  wie  vorher. 

XVin.  Si  duo  numeri  ad  tertinm  fuerint  dati,  atque  et 
ipsis  prouenerit  ad  eundem  datus,  omnes  eos  esse  datos  con- 
aeniet. 

Exemjplum.  Sit  a  sesqualterum  et  b  sesquitertium  ad  c,  et  productus 
ex  a  in  5  contineat  c  octogesies  qaater.  Ducatur  proportio  a  ad  c  in  pro- 
poriioneni  5  ad  c  et  prouenient  2,  per  quem  diuidatur  84,  et  proueniet  42, 
quae  erit  c. 

Xym.  Kennt  man  das  Verh&ltniss  zweier  Zahlen  und  ihres  Pro- 
duetes  zu  einer  dritten  Zahl,  so  sind  alle  drei  Zahlen  gegeben. 
Gegebene  Gleichungen: 

a=:mct  b=^ne,  ab=zpc. 

Aus  1  und  2  folgt  ab=^mn<^=pe*  also  0  =  — • 

Beispiel:  m  =  },  n  =  f,  1>  =  84;  man  findet  mn  =  2,  also  c  =  84:2=42  und 
daher  a  =  63,  6  =  56. 

XIX  Si  quod  fit  ex  latere  in  latus  datum  fuerit,  et  con- 
iunctus  ex  quadratis  datus,  quilibet  eorum  datus  erit. 

Exemplwin,  a  in  &  sit  35,  et  quadrata  eorum  simul  74,  cuius  qua- 
dratum  5476,  de  quo  sublato  qnadrato  35,  scilicet  1225,  quater,  remanent 
576,  quorum  radix  sabiraeta  de  74  reliqui  dimidium  est  25,  qui  erit  qua- 
dratus  minoris,  quadratus  maioris  49. 

XIX.  Gegeben  das  Product  zweier  Zahlen  und  die  Summe  ihrer 
Quadrate,  dann  sind  die  Quadrate  einzeln  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen:  xv  =  P 

Es  ist  (Ä«  +  y«)«  =  «*,  4«2y«  =  4p«,  abo  (««-y«)*  =  «*-4i)«,  daher  ist  ««-y*  ge- 
geben, also  auch  a^  und  y^  einzeln. 

Beispiel:  J9  =  86,  «=74;  es  ist  «*=:5476,  4i>*  =  4900,  also  (ic« - y*)«  =  576, 
a;«-.y«  =  24,  also  jb«  =  25,  y«  =  49. 

XX.  Si  producto  ex  lateribus  dato  fuerit  quadratorum  dif- 
ferentia  data,  singuli  eorum  dati  erunt. 

Exemphtm.  a  in  b  fiet  15,  et  differentia  quadratorum  16.  Itaque  unum 
qnadratnm  in  aliud  fit  225,  quo  quater  sumpto  addatur  quadratum  16,  et 
fiant  1156,  cuins  radix  34.  De  hac  subtractis  16  reliquoque  mediato 
fiunt  9.  minor  qnadratua,  alter  25.  ^^^^,^^^  ./GoOOk 
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XX.  Desgleichen,  wenn  nicht  die  Summe  der  Quadrate,  sondern 
ihre  Differenz  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen:  ««/  — « 

Hier  ist  (ä*  +  y*)*  =  d*  H- 4|}* ,  und  folglich  wieder  alles  bekannt 

Beispiel:  l?  =  16,  d  =  16;  es  ist  d«  =  266,  4i)«=900,  folglich  (a:*  +  y*)*  =  1166, 
also  a;«  +  y':2=34,  y\=9,  a;»  =  25. 

XXI.  8i  coniunctns  ex  lateribns  et  productus  ex  quadratis 
dati  fuerint,  singulus  eos  datos  esse  consequitur. 

Ikemplufn.  Coniunctns  ex  lateribus  8,  prodnctus  ex  quadratis  225, 
cnius  radix  15,  et  ipse  erit  prod actus  ex  lateribus,  cumque  sit  datus  ex 
illis  coniunctns,  erunt  secundum  praemissam  5  et  5.  Melius  secundmn 
primam  et  tertiam  primi  huius  a  quadrato  8  subtrahatur  15  quater,  et  radix 
residui  est  differentia  a&,  per  primum  ergo  primi  huius  habentur  nnmeri 
qui  prius. 

XXL  Kennt  man  die  Summe  zweier  Zahlen  und  das  Productihrer 
Quadrate,  so  kennt  man  auch  die  Zahlen  selbst. 
Gegebene  Gleichungen:  x  4-^=^8 

Man  hat  xy=p,  kann  also  nach  Buch  I,  m  und  i  ohne  Weiteres  x  und  y  be- 
stimmen. 

Beispiel:  5=8,  j}'  =  225,  also  p-  15.  Dann  ist  nach  Buch  I,  in  x^y=% 
also  :b  =  5,  y  =  8. 

XXQ.  Item  si  differentia  laterum  atque  productus  ex  prae- 
dictis  dati  fuerint,  singula  data  erunt. 

ExempUtm,  Productus  ex  quadratis  est  100,  differentia  laterum  est  3. 
Quadratus  differentiae  addatur  quadruplo  radicis  100,  et  fiunt  49.  Hnins 
radix  7  componitur  ex  lateribus,  modo  per  primam  primi  huius  erunt 
latera  2,  5. 

XXn.  Desgleichen,  wenn  die  Differenz  der  Zahlen  und  das  Pro- 
duct  ihrer  Quadrate  bekannt  ist 

Gegebene  Gleichungen:  x  —  v=^d 

a^y»=p^. 
Es  ist  xy=p^  und  also  nach  dem  ersten  Buche  leicht  rc  +  yi  daher  auch  d:  und  y 
einzeln  zu  finden. 

Beispiel:  <i  =  3 ,  ^*  =  100;  es  ist  ajy  =  10,  a;  +  y  =  7,  «  =  6 ,  y  =  3. 

XXUI.  Item  si  differentia  laterum  et  differentia  quadra- 
torum  datae  fuerint,  et  haec  et  illa  data  necesse  est. 

Differentiae  radicum  3,  quadratorum  51«  Diuidatur  differentia  quadra- 
torum  per  differentiam  laterum,  et  proueniet  coniunctus  ex  lateribus,  sdlieet 
17.    Modo  per  primam  primi  huius  exibunt  7  et  10.      ^  t 
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XXni.  Desgleichen,  wenn  ausser  der  Differenz  der  Zahlen   die 
Differenz  ihrer  Quadrate  gegeben  ist. 
Gegebene  Gleichungen:  «  — i/  =  d 

Es  ist sL  =  /c+y=^,  also  wieder  nach  Buch  I,  i  zu  rechnen. 

Beispiel:  d  =  3,  i)*  =  51;  es  ist  rB  +  S^  =  17  und  daher  «  =  10,  y  =  7. 

XXIY.  8i  fuerint  duo  numeri,  quorum  quilibet  ad  qnadra- 
tum  alterius  sit  datus,  uterque  eorum  datas  erit. 

Exempktm,  Quadratum  a  continet  b  qninquies  et  j^,  et  quadratum  h 
continet  a  decies  octies.  Ducatur  ergo  18  in  quadratum  5^,  qui  erit28|-y 
et  finnt  712,  cuius  latus  cubicum  eet  8,  et  ipse  e&t  minor  siue  a.  8i 
nero  ducatur  5^  in  quadratum  18,  proueniet  1728,  cuius  latus  cubicum  est 
12,  et  ipse  est  maior  siue  6. 

XXIV.  Ist  von  zwei  Zahlen  das  Verh&ltniss  einer  jeden  zu  dem 
Quadrate  der  andern  bekannt,  so  sind  beide  gegeben. 
Gegebene  Gleichungen:  «/*  =  mje 

Es  ist  y*  =  m^a^j  also  y*  =  i»*ny,  y'  =  m^n,  y  —  Vn^nj  und  ebenso  x*=zn*y^^ 


Beispiel:  w  =  6i,  n=18;  m*n  =  712,  also  y  =  8;  n*m  =  1728,  also  «=12. 

XXY.  Si  numerus  ex  duobus  coniunctus  fuerit  datus,  atque 
ex  illis  productus  ad  eins  coniunctum  datus,  caetera  esse  data 
conueniet 

ExempHum.  Quod  fit  ex  a  in  5  duplum  est  ad  coniunctum  a&,  sitque 
ah  10).  Ducatur  8  in  a 5  et  prouenient  85^,  quae  diuidantar  per  4,  et 
proaenient  21^,  quod  fit  ex  a  in  5.  ülterius  per  tertiam  primi  huius  ope- 
rando  erit  a  2),  5  8. 

XXV.  Wenn  die  Summe  zweier  Zahlen  und  das  Yerhältniss  ihres 
Productes  zur  Summe  gegeben  ist,  so  sind  beide  Zahlen  gegeben. 
Gegebene  Gleichungen:  a;  +  v  =  3 

-^=«! 

«+y    ^ 
Man  bat  xy^ps^  also  ist  nach  Buch  I,  ni  rc  und  y  bekannt 

Beispiel:  8:=  10},  j>  =  2.  Der  Verf.  multiplicirt  erstp  mit  4,  dann  mit  8  und 
dividirt  dann  wieder  durch  4,  um  xy  =  21^  zu  erhalten.    Er  findet  so  rc  =  8,  y  =  2}. 

XXVI.  Si  fuerint  duo  numeri,  quorum  quadrata  pariter 
accepta  fuerint  ad  compositum  ex  ipsis  data,  atque  qui  ex  eis- 
dem  numeris  producitur  fuerit  ad  concunctum  datus,  uterque 
eomm  datus  erit. 

ExempHum,  Sint  a  et  5,  quorum  quadrata  coniuneti  a&  3f ,  et  pro- 
ductus ex  a  in  5  continent  coniunctum  ah  l^-.     Productus  ergo  bis  et  duo   j 
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quodrata  contineat  ah  septies   iazta  quartam   secnndi  Eudidis,  quare  aö 
datns,  et  qnia  prodactus  datus,  et  a  et  6  datus. 

XXVI.  Kennt  man  das  VerhältnisB  der  Summe  der  Quadrate  zweier 
Zahlen  zur  Summe  derselben  und  ebenso  dasjenige  des  Producteszor 
Summe,  so  sind  beide  Zahlen  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen: 

^  =  m,  — ^-  =  n. 

x  +  y  x-i-y 

Es  ist  w  +  2n  =  ^ ^^  =  rc  +  y,  folglich  xy  =  n  (m  +  2n)  und  somit  x  und  jf 

x  +  y 
nach  I,  in  gegeben. 

Beispiel:  m  =  ^y  n=lf;  es  istm  +  2n=7,  also  x  +  y  =  7,  x.y  =  U,  osd 
daher  x  =  A,  y  =  3. 

Hier  ist  der  Text  der  Handschrift  onvollstftndig. 

XXVII.  Si  ad  unum  numerum  dnobus  numeris  datis  utriqne 
eoram  datus  numerus  adiiciatur,  ut  ex  toto  in  totum  proueniat 
numerus  datus,  illum  quoque  datum  esse  ostendetur. 

Exemplum.  f  et  |^  radicis  addantur  tria,  et  ex  toto  in  totnmfiafc66. 
^  autem  radicis  1^  facit  3^  quadrati.  Dncantur  ergo  numeratores  in  se, 
et  fiunt  2,  qui  snbtrahatur  a  66,  et  residnnm,  scilicet  64,  diuidator  per 
12 ,  et  proueniunt  5  integra  et  -i^.  Numerus  integrorum ,  scilicet  ö,  super- 
ponatur  diuisori  siue  denominatori,  scilicet  12,  et  erunt  -f^  attribnendae 
quadrato,  et  residuum,  scilicet  3^,  siue  ^,  parti  ad  radicem.  Ergo  ^f  qQ&- 
draü  cum  ^  radicis  valent  64,  quare  quadratus  cum  ^  radicis  Talent  ]53f. 
Medietur  ^  radicis  et  medietas  ducatur  in  se  et  proueniunt  7^,  quae  addan- 
tur ad  153|  et  fiunt  ^y—»  cuius  radix  il,  de  quo  demptis  ^  reliquuntur 
M  siue  12,  qui  est  radix  quadrati  siue  numerus  quaesitus.  Itemm  aliter 
stantibus  positionibus  loco  numeratorum  ducatur  numerus  datus  addendos, 
scilicet  3,  in  se,  et  fiunt  9,  quae  toUantur  de  66,  et  de  residno  fiat  nt 
prius,  et  prouenient  ^  quadrati  et  ^^  radicis,  quae  valent  57.  Beliqni 
debent  per  quadratum  diuidi,  scilicet  per  ^,  et  proueniunt  ^  radicis  et  171, 
radix  medietur  et  fient  ^,  medietas  in  se  ducatur,  et  fiunt  ^^  quae  ad- 
dantur 171  et  exeunt  *  Y/^*  Herum  radix  tp,  a  qua  sublatis  |  rema* 
nent  12. 

XXVn.  Addirt  man  zu  zwei  Vielfachen  einer  Zahl  dieselbe  ge- 
gebene Zahl,  so  dass  das  Product  beider  Summen  gegeben  ist,  so  itt 
die  vervielfachte  Zahl  bekannt. 

Hier  ist  die  Rechnung  nur  an  dem  Beispiele  und  so  durchgeföhrt,  dass  der 
Gedankengang  sich  nicht  klarlegen  lässt. 
Die  gegebene  Gleichung  ist: 

(!«  +  3)(i«  +  8)  =  66. 
Der  Verfasser  der  Bearbeitung  formt  dieselbe  einmal  um  in: 

Aa^  +  i«  =  6*f  also  a^  +  ix^tbSi, 
aus  welcher  x=12  folgt,  ein  anderes  Mal  in 

l««  +  ^j«  =  67,  also  Ä*  +  |«  =  171, 
wodurch  x  wieder  gleich  12  gefunden  wird.  ^^ 
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Da  die  gegebene  Gleichung  nur  auf 

a:«  + 1^0;  =  342 
redacirbar  ist,  so  ist  augenscheinlich  der  Gedankengang  ein  sehr  eigenthümlicher, 
Jordanns  dürfte  kaum  so  gerechnet  haben. 

XXVIIL  Item  si  alter!  addatur  datns,  ut  totus  in  reliqnnm 
dnctns  faciat  numerum  datnm,  et  idem  datns  est. 

Exempkim,  Dimidinm  radicis  addito  1  in  qnartam  facit  10.  Sed  dimi- 
dinm  in  qnartam  facit  octaaam  qnadrati,  et  1  in  quartam  facit  qnartam 
radicis,  qnare  10  inxta  praemissam  tertiam  nt  qnarta  radicis  et  octana  qna- 
drati, et  8  exit  radiz. 

XXVIIL  Ebenso,  wenn  dem  einen  eine  Zahl  hinzugefügt  und 
die  Summe  mit  dem  andern  multiplicirt  wird. 

Gegebene  Gleichung:  ^^^  +  n)  p;r  =  q. 

Ei  ist  ein^h  f^pa^  +  n^)«  =  g, 

welche  Gleichung  schon  früher  gelöst  ist 

Beispiel:  m  =  i,n=  1,|>  =  },  9  =  10.  Die  Gleichung  heisst  daher :  ^a;*  +  ^je  =10 
oder  d^  +  2a;  =  80,  also  o;  =  8. 

XXIX.  Si  a  dnobns  numeris  ad  nnum  datis  dno  nnmeri  dati 
anferantnr,  nt  ex  dnctn  reliqni  in  reliqnnm  proneniat  datns, 
et  ille  nnns  nnmerns  datns  erit. 

Exempkim.  Unns  nnmerns  radicis  duplns,  alter  triplns.  A  triplo  tol- 
latur  6  a  dnplo  4,  et  residnnm  in  residnnm  faciant  150.  Sed  dnplns  in 
triplum  facit  sextnplnm  qnadrati  et  6  in  4  24.  Iternm  triplnm  in  4  facit 
duodecnplnm  radicis  et  dnplus  in  6  similiter  dnodecnplnm  radicis,  ergo  sex- 
taplum  qnadrati  et  24  sunt  in  radice  vigesies  qnater  et  150.  Demptis  ergo 
24  de  150  remanebunt  126  et  radicis  vigesies  quater  nt  qnadratnm  sexies, 
qnare  qnadratnm  similiter  est  nt  radix  qnater  et  21.  Quadratnm  ergo  di> 
midii  4,  qnod  est  4,  addatur  ad  21,  et  erit  25^  cnins  radix  5;  cni  addatur 
dimidinm  4,  et  finnt  7,  et  ipse  est  radix. 

XXIX.  Zieht  man  zwei  Vielfachen  einer  Zahl  zwei  gegebene 
Zahlen  ab,  und  das  Product  der  beiden  Differenzen  ist  bekannt,  so 
iit  auch  jene  Zahl  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen: 

{mx  —p)  (nx  -  g)  =  r. 

^•^"^®*  mx*-hpq^(mq  +  np)x  +  r 

m  m 

welche  er  nach  der  in  diesem  Buche  X  auseinandergesetzten  Methode  löst. 
Bei^eli  «i  =  8,  i)  =  6,  n  =  2,  9  =  4,  r=160;  hier  wird  die  Gleichung 

a;«  =  4«  +  21, 
aus  welcher  d?  =  7  folgt 

XXX.  Si  yero  ab  altero  detrahatnr  nnmerns  datns  nt  ex 
residno  in  reliqnnm  fiet  nnmerns  datns,  ille  qnoqne  datns  ^it. 
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Exenijpikim.  Este  h  duplum  ad  a,  et  c  |>  ipsius  a,  et  de  ft  4  ablasset 
residuo  dncto  in  c  fient  12.  Si  autem  totam  h  dacatur  in  e  fiant  |  qoa- 
drati,  et  4  dnctns  in  c  facit  f  radicis;  ergo  ^  qnadrati  sunt  ut  f  radicis 
et  12.  Secundum  Operationen)  ergo  praemissamm  erit  radix  5,  quadratum 
25,  b  10,  c  2. 

XXX.  Ebenso,  wenn  man  von  dem  einen  eine  gegebene  Zahl  sab- 
trahirt,  und  ihre  Differenz  mit  dem  andern  maltiplicirt. 

Gegebene  Gleichung:  ^^^  ^p)nx  =  r. 

J.  erh&lt  wieder  die  Gleichung 

mnar  =  npx  +  r, 

was  genau  wie  vorher  zu  lösen  ist. 

Beütpiel:  m  =  2,  n  =  f,  i>  =  4,  «-=12;  die  Gleichung  wird  hier  f«tsfa;  +  l2» 
d.  h.  a^  =  tx-^lb  und  hieraus  o;  =  6. 

XXXI.  Si  fuerint  duo  numeri  ad  unum  dati,  alterique  datas 
numerus  addatur,  et  ab  altero  detracto  dato  numero  si  pro- 
ductus  modo  ex  se  datum  numerum  faciant,  numerum  illam 
datum  esse  conueniet. 

Exemplum.  Esto  a  ^c  et  &  ^c,  ab  a  tollatur  1,  et  &  addatur  3,  et  sie 
ex  eis  fiet  25.  Sed  a  in  5  et  3  facit  f  quadrati  et  qnadruplum  cnm  \ 
radicis,  et  1  in  l)  et  3  manebit  ^  radicis  et  3,  quare  ^  quadrati  et  4^ 
radicis  minus  ^  radicis  et  3  valent  25,  quare  ulterius  f  quadrati  cum  4 
radicibus  valent  28.  Itaque  iuxta  praemissas  operationes  patet  radix,  sei- 
licet  4. 

XXXI.  Desgleichen,  wenn  man  zu  dem  einen  Vielfachen  eine  ge- 
gebene Zahl  addirt,  von  dem  andern  aber  subtrahirt,  und  wiederdas 
Product  der  Summe  und  Differenz  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichung:       ^^^ ^^^  ^^^  _  ^j  ^ ^ 
J.  findet  zunächst  ^^^.  ^^^^  _  ^^^ ^pq  =  r, 

und  daraus  mna^-h(j>n- qn)x:=r-^pa, 

was  wieder  unter  Nr.  VIII  fällt. 

Beispiel:  m  =  i,  p  =  d,  n  =  J,  g^l,  r  =  26.  Die  Gleichung  wird  hier 
f  o:*  +  4  o;  =  28.    Aus  ihr  folgt  o;  =  4. 

XXXII.  Si  vero  iisdem  numeris  dati  numeri  addantur  vei 
detrahantur,  ut  post  hoc  proueniat  numerus  vel  ad  quadratnm, 
yel  ad  radicem  datus,  et  radix  et  quadratus  datus  est 

ExempUm.  Sit  a  |c  et  &  2c,  a  addentur  2  et  &  3,  et  ex  ipsis  tone 
proueniat  sextuplum  quadrati.  De  quo,  quod  fit  ex  solo  a  in  solnm  \ 
dempto  remanet  3^  quadrati,  quod  valet  octuplum  radicis  et  6.  ülterios 
iuxta  praemissa  et  decimum  huius  erit  radix  3  et  quadratnm  9. 

XXXII.  Ebenso,  wenn  den  beiden  Vielfachen  gegebene  Zahlen 
hinzugefügt  oder  weggenommen  werden  und  das  daraus  gebildete 
Product  ein  Vielfaches  der  gesuchten  Zahl  oder  von  dessen  Qua- 
drate ist. 
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Von  den  vier  möglichen  Fällen  dieses  Satzes: 

{mx  +  j?) (nx  +  g)  =  raj,   (mx  —p)  (nx  —  g)  =  rx, 

(mx  +1))  (na:  H-  g)  =  rx\  (mx—p) {nx  —  ff)  =  rx\ 

behandelt  das  Beispiel  der  vorliegenden  Bearbeitang  nur  den  dritten.    Da  dem 

Wesen  nach  nichts  geändert  wird  bei  den  übrigen  Fällen,  hat  der  Bearbeiter  dies 

wohl  für  genügend  gehalten. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  liefern  die  Form 

tnnx*  ±(i>n  +  »iig[  +  r)a5  -hpq  =  0. 

Die  beiden  anderen  .      ^^\^-r /^^  j.^^\  ^     *,^ 

(r-  mn)ar-^{pn  +  mq)x=pq, 

wodurch  die  Ldsung  sich  von  selbst  nach  Früherem  ergiebt. 

Beispiel:  m  =  |,  n  =  2,  p  =  +  2,  3  = +  3,  r=6. 

Die  gegebene  Gleichung  ist  also 

(J«  +  2)(2«  +  8)  =  6ir«. 

Die  umgeformte  Gleichung  liefert  also  die  Form: 

^a^  =  Sx  +  6,  so  dasB  also  x^S,  x*  =  9  folgt. 

XXXII.  Item,  si  alteri  datus  numerus  addatux  yel  detra- 
hatur,  deinde  in  reliquum  duetus  produxerit  numerus  adqua- 
dratum  yel  radicem  datus,  radix  cum  quadrato  data  erunt. 

Exemplum.  Este  a  ^c  et  h  j^c,  addatur  2  ad  a,  ut  productum  ex  con- 
iuncto  in  &  f  qnadrati.  Sed  \  radicis  in  ^  eiusdem  facit  ^  quadrati  et  -1^ 
radicis  in  2  facit  f  radicis,  quae  valent  f  quadrati,  quare  radix  erit  ^ 
quadrati,  ergo  radix,  sive  r,  erit  3,  a  4,  &  1. 

XXXIII.  Desgleichen,  wenn  man  dem  einen  eine  gegebene  Zahl 
addirt  oder  snbtrahirt,  mit  dem  andern  multiplicirt,  und  das  Pro- 
duct  einem  Vielfachen  der  Zahl  oder  ihres  Quadrates  gleich  ist. 

Gregebene  Gleichung: 

(mx±p)nx=^rx  oder  =rxK 

^^"^  mna^±npx  =  rx  oder  r^, 

d.  h.  entweder  _  r-^np 

mnx*^(r^np)x,  x=^    - J" 

oder 

{r-mn)x*  =  ±npx,  x  =  ±^^ 

Beispiel:  in  =  J,  n«!,  i>  =  2,  r  =  };  die  Gleichung  wird  (|a  +  2).tx  =  fa?«, 
also  }a5*  =  }a:,  a;  =  3.     • 

XXXIV.  Si  vero  dato  numero  uni  addito  et  ab  altero  ablato 
postmodo  fecerint  numerum  ad  quadratum  vel  ad  radicem  da- 
tum,  quadratus  cum  radice  datus  erit. 

JEoßemplMm.  Sit  a  duplus  ad  c  et  5  triplus  ad  c  et  4  addatur  ad  a 
et  6  toUatur  de  b,  et  productum  per  coniunctum  contineat  quadratum  3^« 
Quia  autem  ex  a  in  5  et  6,  et  ex  4  in  &  et  6  prouenerint  6  quadrata  iuxta 
24,  quae  valent  -1^  quadrati,  24  yalent  f  quadrati,  quare  quadratum  yalet  9, 
et  radix  3;  a  ergo  erit  6,  et  h  9,  quod  fuit  propositum. 

XXXIV.  Desgleichen,  wenn  dem  Einen  eine  Zahl  addirt,  vom 
Andern  snbtrahirt  wird  und  das  Product  ein  Vielfaches  der  Zahl 
oder  des  Quadrates  wird. 
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Gegebene  GleichuDgen: 

(mx  +  j))  (nx  +  q)  =  rx  oder  rx*. 
Es  iflt 

m»a;'  +  (jpn  — mg)a?— jpgssraj;  rx\ 
also  entweder 

mnx*  '\-(pn-^mq  —  r)x  ^pq 
oder 

(mn-r)x*'{-(pn-'tnq)x=pq, 
wodurch  beide  Male  die  Lösung  gegeben  ist. 

Beispiel:  m  =  2,  n  =  S,p  =  4,  2  =  6,  r  =  3^.   Die  gegebene  Gleichung  ist  also 
(2a;  +  4)(3a:-6)  =  3ia:«. 
Da  sich  hier  die  Glieder  mit  x  heben,  ao  entsteht  6a;*~24  =  S|a;^  also  for'^SI, 
folglich  Ä*  =  9,  a;  =  3. 

XXXY.  Si  numerus  ad  quadratum  datus  in  sc  fecerit  nume. 
rum  ad  radicem  datum,  radix  eiusdem  data  erit. 

Exemplum.    \  quadrati  in  se  faciat  numerum  .qui  continet  54  radices. 

In  86  faeit  ^  quadrati  et  quater  54  faciunt  216,  cuius  latus  cubicum,  sei- 

licet  6,  est  radix.  t^^     .         .  ^.    -     .     . 

Et  SIC  est  finis  huius. 

XXXY.  Wenn  das  Quadrat  eines  Vielfachen  des  Quadrates  einer 
Z^hl  ein  Vielfaches  der  Zahl  selbst  giebt,  so  ist  die  Zahl  gegeben. 
Gegebene  Gleichung: 

{mx'^Y^px. 


Man  hat  also  m^x^—px,  a;"  =  -^,  x  =  j/-^. 


Beispiel:  ot=  j,  p  =  54;  es  ist  —,-  =  216,  alsoa;=  i^216  =  6. 
Und  so  hat  das  Werk  ein  Ende. 
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üeber  die  Convergenz  einer  von  Vieta  herrührenden  eigenthümlichen 
Prodnctentwiokelnng.    Von  F.  Rudio.     (Aus  einem   Schreiben  an 
Herrn  Prof.  Dr.  M.  Cantor.) 
In  Ihrer  Besprechung  meiner  Abhandlung:  „Das  Problem  von  der  Qua- 
dratur des  Zirkels^  (Vierteljahrsschrift  der  naturforschenden  Gesellschaft  in 
Zürich,  Bd.  35  S.  1)  haben  Sie  einen  Beweis  für  die  Convergenz  der  eigen- 
thümlichen, von  Vieta*  herrührenden  Formel: 

1)         !L=. ..i 

als  wünschenswerth  bezeichnet.     Gestatten  Sie   mir,   dass  ich  Ihnen  nach- 
träglich einen  solchen  vorlege. 

Ich  habe  in  der  genannten  Arbeit  (Seite  17,  Anmerkung)  auf  die  Ver- 
allgemeinerung aufmerksam  gemacht,  welche  die  Vi e tausche  Formel  später 
durch  Euler  erfahren  bat.  In  der  Abhandlung:  „Variae  observationes  circa 
angulos  in  progressione  geometrica  progredientes''  (Opuscula  analjtica  I, 
pag.  346)  giebt  Euler  für  den  Kreisbogen  s  die  Formel: 

'  S  8  S  S  ^     ^      / 

Da  diese  für  s  =  -^   mit  der  Vie tauschen  Formel   identisch  wird  Tes 

istinderThatcö5j  =  /i,  cos^V^+^j/W  cös ^  =  ^K  ^  ^i  +  TTI 
etc.V  so  handelt  es  sich  nur  um  den  Nachweis  der  Convergenz  des  anend- 
lichen Productes: 

^8888  §T  8 

Mit  Rücksicht  auf  die  Formel  C05U=  1  —  2  stw*^  kann  man  aber  schreiben: 


4)  ^  =  jQrO-^*2^.)- 


*  Francisci  Vietae  Opera  mathematica  (Ausgabe  besorgt   von  Schooten, 

Lngdoni  Batavorum  1646),  pag.  398     400.  f^^^^T^ 

lll^gitized  by  VjOOQ IC 


140  Historisch -literarische  Abtheilong. 

Man    nennt    nun    bekanntlich    ein    anendliches    Prodact    f  f  (l  +  M 

absolut  convergent,   wenn  j^  £  {l  +  \uv\)  convergirt  (unter  |tty|  den  ab- 

soluten  Betrag  von  Uv  verstanden)  und  unbedingt  convergent,  wenn  es 
unabhängig  von  der  Anordnung  der  Factoren  convergirt.  Dann  gilt  der 
von  Dini  (Annali  di  Mat.  2,  ser.  II  pag.  35.  Siehe  auch:  Stolz,  Vor- 
lesungen über  allgem.  Arithmetik,  Bd.  2  S.  238)  vervollständigte  Weier- 
stras8*8che  Satz: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  absolute  Con* 

vergenz  des  unendlichen  Productes   II  0-  +  Uv)  besteht  in  der  absoluten 

Convergenz  der  unendlichen  Beihe  ^,  Uy,    Das  absolut  convergente  Pro- 

duct  convergirt  auch  stet«  "unbedingt  (Pringsheim,  Mathem.  Anna)., 
Bd.  33  S.  134.  Es  sei  übrigens  bemerkt,  dass  ein  elementarer  Beweis 
des  in  Bede  stehenden  vollständigen  Satzes  schon  im  Sommersemester  1878 
von  Herrn  Weierstrass  vorgetragen  wurde). 

Es  bleibt  also  nur  übrig,   die  Convergenz  der  unendlichen,  aus  posi- 
tiven Gliedern  bestehenden  Reihe: 

5)  S='^2im*^, 

nachzuweisen.  Der  Quotient  zweier  aufeinander  folgender,  zu  den  Indices 
V  und  v  +  1  gehörender  Glieder  nähert  sich  aber  wegen: 


sm 

der  Grenze  g^=\y  womit  die  Convergenz  von  8  und  folglich  auch  die  un- 
bedingte Convergenz  von  F  bewiesen  ist.     Es  convergirt  daher  auch  das  in 
der  Vieta'schen  Formel  vorkommende  Product  und  zwar  unabhängig  Ton 
der  Anordnung  der  Factoren. 
Zürich,  25.  März  1891. 


G.  Th.  Fechner,  Elemente  der  Fsychophysik.     Zweite  unveränderte  Auf- 
lage mit  Hinweisen  auf  des  Verfassers  spätere  Arbeiten  und  einem 
chronologisch  geordneten  Yerzeichniss  seiner  sämmtlichen  Schriften. 
2  Bände.    Leipzig  1889,  Verlag  von  Breitkopf  &  Härtel. 
Da  Fechner   sich   nicht   entschliessen  konnte,    eine  Neubearbeitung 
seines  Hauptwerkes   vorzunehmen  oder  auch  nur  eine  unveränderte  Nen- 
ausgäbe   desselben    zu   veranlassen,    so   unternahm   es    nach  seinem  Tode 
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W.  Wandt,  daS'sich  längst  fühlbar  gemachte  Bedürfniss  nach  einem  Neu- 
druck zn  befriedigen.  Die  neue  Auflage  wurde  dahin  erweitert,  dass  der 
Heransgeber  die  späteren  psjchophysischen  Arbeiten  Fechner's  an  den 
betreffenden  Stellen  mittels  Noten  hier  hereingezogen  hat.  Fechner's  bahn- 
brechende Arbeiten ,  namentlich  auf  dem  Gebiete  der  Psychoph jsik ,  sind  so 
bekannt,  dass  es  überflflssig  ist,  noch  näher  darauf  hinzuweisen.  Der  An- 
hang mit  dem  chronologischen  Verzeichnisse  der  Werke  und  Abhandlungen 
G.  Th.  Fechner's  muss  als  eine  äusserst  wünschenswerthe  Zuthat  bezeichnet 
werden.  Diese  Neuausgabe  der  Psychophysik  wird  überall  mit  Freuden 
begrüsst  werden.  B  j^^^^^ 

R.  Klimpbbt,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Physik  (Die  Grundbegriffe  und 
Grundsätze  der  Physik) ,  mit  549  Erklär angen ,  84  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  und  einem  Formelnverzeichniss  nebst  einer  Samm- 
lung von  120  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den 
Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.     Für  das  Selbststadium  und 
zam  Gebrauche   an  Lehranstalten    bearbeitet   nach  System  Eleyer. 
(Kleyer's  Encyklopädie  der  gesammten   mathem.,   techn.  u.  exacten 
Naturwissenschaften.)      Stuttgart  1889,  Verlag   von    Julius  Maier. 
372  S.    Preis  8  Mk. 
Das  Kleyer'sche  System  hat  den  Charakter  einer  wissenschaftlichen 
Frage-  und  Antwortübung,  auf  dem  linken  Theile  der  Seiten  stehen  die 
Fragen,  auf  dem  rechten  die  Antworten.    Da  die  letzteren  stets  mehr  Raum 
in  Anspruch  nehmen ,  als  die  ersteren ,  so  entstehen  dadurch  grosse  Lücken, 
die  aber  in   den   meisten  Fällen  durch  sogenannte  Erklärungen  ausgefüllt 
sind.     Ausserdem  macht  sich  hier  und  da  das  Bedürfniss  geltend,  einzelne 
Dinge   namentlich    geschichtlicher  Natur    doch  im  Zusammenhang  zu  be- 
iiachten;  hierfür  sind  nun  grössere  Anmerkungen  vorgesehen.     Schliesslich 
finden  sich  noch  eingestreut  Figuren ,  Tabellen ,  gelöste  uYid  ungelöste  Auf- 
gaben, Hilfsrechnungen;   Alles    ist   sorgfältig  mit  der  laufenden  Nummer 
versehen,  so  dass  man  beim  Umwenden  einiger  Blätter  lesen  kann:  Frage 
182,  Figur  24,  Erklärung  167,  Anmerkung  2,  Tabelle,  Aufgabe  41,  Hilfs- 
rechnung 3;   ein  Zustand,    der   bei   einem  Statistiker  ein   ungemein  wohl- 
thnendes  Gefühl  erregen  mass. 

Sehen  wir  von  der  äusseren  Form  ab  und  wenden  wir  uns  dem  Inhalt 
za,  so  finden  wir  die  Anschauungen  bis  auf  die  neueste  Zeit  verfolgt,  was 
sich  insbesondere  in  den  geschichtlichen  Theilen  zu  erkennen  giebt;  auch 
das  absolute  Maasssystem  kommt  zu  seiner  Geltung.  Der  Inhalt  erstreckt 
sich  auf  die  physikalischen  Grandbegriffe:  Raum,  Zeit,  Ruhe,  Bewegung, 
Materie,  Kraft,  sodann  auf  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Körper  und 
schliesslich  auf  die  allgemeinen  Kräfte:  allgemeine  Anziehung,  Schwere, 
CohSsion,  Adhäsion,  Affinität.  ^^  Nbbec:  T 
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B.  Klimpert,  Lehrbuch  der  Dynamik  fester  Körper  (Geodynamik),  mit 

694  Erklärungen,  400  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem 
ausführlichen  Formelnverzeichniss  nebst  einer   Sammlung  von  500 
gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben ,  mit  den  Resultaten  der 
ungelösten  Aufgaben.    Für  das  Selbststudium  nnd  zum  Gebranch  an 
Lehranstalten ,  sowie  zum  Nachschlagen  für  Fachleute  bearbeitet  nach 
System  Kleyer.     (Kleyer^s  Encyklopädie  der  gesammten  mathemai, 
techn.  u.  exacten  Naturwissenschaften.)    Stattgart  1889,  Verlag  von 
Julius  Maier.     704  S.     Preis  13  Mk.  50  Pf. 
Bezüglich  des  Systems  Kleyer  sei  auf  das  Vorhergehende  verwiesen. 
Zuerst  wird  die  rein  mathematische  Bewegungslehre  in  dem  Capitel  „Fho- 
ronomie^  behandelt,  daran  schliessen  sich  an  die  Dynamik  des  materiellen 
Punktes  und   diejenige  fester  Körper.     Die  Lehre  vom  Stoss  fester  Körper 
bildet  den  Schluss.     Das  hier  behandelte  Material  ist  ausserordentlich  reich- 
haltig,  die   zahlreichen  Aufgaben  sind,   wo  immer  es  möglich  war,  dem 
praktischen  Leben  entnommen,   und  die  Figuren  ergänzen  den  Text  durch 
schematische  und  bildliche  Darstellung. 

Das  vorliegende  Werk  mit  seiner  grossen  Zahl  Aufgaben  kann  Jedeoi; 
der  sich  in  die  Dynamik  gründlich  einarbeiten  will,  nur  bestens  empfohlen 

^®'^^®°-  ^  B.  Nbbbl. 

DovBNico  Tessari,  La  cinematica  applicata  alle  macchine  ad  uso  delle 
scuole  d'applicazione  per  gli  ingegneri  degli  ingegneri,  e  costruttori 
meccanici.     Torino  1890,  Ermanne  Loescher.     133  P. 
Die  ersten  Capitel  behandeln  die  Bewegung  eines  Punktes  und  deren 
graphische  Darstellung,   daran  reiht  sich  die  Bewegung  eines  starren  Kör- 
pers im  Allgemeinen  nnd  diejenige  eines  unveränderlichen  Systems,  welche 
parallel  zu  einer  festen  Ebene  erfolgt.     Dieses  führt  zu  der  Trajectorie  und 
der  näheren  Betrachtung  ihrer  Curve.     Die  beiden  letzten  Capitel  sind  den 
Cykloiden  nnd  den  Umhüll ungscurven  gewidmet     Sechs  Tafeln  mit  14ö 
Figuren,  welche  sehr  fein  und  schön  ausgeführt  sind,   bilden  den  Anhang, 
auf  welchen  an  den  betreffenden  Stellen  des  Textes  verwiesen  wird. 

B.  Nebel. 

C.  IsENKRAHB,  üebor  die  Fernkraft  nnd  das  durch  Paul  du  Bois-Bey- 

mond  aufgestellte  dritte  Ignorabimus.    Leipzig  1889,  Verlag  von 

B.  G.  Teubner.     64  S. 

Das  Vorliegende  ist  eine  streng  durchgeführte  Zurückweisung  der  von 

Paul  du  Bois-Beymond  gemachten  Einwände  gegen  die  mechanischen 

Erklärungen  der  Gravitation,   insbesondere  gegen  die  vom  Verf.  vertretene 

Aetherstosstheorie.    Gleichzeitig  wird  die  ünhaltbarkeit  des  von  Paul  da 
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Bois-Bejmond  gegebenen  Beweises:  „die  Erklärung  der  Fernkraft  gehöre 
in  die  Theorie  der  unlösbaren  Probleme''  nachgewiesen,  so  dass  demnach 
das  dritte  Ignorabimus  als  verfrüht  bezeichnet  werden  muss.  Den  Schluss 
bildet  eine  kritische  Untersuchung  der  von  Paul  du  BoisReymond  als 
£rsatz  für  die  mechanische  Construction  der  Gravitationserscheinungen  dar- 
gebotenen Anschauung.  Dabei  ergieb^t  sich ,  dass  diese  letztere  nicht  neu  ist 
und  schon  mehrfach  angegriffen  wurde.  Verglichen  wird  dieselbe  mit  den 
Anschauungen  Zöllner's  und  der  letzten  von  Newton.  ^  Nbbbl 


Guido  Lampreoht,  Wetter,  Erdbeben  und  Erdenringe.  Beiträge  zur  astro- 
nomischen und  physikalischen  Begründung  der  Wetterkunde.  Zittau 
1890,  Verlag  der  Pahrschen  Buchhandlung  (A.  Haase).  40  S. 
Nach  Feststellung  der  Aufgabe  der  Meteorologie  wird  die  Dauer  der 
Sonnenrotation  auf  der  v.  Bezold^schen  Periodicität  der  Gewittererschei- 
nungen und  mit  den  Periodenlängen  für  die  verschiedenen  Bethätigungen 
des  Erdmagnetismus  verglichen.  Um  nun  aus  dem  ungeheuren  Zahlen- 
material der  Wetterberichte  einen  periodischen  Charakter  feststellen  zu 
können ,  bedarf  es  vor  der  wirklichen  Berechnung  der  Perioden  mathemati- 
scher Kennzeichen,  deren  der  Verf.  vier  angiebt.  Im  Folgenden  werden 
einige  Wetterperioden  wirklich  bestimmt,  und  zwar  wurden  bearbeitet  die 
Meldungen  grössten  monatlichen  Niederschlags  im  Königreich  Sachsen,  Be- 
obachtungen des  Thierkreislichtes ,  Tage  mit  Sonnenhöfen  und  schliesslich 
Erdbebentage.  Das  Ergebniss  dieser  Berechnungen  veranlasst  den  Verf.  zu 
einer  astronomischen  Erklärung  der  Wetterperioden,  auf  welche  hier  nur 
hingewiesen  werden  kann ,  da  Derartiges  besser  im  Zusammenhange  gelesen 
wird.  Das  Letztere  gilt  auch  bezüglich  der  Hypothesen  über  die  Schwing- 
ungen, welche  der  Wärme  und  Elektricität  zu  Grunde  gelegt  werden.  Aus 
einer  Reihe  von  elektrischen  Erscheinungen  glaubt  Verf.  die  +  Elektricität 
auf  Längsschwingungen,  die  —  Elektricität  auf  Querschwingungen  zurück- 
führen zu  müssen.  Die  physikalische  Erklärung  der  Wettervorgänge  be- 
trachtet die  Wärmeunterschiede,  die  elektrischen  Spannungsunterschiede  und 
die  Bewegung  der  elektrischen  Kraftflächen  als  die  Ursachen,  aus  welchen 
sich  sämmtliche  in  der  Witterungskunde  bekannten  Wirkungen  ableiten 
lassen.  Auf  Grund  der  mitgetheilten  Perioden  stellt  Verf.  eine  angenäherte 
Vorausberechnung  des  Wetters  an,  die  indessen  noch  sehr  allgemein  ge- 
halten ist.  Im  Schlusscapitel  macht  der  Verf.  noch  einige  Vorschläge,  die 
darauf  abzielen,  geeignetes  Beobachtungsmaterial  für  das  Auffinden  von 
Wetterperioden  zu  sammeln.  ß^  Nbbel 

Pbicb,   A  treatise  on  infinitesimal  oalonlns;  containing  differential  and 

integral  calculus,  calculus  of  variations,  applications  to  algebra  and     t 
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geometrj  and  analjücal  mechanics.  Vol.  IV.  Dynamics  of  material 
Systems.  Second  edition.  Oxford  1889.  At  the  Clarendon  Press. 
689  pag. 
Der  vorliegende  Band  nmfasst  die  Bewegung  eines  schweren  Systems. 
Als  Einleitung  dienen  geometrische  Untersuchungen ,  darauf  folgt  die  Kine- 
matik eines  starren  EOrpers.  Das  grosse  Capitel  der  auf  ein  schweres 
System  angewandten  Dynamik  zerf&llt  in  eine  Reihe  von  Abschnitten«  Das- 
selbe gilt  für  das  n&ohste  Capitel,  in  welchem  die  Bewegungsgleichnngen 
für  einen  starren  KOrper  mit  Hilfe  von  Winkelgeschwindigkeiten  und  deren 
Differentialen  aufgestellt  werden;  in  engem  Zusammenhang  damit  stehen  die 
Hauptaxen  und  das  Trägheitsmoment.  Die  weiteren  Capitel  betrachten  die 
Rotation  eines  Körpers  um  eine  feste  Axe,  die  Rotation  eines  Körpers,  bezw. 
unver&nderlichen  Systems  um  einen  festen  Punkt,  die  Bewegung  eines 
starren  Körpers  oder  eines  unveränderlichen  schweren  Systems,  welches 
keinerlei  Zwang  unterliegt,  die  relative  Bewegung  eines  schweren  Systems 
und  die  Bewegung  gewisser  elastischer  Körper.  Das  Schlusscapitel  ist  theo- 
retischen Betrachtungen  über  Dynamik  gewidmet.  —  Diese  zweite  Auflage 
wurde  nur  in  einzelnen  Theilen  erweitert,  das  ganze  Werk  indessen  einer 
vollständigen  Revision  unterworfen.  —  Der  exac^e,  übersichtliche  Druck  der 
Formeln,  sowie  die  sorgfältig  hergestellten  Figuren  verdienen  besondere 
Erwähnung.  ^  jj„^^ 

Gbabhof,   Theoretische  Maschinenlehre.     3.  Band:    Theorie  der  Kraft- 
maschinen.   5.  Lieferung  (Schluss  des  Werkes).    Hamburg  u.  Leipzig 
1890,  Verlag  von  Leopold  Voss.     Preis  8  Mk. 
Mit  dieser  5.  Lieferung  ist  nun  das  Qrashof'sche  Werk  zum  Abscbluss 
gekommen.     Dasselbe  sollte  ursprünglich  auf  vier  Bände  ausgedehnt  werden, 
deren  vierter  eine  theoretische  Untersuchung  von  Arbeitsmaschinen  enthalten 
sollte.     Diese   letzteren   sind   aber  in  der  Zwischenzeit  von  anderer  Seite 
behandelt  worden,  so  dass  das  Werk  mit  drei  Bänden  abgeschlossen  wurde. 
—  Die  letzte  Lieferung  besteht  aus  einer  Fortsetzung  der  Dampfmaschinen 
und  dem   zweiten  Theil  der  Wärmemotoren,  d.  i.   den   Luftmotoren.    Im 
Uebrigen  muss  auf  die  Besprechung  der  früheren  Lieferungen  verwiesen 

^^'^®°-  B.  NlBBL. 

W.  BüHLBB,  Zwei  Materien  mit  drei  Fundamental -Oesetsen  nebst  einer 
Theorie  der  Atome.  Erklärungen  der  verschiedenen  Zustände  der 
Materien,  nämlich  der  Atome,  Aggregatformen  und  chemischen  Ver 
bindungen,  sowie  der  Wärme,  Elektricität  und  des  Magnetisinns 
nebst  einigen  Anwendungen  der  Atomtheorie  auf  die  Hinunelskörper. 
Stuttgart  1890,  Verlag  von  Kohlhammer.    62  S. 

Uigitized  by  VjOOQIC 


Becensionen.  145 

Verfasser,  ein  Gegner  der  kinetischen  Gastheorie,  legt  seinen  Unter* 
Buchungen  drei  Gesetze  zu  Grunde ,  n&mlich  die  Anziehung  der  ponderableu 
Materie  oder  das  Gravitationsgesetz ,  die  Abstossang  der  Aethertheilchen 
oder  das  Aethergesetz ,  und  die  Anziehung  zwischen  ponderabler  Materie 
und  Aether  oder  das  Cohftsionsgesetz.  Dabei  treten  Constanten  auf,  über 
deren  GrOsse  der  Verf.  Annahmen  macht,  während  der  Leser  nichts  von 
deren  ;, reiflicher  Erwägung^  erfährt  und  somit  auf  das  Glauben  resp.  Nicht- 
glauben  verwiesen  ist  Dasselbe  gilt  auch  bezüglich  späterer  Annahmen, 
bei  welchen  jede  Begründung  fehlt;  so  ist  z.  B.  der  feste  Aether,  also  auch 
die  Wärme  wägbar.  Das  Capitel  über  Elektricität  und  Magnetismus  beginnt: 
„Elektricität  ist  einfacb  Schrauben-  oder  Korkzieherbewegung  des  Aethers.^ 
Verf.  hätte  dem  früher  ihm  gegebenen  Rathe  Folge  leisten  sollen,  nämlich 
seine  Ideen  wissenschaftlich  durchzuführen,  statt  Unfertiges  dem  Druck  zu 
übergeben  in  der  Hoffnung,  dass  Andere  auf  diesem  Fundament  weiterbauen 
sollen.     Derartiges  passt  nicht  in  die  heutigen  exacten  Naturwissenschaften. 

B.  Nebel. 

Heikricb  Webeb,  Elektrodjrnamik  mit  Berücksichtigung  der  Thermoelek- 
tricität,  der  Elektrolyse  und  der  Thermochemie.  Braunschweig  1889, 
Verlag  von  Friedrich  Vieweg  &  Sohn.  177  8.  Preis  6  Mk. 
In  dem  Vorwort  führt  der  Verf.  den  Grund  an^  weshalb  als  Titel  des 
Buches  statt  Grundlagen  der  Elektrodynamik  kurzweg  Elektrodynamik  ge- 
wählt worden  ist.  Als  Basis  dient  diesem  Werke  die  Anschauung  Wil- 
helm Web  er 's  über  das  Wesen  galvanischer  Ströme,  womit  die  wichtig- 
sten Gesetze  aus  dem  grossen  Gebiete  der  Elektrodynamik  einheitlich  ab- 
geleitet werden.  In  dem  Abschnitte  über  den  galvanischen  Strom  wird  nach 
allgemeinen  Betrachtungen  über  denselben  das  Ohm'sche  Gesetz  hergeleitet 
und  die  Sätze  über  die  Stromverzweigungen  aufgestellt;  daran  reiht  sich 
die  Einführung  neuer  Maasseinheiten.  Das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der 
Energie  wird  einer  eingehenden  Behandlung  unterzogen,  und  sodann  die 
Energiegleichung  für  den  galvanischen  Strom  entwickelt.  In  der  Thermo- 
elektricität  werden  zuerst  die  experimentellen  Tbatsachen  mitgetheilt,  an  die 
sich  sodann  theoretische  Betrachtungen  anschliessen.  Bei  der  Elektrolyse 
wird  von  stöchiometrischen  Betrachtungen  ausgegangen  und  sodann  Fara* 
d  ay  's  elektrolytische  Gesetze  erläutert.  Dies  führt  zu  den  secundären  Pro- 
cessen, den  galvanischen  Elementen  und  der  elektrolytischen  Strominten- 
sitätsmessung. Nach  den  thermochemischen  Betrachtungen  wird  der  Strom- 
kreis mit  Elektrolyth  untersucht.  Das  grosse  Schlusscapitel  umfasst  die 
Wechselwirkung  linearer  galvanischer  Ströme.  Darin  wird  zuerst  das  Gesetz 
von  der  Erhaltung  der  Energie  auf  zwei  Stromkreise  angewendet,  sodann 
die  Arbeitsgrössen  bestimmt  und  die  Wirkung  des  einen  Stromkreises  auf 
den  andern  ermittelt;   das  Letztere  bildet  den  Uebergang  zu  dem  Grund-r 
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gesetz  von  Wilhelm  Weber.  Nachdem  die  elektromotorischen  KrSfle 
näher  bestimmt  sind,  werden  die  Coefficienten  der  gegenseitigen  Induction 
und  der  Selbstinduction  abgeleitet.  Den  Anhang  bildet  die  Znsammenstel- 
lung einiger  Formeln  aus  der  Elektrodynamik.  —  Es  ist  wohl  sicher  anzu- 
nehmen ,  dass  sich  dieses  Buch  überall  einer  warmen  Aufnahme  zu  erfreuen 
hat,  und  dass  es  mit  grossem  Nutzen  bei  einem  allgemeinen  CoUeg  Über 
mathematische  Physik  zu  Grunde  gelegt  werden  kann.  ß  Nebel 


HoBBS,  Berechnung  elektrischer  Messungen,  dargestellt  an  zahlreicben 
Beispielen.  Aus  dem  Englischen  übersetzt  von  0.  Kitzeb.  Halle  a.S. 
1890,  Verlag  von  W.  Knapp.  97  S.  Preis  2  Mk. 
Der  Zweck  dieser  Aufgabensammlung  ist,  junge  Studenten  der  Elek- 
tricitftt  mit  dem  Ohm'schen  Gesetz  völlig  vertraut  zu  machen.  In  13  Ab- 
schnitten  kommt  die  vielseitige  Anwendung  des  genannten  Gesetzes  zor 
Geltung.  Aufgaben,  wie  Nr.  24  und  28  auf  S.  11,  können  unmöglich  aaf 
Messungen  beruhen,  so  dass  der  Titel  nicht  ganz  correct  ist.  In  Dentscb- 
land  kennt  man  keine  Galvanometer,  die  bei  12000  Volt  Spannungsdifferenz 
und  6000  Ohm  Widerstand  eine  Stromstärke  von  2  Ampere  zulassen.  Der- 
artige Aufgaben  sind  lediglich  Bechenexempel  und  tragen  keineswegs  dazu 
bei,  die  jungen  Leute  auf  die  elektrischen  Verbältnisse  aufmerksam  zu 
machen.  —  Hoffentlich  findet  die  Unterscheidung  in  der  Bezeichnung  nacb 
echten  und  unechten  Biüchen  keine  weitere  Nachahmung ,  so  dass  wir  auch 
künftig  Ampöre,  Volt,  Ohm  schreiben  und  nicht,  wie  dies  hier  der  Fall 
ist,  für  die  letzteren  Amperes,  Volts,  Ohms.  —  Der  Uebersetzer  hätte  das 
Ohm 'sehe  Gesetz  in  der  bei  uns  üblichen  Weise  J^^E/'W  schreiben  und 
nicht  die  englische  C  =  Ejlt  beibehalten  sollen.  Wenn  der  Engländer  seinen 
Schülern  das  Lernen  des  Gesetzes  durch  die  Anfangsbuchstaben  der  eng* 
lischen  Worte  zu  erleichtern  sucht,  so  sehen  wir  nicht  ein,  warum  dies 
nicht  auch  im  Deutschen  der  Fall  sein  soll.  In  der  Vorrede  des  üeber- 
Setzers  wird  darauf  hingewiesen,  dass  die  englischen  Maasse  auf  die  deat- 
schen  umgerechnet  seien,  nichtsdestoweniger  finden  wir  noch  Tard  in  den 
Aufgaben.  Wünschenswerth  wäre  es  gewesen,  wenn  der  uebersetzer  die 
Zweckmässigkeit  der  Beibehaltung  der  englischen  Schreibweise  *ö  anstatt  0,ö 
näher  begründet  hätte;  wir  sind  mit  der  in  Deutschland  vollständig  fremden 
Schreibweise  durchaus  nicht  einverstanden,  zumal  sie  eher  Nachtheil  als 
Vortheil  bringt.  B  ^^^^^ 

J.  J.  Thomson,   Anwendungen   der  Dynamik  auf  Physik  und  Chemie. 

Autorisirte  üebersetzung.     Leipzig  1890,  Verlag  von  Gustav  Engel 
372  S.     Preis  6  Mk.  r^  T 
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Das  Yorliegende  Buch  behandelt  den  Hauptinhalt  einer  Reihe  von  Vor- 
lesungen, die  der  Verf.  im  Herbst  1886  am  Cavendish  Laboratorium  zu 
Cambridge  gehalten  hat.  Obwohl  einige  der  Resultate  schon  in  den  Philo« 
sophical  Transactions  of  the  Royal  Society  für  1886  und  1887  erschienen 
sind,  so  hielt  es  der  Verf.  doch  für  angezeigt,  dem  Studirenden  die  Er- 
scheinungen, welche  an  der  Grenze  zweier  Gebiete  der  Physik  liegen,  in 
etwas  vollständigerer  Form  eigen  zu  machen.  Verf.  geht  nicht  von  den 
Gesetzen  der  Thermodynamik  aus ,  sondern  von  den  rein  dynamischen  Prin- 
cipien,  und  untersucht,  welche  Resultate  sich  auf  diese  Weise  erzielen  lassen. 
Diese  dynamische  Methode,  welche  sich  nur  auf  ein  Princip  stützt,  hat 
einen  viel  fundamentaleren  Charakter,  als  das  zweite  Gesetz  der  Thermo- 
dynamik, und  ist  auf  Fragen  anwendbar,  in  denen  keine  Umwandlungen 
anderer  Energieformen  aus  oder  in  Wärme  vorkommen.  Andererseits  hat 
aber  diese  dynamische  Methode  den  Nachtheil,  dass  die  Resultate  derselben 
lediglich  dynamische  Grössen  sind,  weshalb  noch  die  Kenntniss  anderer 
Beziehungen  erforderlich  ist,  wenn  physikalische  Grössen,  wie  Temperatur, 
Stromstärke  u.  s.  w.,  aus  jenen  Resultaten  abzuleiten  sind.  Verf.  ist  sich 
vollständig  bewusst,  dass  die  dynamische  Methode  nicht  in  allen  Fällen 
direct  zum  Ziele  führt,  weist  aber  darauf  hin^  dass  deren  Anwendung  in- 
sofern von  Interesse  ist,  als  sich  dabei  zu  erkennen  giebt,  welcher  Theil 
der  Probleme  gelöst  werden  kann  mit  Hilfe  der  Dynamik ,  und  welcher  nur 
durch  Betrachtungen^  die  aus  der  Erfahrung  abgeleitet  sind.  Im  zweiten 
Capitel  werden  die  von  Hamilton  und  Lagrange  eingeführten  Methoden 
niitgetheilt  und  diejenigen  dynamischen  Gleichungen  zusammengestellt,  die  im 
Folgenden  am  meisten  zur  Anwendung  kommen.  Darauf  folgt  die  Anwen- 
dung dieser  Principien  auf  die  Physik.  Es  würde  zu  weit  führen,  wollten 
wir  auf  die  zahlreichen  Capitel  dieses  höchst  interessanten  Buches  näher 
eingehen ,  dessen  Studium  unsere  Kenntnisse  nur  zu  bereichem  vermag.  — 
Leider  ist  die  Zahl  der  Druckfehler  so  gross,  dass  mit  deren  Anführung 
vier  Seiten  angefüllt  sind.  ß  Nebel 


Michael    Faraday,    Experimental  -  Untersuchungen    über    Elektricit&t 

Deutsche  üebersetzung  von  S«  Ealischer.     II.  Band.    Berlin  1890, 

Verlag  von  J.  Springer.  303  S.  Preis  8  Mk. 
Dieser  zweite  Band  entspricht  dem  im  Jahre  1844  erschienenen  zweiten 
Bande  der  Experimental  Besearches;  indessen  hat  der  Uebersetzer  noch  drei 
weitere  Stücke  aufgenommen,  die  dem  Inhalt  und  der  Zeit  nach  in  den 
Babmen  dieses  Bandes  gehören.  Es  sind:  1.  Ein  Brief  Faraday's  an  den 
Herausgeber  des  London  and  Edinburgh  Philosophical  Magazine  über  die 
Passivität  des  Eisens,  2.  Faraday's  erste  Arbeit  über  Elektricität  und 
Magnetismus,  und  3.  eine  kurze  Notiz,  Contact  in  voltaic  Electricity.  — 
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Im  Uebrigen  sei  auf  die  Besprechung  des  ersten  Bandes  in  dieser  Zeit- 
schrift hingewiesen.  Möge  der  dritte  Band  dieses  klassischen  Werkes  bald 
erscheinen!  B.  Nebel. 


Zetzschb,  Der  Betrieb  nnd  die  Schaltungen  der  elektrischen  Telegra- 
phen^   bearbeitet    unter    Mitwirkung    von    mehreren    Fachmännern. 
Zugleich  als  II.  Hälfte  des  III.  Bandes   des  Handbuchs   der  elektri- 
schen Telegraphie.     Heft  1,   mit  117   in  den  Text  gedruckten  Ab- 
bildungen.    Halle  a.  S.  1890,  Verlag  von  W.  Knapp.     196  S. 
Das  vorliegende  Heft  mit  zwei  weiteren,  welche  noch  vor  Ende  1890 
erscheinen   sollen,   bildet  ein  für  sich  abgeschlossenes  Werk,   das  zugleich 
auch  betrachtet  werden  kann  als  zweites  des  dritten  Bandes  des  Handbuchs 
der  elektrischen  Telegraphie.    Welchen  Werth  die  Herausgabe  eines  solchen 
Werkes   für   die  Telegraphie    besitzt,    darauf  hinzuweisen  ist  völlig  über- 
flüssig;   zumal  dieselbe   von   einem  Manne   herrührt,    der   früher  selbst  im 
Reichsdienste   praktisch   thätig  war  und   mit  der  Literatur  auf's  Inaigste 
vertraut   ist.      Seitdem   die  Telegraphie    in    den  Lehrplan   der    technischen 
Hochschulen  aufgenommen  worden  ist ,  war  deren  wissenschaftliche  Behand- 
lung   besiegelt;    denn    das  Telegraphenwesen    ist   heutzutage    derartig  an- 
gewachsen ,  dass  ein  rein  praktisches  Erlernen  nicht  mehr  ausreicht.  — -  Die 
erste  Abtheilung  dieses  Heftes  behandelt  die  telegraphischen  Betriebs-  und 
Schaltungsweisen  im  Allgemeinen,  während  die  zweite  die  Schaltungen  för 
die   einfache  Telegraphie  betrachtet.     Die  letztere  zerfallt  wieder  in  solche 
für  Leitungen  ohne  Ladung  und  in  solche  für  Leitungen  mit  Ladung.  Wer 
in    derartigen  Dingen   sich  Ratbs   zu  erholen  hat,   findet  ihn  am  besten  in 
diesem  Werke,   weshalb  es   wünschens werth  ist,   dass  auch  die  beiden  an- 
deren Hefte  möglichst  bald  erscheinen.  g  Nebbl. 


RoscoB,   Die  Spectralanalyse  in  einer  Reihe  von  sechs  Vorlesungen  mit 
wissenschaftlichen   Nachträgen.      III.  Auflage,   neu   bearbeitet  vom 
Verfasser  und  Arthur  Schuster.     Mit  123  Holzstichen,  Chromo- 
lithographien,  Spectraltafeln   etc.     Braunschweig  1890,   Verlag  von 
Friedrich  Vieweg  &  Sohn.    466  S.     Preis  16  Mk. 
Die  vorliegende  deutsche  Ausgabe  schliesst  sich  eng  an  die  vierte  eng- 
lische  an  und   enthält  die  Errungenschaften  bis   in   die  neueste  Zeit;  nur 
solche  Fragen   wurden  ausgeschlossen,   welche   von   den  Fachgelehrten  als 
noch  nicht  genügend  abgeschlossen  betrachtet  werden  können.     Schon  die 
äussere  Form,   die  gesammte  Spectralanalyse  in  sechs  Vorlesungen  wieder- 
zugeben,  deutet   darauf  hin,   dass  dieses  Werk   zunächst  für  ein  grösseres 
Publicum  berechnet  ist;  dafür  spricht  auch  die  allgemein  verstfindliche  Er- 
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läuterong  der  Erscheinungen.  Gleichzeitig  bemerkt  man  das  Bestreben, 
auch  dem  Fachgenossen  eine  vollständige  Znsammenstellung  zu  liefern ;  dies 
giebt  sich  namentlich  in  den  zahlreichen  Anhängen ,  sowie  in  dem  ausführ- 
lichen Literaturverzeichniss  deutlich  zu  erkennen.  Auf  den  reichen  Inhalt 
des  Buches  näher  einzugehen,  würde  zu  weit  führen.  Dem  Laien  sowohl, 
als  auch  dem  Fachgelehrten  kann  es  nur  wärmstens  empfohlen  werden. 

B.  Nebel. 


W.  Wäge,  Netze  zum  Anfertigen  zerlegbarer  Erystallmodelle.   Für  höhere 
Lehranstalten  und  zum  Selbstunterrichte  herausgegeben  und  erläutert. 
13  Tafeln  und  Text.     2.  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.    Berlin 
1890,  L.  Gärtner's  Verlagsbuchhandlung  (H.  Heyfelder).    Preis  3  Mk. 
Gegenüber  der  ersten  Auflage  ist  die  vorliegende  bedeutend  erweitert, 
so  dass  sich  jetzt  über  60  verschiedene,   zerlegbare  und  unzerlegbare  Krj- 
stallmodelle  anfertigen  lassen.     Derartige  Modelle,  von  den  Schülern  selbst 
hergestellt,  sind  in  jeder  Beziehung  nützlich;  einmal  wird  das  Interesse  des 
Lernenden  wesentlich  gesteigert,  wenn  er  genöthigt  ist,  selbst  Hand  anzu- 
legen,  sodann  bleiben  diese  Gegenstände  in  seinem  Besitze,   wodurch  spä- 
tere  Recapitulationen    ungemein    erleichtert   werden;    schliesslich    ruht   die 
Oehimthätigkeit  während  der  Anfertigung  mehr  oder  weniger  aus,   worauf 
bei    dem    heutigen    Unterricht    sehr   geachtet    wird,    während    die    stereo- 
zaetrische  Auffassung   sich  gleichsam  spielend  befestigt.     Wenn  irgend  die 
Zeit  es  gestattet;  sollten  derartige  üebungen  nicht  versäumt  werden. 

B.  Nebel. 

W.  Voigt  ;  üeber  die  innere  Reibung  der  festen  Körper,  insbesondere 
der  Krystalle.  Göttingen  *1890,  Verlag  von  Dieterich.  47  S. 
Mit  der  vorliegenden  Arbeit  eröffnet  der  Verf.  eine  Reihe  von  Unter- 
suchungen, deren  Zweck  ist,  die  Erscheinungen  der  inneren  Reibung  auf 
fundamentale  Constanten  zurückzuführen.  Während  die  erste  Mittheilung 
ausschliesslich  theoretische  Grundlagen  enthält,  so  sollen  die  folgenden  die 
Bestimmungen  der  Reibungsconstanten  für  eine  Reihe  isotroper  und  aniso- 
troper fester  Körper  bringen.  B^  Nebel. 


Ch.  Aüo.  Voqleb,  Geodätische  Hebungen  für  Landmesser  und  Ingenieure. 

Mit  36  eingedruckten  Abbildungen.     Berlin  1890,  Verlag  von  Paul 

Parey.    216  S.    Preis  7  Mk. 
Die   grosse  Zuhörerzahl    des  Verf.   war  die  Ursache  zur  Herausgabe 
dieses  Uebungsbuches ;   denn  es  ist  in  diesem  Falle  unmöglich,  jeden  Ein- 
zelnen bei  seinen  praktischen  üebungen  zu  unterweisen.     Daher  ist  ^  zum 
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Bedürfniss  geworden,  eine  Reihe  von  Aufgaben  zu  lösen,  welche  als  Vor- 
bild bei  den  weiteren  Uebungen  dienen  sollen.  Dabei  wurde  haupts&chlieb 
darauf  Werth  gelegt,  nicht  zuviel  Aufgaben  zu  geben,  sondern  die  einzeloen 
gründlich  durchzuführen.  Die  Aufgaben  behandeln  die  FlSchentheilung  und 
Grenzregelung,  das  Abstecken  von  Geraden  und  Kreisen,  die  Polygon-  und 
Kleinpunkte,  die  Triangulation,  die  Punkteinschaltung,  das  Nivelliren,  die 
trigonometrische  und  barometrische  Höhenmessung,  die  Tachjmetrie,  die 
Instrumentenkunde  und  die  Ausgleichungsrechnung.  —  Da  ein  derartigee 
Buch  bisher  fehlte,  so  wird  es  gewiss  auch  an  anderen  Hochschulen  viel- 
fach Verwendung  finden.  g  Nbbel 


A.  FöppL,  Leitfaden  und  Aufgabensammlung  für  den  Unterricht  in  der 
angewandten  Mechanik.  K  u.  2.  Heft.  Leipzig  1890,  Verlag  von 
B.  G.  Teubner.  140  u.  180  8. 
Dieser  Leitfaden  ist  dem  Unterricht  an  einer  Gewerbeschule  entsprungen; 
indessen  glaubt  der  Verf. ,  dass  auch  die  Lehrer  der  Physik  an  Gymnasien 
und  Realschulen  Nutzen  daraus  ziehen  werden.  Mit  dem  Inhalt  des  ersten 
Heftes,  welcher  die  Elementarmechanik  behandelt  und  diese  auf  die  ein- 
fachen Maschinen  anwendet,  können  wir  uns  ganz  einverstanden  erklären. 
Dasselbe  gilt  auch  für  die  beiden  ersten  Abschnitte  des  zweiten  Heftes- 
Was  aber  den  3.  und  4.  Abschnitt  des  letzteren  über  die  Wfirme  und  die 
Elektromechanik  betrifft,  so  scheint  der  Inhalt  für  die  genannten  Schnl- 
kreise  denn  doch  zu  hoch  angelegt  zu  sein.  Dabei  zeigt  sich,  dass  der 
Verf.  eigentlich  Physiker  ist  und  die  genannten  Disciplinen  zu  sehr  in  die 
Mechanik  hereinzuziehen  sucht,  während  das  Meiste  in  der  Physik  behan* 
delt  werden  sollte.  Verf.  weicht  vielfach  von  dem  herkömmlichen  Wege 
ab ,  was  derselbe  auch  in  dem  Vorwort  hervorhebt ,  was  ja  anerkannt  werden 
muss,  wenn  nur  das  Verstftndniss  nicht  Noth  leidet  Der  üebergang  von 
dem  elektrostatischen  zu  dem  elektromagnetischen  Maasssystem  scheint  ftlr 
einen  homo  novus  denn  doch  zu  schwierig,  da  wäre  der  althergebrachte 
Weg  wohl  besser  gewesen.  Mit  §§195  und  196  des  zweiten  Heftes  and 
den  entsprechenden  Figuren  sind  wir  nicht  ganz  einverstanden.  Wäre  als 
Einheit  der  Abscisse  die  Widerstandseinheit,  als  diejenige  der  Ordinate  die 
Potentialeinheit  gewählt  worden ,  so  hätte  sich  aus  der  Neigung  der  Oeflül- 
linie  die  Stromstärke  ergeben ,  die  natürlich  für  alle  Theile  des  Stromkreises 
die  gleiche  sein  muss.  Die  Diction  ist  durchweg  kurz,  die  nicht  gerade 
zahlreichen  Aufgaben  sind  präcis  und  knapp  ausgedrückt,  ohne  Mittheilnng 
bezw.  Andeutung  der  Lösungen.  Daraus  folgt,  dass  es  sich  nur  mit  Hilfe 
des  Lehrers  verwenden  läset,  dass  es  aber  in  diesem  Falle  gute  Dienste 
leisten  wird.  ^  j^^^^ 
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A.  F.  MöBius,  Hauptsätze  der  Astronomie.  7.  Auflage,  umgearbeitet  und 
erweitert  von  H.  Cramz.  Mit  29  Figuren  und  einer  Tabelle.  (11.  Bd. 
Sammlung  Göschen.)  Stuttgart  1890,  Verlag  von  G.  J.  Göschen. 
111  S.     Preis  geb.  80  Pf. 

Das  kleine  Buch  enthält  eine  Menge  Wissenswerthes  aus  der  Astro- 
nomie und  wird  daher  von  Allen,  welche  sich  für  die  Astronomie  inter- 
essiren ,  sich  aber  nicht  näher  damit  beschäftigen  können ,  mit  Freuden  be- 
grüsst  werden.  Von  grossem  Werthe  ist  die  beigefügte  Tabelle.  Für  eine 
nächste  Auflage  möchten  wir  der  Verlagsbuchhandlung  empfehlen ,  statt  der 
Zusammenstellung  der  Namen  der  vorzüglicheren  bei  uns  sichtbaren  Stern- 
bilder ein  kleines  einfaches  Kärtchen  beizufügen ,  in  welchem  die  zu  einem 
Stembilde  gehörigen  Sterne  durch  Linien  vereinigt  sind,  wodurch  es  dem 
Laien  ermöglicht  wäre,  sich  selbst  am  Himmelsgewölbe  zu  orientiren.  Dass 
hierdurch  das  Büchelchen  wesentlich  an  Werth  gewinnen  würde,  wird  Jedem 
einleuchten.  —  Die  ganze  Ausstattung  verdient  volle  Anerkennung. 

B.  Nebbl. 


Fb.  Buchholtz,  Die  einfache  Erdzeit  mit  Stundenzonen  und  festem  Welt- 
meridian als  Zifferblatt  ohne  Störung  der  Tageszeiten  für  alle  Länder 
und  Völker  der  Erde.    Berlin  1890,  C.  F.  Conrad's  Buchhandl.  31  8. 

Verf.  ist  auch  für  die  Einführung  der  Stundenzonen,  glaubt  aber,  dass 
wir  Menschen  nicht  berechtigt  seien,  von  dem  Greenwicher  resp.  Pariser 
Meridian  auszugehen,  sondern  dass  wir  einen  sogenannten  Weltmeridian  zu 
Grunde  legen  müssen,  der  nur  durch  die  Behringsstrasse  gehen  könnte. 
Verf.,  ein  pensionirter  Prediger,  kommt  dabei  vom  Hundertsten  ins  Tau- 
sendste und  beschäftigt  sich  mit  Dingen,  die  keineswegs  Beweisgründe  für 
diesen  Weltmeridian  liefern.  g  Nebel 


F.  Kerz  y  Weitere  Ausbildung  der  Laplace'sclien  Nebularhypothese.  Erster 
und  zweiter  Nachtrag.  Leipzig  und  Berlin  1888  und  1890,  Verlag 
von  Otto  Spamer.     127  und  66  S.     Preis  3  Mk.  und  1  Mk.  60  Pf. 

Der  erste  Nachtrag  ist  eine  rechnerische  Umgestaltung  seiner  früheren 
Arbeit,  in  welcher  einige  Hauptfehler  untergelaufen  sind.  Der  zweite  Nach- 
trag behandelt  die  ganze  Nebularhjpothese  in  populärer  Form,  wobei  die 
im  ersten  Nachtrag  gewonneneu  Rechnungsresultate  nur  mitgetheilt  werden. 

\  B.  Nebel. 


Digitized  by 


Google 


152  Historisch -literarische  Abtheilmig. 

Die  Elemente  der  Oeometrie  mit  Rttcksioht  anf  die  absolute  Geometrie. 
Von  Dr.  Max  Simon,  Oberlehrer  am  Lyceam  zu  Strassbarg.  Strass 
barger  Drackerei  und  Yerlagsanstalt,  1890.     8**. 

Eine  gehaltvolle  und  anregende  Druckschrift  von  IV  und  72  Seiten. 
Der  Verfasser  veröffentlicht  in  derselben  seinen  Lehrgang  in  den  Elementen 
der  Geometrie  und  führt  sodann  durch  eine  Reihe  von  Anmerkungen  den 
Leser  ein  in  die  Elemente  der  nicht -Euklidischen  oder  absoluten  Geometrie. 

Nach  den  Definitionen  und  Axiomen  der  Einleitung  folgt  als  erstes 
Capitel  die  Lehre  von  der  „Congruenz".  Ausgehend  von  dem  fruchtbaren 
Begriffe  der  Gegenpunkte  bezüglich  einer  Axe  begründet  der  Verfasser  u.  A. 
die  Sätze  von  den  Normalen  zu  einer  gegebenen  Geraden ,  von  den  Schnitt- 
punkten zweier  Kreise  oder  eines  Kreises  und  einer  Geraden,  von  den 
gleichschenkligen  Dreiecken,  sowie  die  CongruenzsStze.  Alle  diese  SStze 
gelten  unabhängig  von  dem  Parallelenaziom.  Da  zwei  Gerade  einer  Ebene 
sich  nicht  schneiden,  wenn  sie  zu  derselben  dritten  normal  sind,  so  tritt 
uns  im  zweiten  Capitel  vom  „ Parallelismus "  alsbald  die  Frage  entgegen: 
Giebt  es  in  der  Ebene  Nichtsichschneidende,  welche  nicht  auf  denselben 
Geraden  senkrecht  stehen?  Das  Parallelenaxiom  Euklid^s  verneint  diese 
Frage,  indem  es  in  der  Ebene  zu  einer  Geraden  durch  einen  Punkt  nnr 
eine  Nichtschneidende,  die  Parallele,  zulässt.  Dieses  von  Mathematikern 
und  Philosophen  so  vielfach  discutirte  Axiom  ist,  wie  der  Verfasser  näher 
ausführt,  identisch  mit  jedem  der  folgenden  Sätze:  Durch  drei  Punkte,  die 
nicht  in  einer  Geraden  liegen ,  ist  stets  ein  Kreis  möglich ;  eine  Gerade  der 
Ebene,  welche  auf  der  einen  von  zwei  Parallelen  senkrecht  steht,  ist  anch 
zu  der  andern  normal ;  es  giebt  in  der  Ebene  ein  Rechteck ;  es  giebt  ein 
(endliches)  Dreieck,  dessen  Winkelsumme  zwei  Rechte  ist  (Lobatschewskj); 
durch  jeden  Punkt  innerhalb  eines  Winkels  lässt  sich  eine  Gerade  ziehen, 
welche  beide  Schenkel  schneidet  (Legendre);  zwei  Gerade  einer  Ebene 
sind  parallel,  wenn  sie  von  irgend  einer  dritten  unter  gleichen  Wechsel- 
oder Gegenwinkeln  geschnitten  werden.  —  Das  dritte  Capitel  handelt  «vom 
Kreise",  seinen  Sehnen,  Tangenten,  Peripherie  winkeln  etc.,  und  beiläufig 
von  den  merkwürdigen  Punkten  des  Dreiecks.  Das  vierte  und  letzte  Ca- 
pitel ist  überschrieben  „Streifensysteme"  und  erörtert  die  Satzgruppe  des 
Pjthagoras,  dann  die  Theilung  und  Messung,  endlich  die  Aehnlichkeit 
Die  Systeme  congruenter  Streifen,  welche  in  der  Ebene  von  äquidistanten 
Parallelen  begrenzt  werden ,  bilden  die  gemeinsame  Grundlage  dieser  Erörte- 
rungen. 

Ein  besonderes  Interesse  bieten  die  Anmerkungen  über  die  „Elemente 
der  absoluten  Geometrie"  auf  den  letzten  32  Seiten  der  DruckschrifL  Zu 
dieser  einwurfsfreien  nicht -Euklidischen  Geometrie  gelangt  man  bekanntlich, 
wenn  man  von  dem  Parallelenaxiom  absieht  und  zugiebt,  dass  in  der  Ebene 
zu  einer  Geraden  verschiedene  Nichtschneidende  durch  einen  Punkt  möglich 
oder  denkbar  sind;  zu  einer  Geraden  gehen  dann  zwei  Parallele  durch  jeden 
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Punkt  und  unendlich  viele  Nichtschneidende,  welche  in  zwei  von  den  Paral- 
lelen gebildeten  Scheitelwinkeln  liegen.  Ganss  hat  schon  1792  mit  der 
nicht -Euklidischen  Geometrie  sich  beschäftigt;  doch  kennen  wir  von  seinen 
Ergebnissen  nur  die  wenigen  bedeutenden  Sätze,  welche  in  seinem  1860 
bis  1865  veröffentlichten  Briefwechsel  mit  Schumacher  (II,  S.  268  u. 
431;  V,  S.  246)  enthalten  sind.  Lobatschewsky  und  J.  Boljai  sind 
seit  1829  bezw.  1832  die  Begründer  der  absoluten  Geometrie  geworden, 
und  R.  Baltzer  hat  das  Verdienst,  zuerst  in  einem  Lehrbuche,  seinen 
„Elementen  der  Mathematik''  (1874,  4.  Aufl.),  dieselbe  berücksichtigt  zu 
haben.  Während  aber  Baltzer  sich  auf  wenige  oben  angeführte  Sätze 
beschränkt,  dringt  die  vorliegende  Druckschrift  Dr.  Simon's  weit  tiefer  ein 
in  die  absolut«  Geometrie. 

Da  in  weiteren  mathematischen  Kreisen  die  absolate  Geometrie  noch 
wenig  bekannt  ist,  so  dürfte  die  folgende  üebersicht  der  wichtigeren,  in 
der  Druckschrift  noch  enthaltenen  Sätze  von  allgemeinerem  Interesse  sein. 
Die  Lothe  aus  den  Punkten  einer  Geraden  g  auf  einer  zu  g  parallelen  Ge- 
raden g^  nehmen  in  der  absoluten  Geometrie  ab  nach  der  Seite  des  gemein- 
samen unendlich  fernen  Punktes  hin;  zugleich  werden  die  ;, Parallelwinkel'', 
welche  die  Lothe  mit  g  nach  dieser  Seite  hin  bilden,  immer  grösser.  Die 
Punkte,  welche  in  der  Ebene  von  einer  Geraden  einen  gegebenen  Abstand 
haben,  liegen  nämlich  nicht  in  zwei  parallelen  Geraden,  sondern  in  zwei 
„  Abstandslinien ",  die  mit  keiner  Geraden  mehr  als  zwei  Punkte  gemein 
haben.  Zu  jedem  Abstände  zwischen  zwei  Parallelen  (d.  h.  eines  Punktes 
der  einen  von  der  andern)  gehört  ein  bestimmter  Parallelwinkel,  und  um- 
gekehrt; zwei  beliebige  Streifen  zwischen  je  zwei  Parallelen 
sind  folglich  congruent.  Zu  zwei  sich  nicht  schneidenden  Geraden  der 
Ebene  giebt  es  nur  eine  gemeinsame  Normale;  die  Abstände  der  Punkte 
der  einen  Geraden  von  der  andern  nehmen  zu  mit  ihren  Abständen  von 
dieser  Normale,*  und  der  kleinste  Abstand  föUt  auf  die  Normale. 

In  der  absoluten  Geometrie  geht  ein  veränderlicher  Kreis,  wenn  sein 
Mittelpunkt  von  einem  gegebenen  Kreispunkte  unendlich  sich  entfernt ,  nicht 
in  eine  Gerade  Über,  sondern  in  eine  Curve,  den  „  Grenzkreis  ^.  Jede  Tan- 
gente des  Grenzkreises  ist  zu  dem  Radius  ihres  Berührungspunktes  normal, 
jede  Sehne  desselben   bildet  mit  den  Radien  ihrer  Endpunkte  ein  gleich« 

*  Zum  Beweise  dieses  Satzes  führt  Dr.  Simon. an,  dass,  wenn  die  letzteren 
Abstände  zunehmen,  die  ersteren  entweder  fortwährend  wachsen,  oder  fortwährend 
abnehmen,  und  dass  im  Falle  der  Abnahme  die  beiden  Geraden  zwei  Punkte, 
sei  es  im  Endlichen  oder  im  unendlichen,  gemein  haben  würden.  Dieser  Be- 
weis genügt  nicht;  denn  die  Abstände  könnten  trotz  ihrer  Abnahme  einer  end- 
lichen unteren  Grenze  sich  nähern,  und  die  eine  Gerade  könnte  von  einer  Ab- 
standslinie  der  andern  eine  Asymptote  sein.  Diese  Lücke  in  der  Beweisführung 
wird  um  so  empfindlicher,  als  gleich  hernach  aus  jenem  Satze  gefolgert  wird,  dass 
in  der  absoluten  Geometrie  die  Winkelsnmme  jedes  Dreiecks  kleiner  als  zwei 
Hechte  ist.  (^ r\r\cs\c> 
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schenkliges  Dreieck,  dessen  dritter  Eckpunkt  unendlich  fern  liegt.  Drei 
Punkte  eines  Grenzkreises  und  ebenso  einer  Abstandslinie  können  weder 
durch  eine  Gerade ,  noch  durch  einen  gewöhnlichen  Kreis  verbunden  werden. 
Der  Grenzkreis  ist,  wie  die  Gerade,  der  Kreis  und  die  Abstandslinie  in  sich 
ohne  Biegung  verschiebbar,  also  überall  gleichförmig.  Je  zwei  Grenzkreise  sind 
congruent  und  lassen  sich  zur  Deckung  bringen.  Concentrische  Grenzkreise 
werden  durch  ihre  parallelen  Radien  Punkt  fQr  Punkt  aufeinander  bezogen; 
ihre  homologen  Bögen  stehen  zu  einander  in  constantem  VerhSltniss,  wel- 
ches nur  von  dem  Abstände  h  ihrer  homologen  Punkte  abhängt  Der  Ab- 
stand k,  für  welchen  das  Yerhältniss  concentrischer  homologer  Orenzkreis- 

bögen   gleich  der  Zahl  e  bezw.  —  ist,  bildet  das  (absolute)  Längenmaass. 

c 

Die  Eigenschaften  der  Geraden  in  der  Euklidischen  Geometrie  vertheilen 
sich  in  der  absoluten  Geometrie  auf  die  Gerade  als  kürzeste  Linie,  den 
Grenzkreis  und  die  Abstandslinie. 

In  der  Ebene  begrenzen  die  beiden  Abstandslinien,  deren  Punkte  yon 
einer  Geraden  einen  gegebenen  Abstand  haben,  einen  „Abstandsstreifen", 
welcher  dem  Streifen  der  Euklidischen  Geometrie  analog  ist.  Mit  Hilfe 
solcher  Abstandsstreifen  lässt  sich  ein  Dreieck  in  ein  flächengleiches  mit 
gegebener  Grundlinie  verwandeln ;  Dreiecke  von  gleicher  Fläche  aber  haben, 
wie  hierbei  sich  ergiebt,  gleiche  Winkelsummen.  Yon  zwei  Dreiecken  hftt 
dasjenige  die  grössere  Fläche,  welches  die  kleinere  Winkelsumme  hat,  und 
umgekehrt;  und  es  giebt  ein  absolut  grösstes  Dreieck,  dessen  Winkel- 
summe Null  ist  und  dessen  Eckpunkte  unendlich  fern  liegen.  Schon  Gauss 
betont  a.  a.  0.:  |,In  der  Euklidischen  Geometrie  giebt  es  nichts  absolnt 
Grosses,  wohl  aber  in  der  nicht -Euklidischen;  dies  ist  gerade  ihr  wesent- 
licher Charakter. '^  Die  Flächen  zweier  Dreiecke  verhalten  sich  wie  ihre 
ebenen  Excesse,  wenn  die  Differenz  zwischen  180^  und  der  Winkelsumme 
eines  Dreiecks  als  dessen  ebener  Excess  bezeichnet  wird.  Das  absolnt 
grjösste  Dreieck  hat  demnach  eine  endliche  Fläche. 

Die  „Anmerkungen",  welche  diese  bemerkenswerthen  Sätse  enthalten 
und  begründen,  sind  nicht  gerade  leicht  zu  lesen.  Die  Form  der  Darstel- 
lung ist  nicht  selten  gar  zu  knapp^  auch  fehlen  öfters  die  Figuren  und  sind 
wegen  störender  Druckfehler  des  Textes  manchmal  schwer  herzustellen. 
Möchte  in  nicht  zu  ferner  Zeit  eine  neue  Auflage  die  angeführten  Mängel 
der  inhaltsreichen  Schrift  beseitigen! 

Strassburg  i.  E.,  25.  Januar  1891.  Th.  Rbtb. 


Erleichtemngstafel  für  Jedermann  zur  Erzielung  fehlerfreier  und  zugleich 
rascherer  und  bequemerer  Ausführungen  von  Multiplicaüonen  und 
Divisionen.  Nach  Angaben  A.  Steinhauser^s ,  k.  k.  Begierungsrstfas 
in  Wien,  herausgegeben  von  Joseph  Blatbr.  Wien  1889,  Verlag 
von  Alfred  Holder,  k.  k.  Hof-  und  üniversitatsbuchhändler. 
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Unter  den  vielerlei  Multiplicationsmethoden ,  deren  die  Inder  sich  be- 
dienten ,  nnd  welche  wahrscheinlich  durch  arabische  Vermittelung  nach  Italien 
drangen,  von  wo  sie  sich  weiter  über  ganz  Europa  verbreiteten,  sind  es 
besonders  zwei  gewesen,  welche,  als  Oegens&tze  aufzufassen,  unsere  Auf- 
merksamkeit auch  heute  noch  auf  sich  zu  ziehen  vermögen:  die  kreuzweise 
und  die  netzartige  Mnltiplication.  Jene  schreibt  gar  kein  Zwischenproduct, 
sondern  gleich  das  endgiltige  £rgebniss  nieder;  diese  schreibt  Alles,  was 
nur  überhaupt  geschrieben  werden  kann,  und  verschmäht  es  nicht,  das 
etwa  zweiziffrige  Product  einer  Multiplicatorstelle  in  eine  solche  des  Mul- 
tiplicanden  ganz  hinzuschreiben,  anstatt  die  Zehnerziffer  im  Kopfe  zu  be- 
halten. Wer  der  Meinung  ist,  die  meisten  Rechenirrthümer  beruhen  auf 
Schreibfehlem,  der  wird  auch  heute  noch  die  kreuzweise  Mnltiplication 
üben,  welchen  Herr  Giesing  neuen  Eingang  zu  verschaffen  gesucht  hat 
[vergl.  Bd.  XXX  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit.  Abth.  S.  113 -—114];  wer  dem 
Gedächtniss  misstrant,  wird  der  netzartigen  Mnltiplication  das  Wort  reden, 
wird  sie  noch  durch  zum  Voraus  netzartig  hergestellte  Producte  aller  ein- 
ziffrigen  Zahlen  untereinander  zu  erleichtern  suchen.  Das  beabsichtigte 
Neper  im  XVII.  Jahrhundert  durch  seine  Stäbchen  (Neper^s  bonos),  das 
hat  Herr  Blater  durch  eine  ganz  ähnliche  Vorrichtung  neuester  Zeit  ge- 
leistet.  Für  diese  Einrichtung  mag  als  Empfehlung  dienen,  dass  ein  so 
bekannter  und  allgemein  hochgeschätzter  Rechner  wie  Herr  Steinhauser 
in  Wien  sie  als  zweckmässig  erachtet.  Reförent  steht  auf  dem  andern  der 
beiden  genannten  Standpunkte  und  multiplicirt  niemals  anders,  als  nach 
dem  krenzweisen  Verfahren.  Cantob. 

Hatarwissensohaftliohe  Anwendungen  der  Integralrechnung.     Lehrbuch 
und  Aufgabensammlung,  verfasst  von  Dr.  Arwed  Fuhrmann ,  ordentl. 
Professor  an  der  Königl.  Technischen  Hochschule  zu  Dresden.     Mit 
73  Holzschnitten.     268  S.     Berlin  1890,  Ernst  &  Korn  (Wilhelm 
Ernst). 
Das  I.Heft  der  Fuhr  man  n'schen  Aufgabensammlung  ist  Bd.  XXXIV, 
S.  195—196  der  hist.-lit.  Abth.  besprochen.     Wie  dort  die  Foimeln  der 
Differentialrechnung  an  naturwissenschaftlichen  Aufgaben  geübt  wurden ,  so 
ist    es   gegenwärtig   auf  nahezu   doppeltem  Räume  mit  den  Formeln  der 
Integralrechnung  der  Fall.    Wie  die  betreffenden  Aufgaben  zu  den  bei  ihnen 
in  Anwendung  kommenden  Formeln  in  Beziehung  treten,  ist  nicht  erörtert, 
und   es   könnte  die  Frage  aufgeworfen  werden,  ob  darin  nicht  ein  Wider- 
spruch sich  offenbare?    Wird  nicht,  wer  die  Ableitung  der  Formel  kennt, 
die  Integration  vollziehen  können?   Wird  nicht  Dem,  welcher  an  den  Inte- 
grationen strauchelt,   die  Ableitung  der  Formel  unverständlich  sein?     Ein 
solches  Dilemma  könnte,   sagen  wir^   erzeugt  werden,   aber  doch  wohl  mit 
unrecht.     Man  darf  den  Unterschied  zwischen  Wissen  und  Können  ^icht 
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ausser  Augen  lassen.  Er  allein  begründet  die  Berechtigung  aach  rein 
mathematischer  Aufgabensammlungen >  und  es  ist  nicht  abzusehen,  weshalb 
die  angewandte  Mathematik  in  dieser  Beziehung  übler  fahren  sollte.  Nicht 
als  ob  ein  aus  Formelableitung  und  Formelan  Wendung  vereinigt  hergestelltes 
Buch  —  ein  Seitenstück  zu  Dölp's  vielgebrauchten  Aufgaben  znr  Differen- 
tial -  und  Integralrechnung  —  undenkbar  wäre ,  aber  bei  der  grossen  Man- 
nigfaltigkeit der  naturwissenschaftlichen  Anwendungen  würde  es  zu  einem 
umfange  anwachsen  und  einen  Preis  nothwendig  machen,  bei  denen  die 
Benutzbarkeit  thatsäcblich  aufhören  müsste.  Man  lese  nur  in  den  von  dem 
Verfasser  den  beiden  bisherigen  Heften  angehängten  Literaturverzeichnissen 
die  Titel  der  kleineren ,  aber  auch  der  grösseren  Schriften  nach ,  auf  welche 
Herr  Fuhrmann  sich  als  Quellen  beruft,  um  eine  Ahnung  von  dem 
dienstbar  gemachten  Material  zu  erhalten.  In  der  Vorrede  ist  der  Wunsch 
ausgesprochen,  die  Studirenden  der  Chemie  möchten  bei  der  Richtung, 
welche  diese  Wissenschaft  in  dem  letzten  Jahrzehnt  etwa  eingeschlagen  hat, 
verharren  und  sich  zu  diesem  Zwecke  mit  der  nöthigen  mathematischen 
Ausrüstung  versehen.  Der  Lehrer  der  Mathematik  an  Universität  und  Poly- 
technikum wird  sich  gewiss  damit  einverstanden  erklären,  aber  wird  der 
Lehrer  der  Chemie  seinen  Schülern  die  Zeit  dazu  übrig  lassen?  Dorthin 
scheint  uns  in  erster  Linie  die  Anforderung  gerichtet  werden  zu  müssen, 
welcher  man  nicht  mit  der  wohlfeilen  Entschuldigung  ausweichen  kann, 
die  Mittelschule  solle  die  jungen  Leute  besser  vorbereitet  entlassen.  Der 
Infinitesimalcalcul  gehört  nicht  auf  die  Mittelschule,  deren  Zöglinge  ihrem 
Alter  nach  dafür  noch  nicht  reif  sind.  Will  man  auf  der  Hochschule  den 
Infinitesimalcalcul  anwenden,  so  muss  man  es  ermöglichen,  dass  er  dort 
von  Denen,  die  ihn  anwenden  sollen,  zuvor  erlernt  werde.  Cantor 


Einfache  Versiohemngsreohnungen   von  Karl  Lbmbokb,    Seminarlehrer. 
I.  Versicherungen    auf  den  Todesfall    mit  Berücksichtigung 
der  Bechnungsgrundlagen  des  Lebensversicherungs-Vereins  für  meck- 
lenburgische Lehrer;  II.  Versicherungen  auf  den  Lebensfall 
mit  Berücksichtigung  der  Bechnungsgrundlagen  der  Kaiser  Wilhelms- 
Spende  elementar  entwickelt  und  dargestellt.    77  u.  49  S.    Parchim 
i.  M.  1890,  bei  H.  Wehdemann. 
Der  unmittelbare  Zweck   des  Verfassers   ist  der,    seine  heimatfalichen 
Berufsgenossen  mehr  und  mehr  dem  Lebensversicherungsvereine  für  meck- 
lenburgische  Lehrer   und   der   Kaiser  Wilhelms -Spende   zuzuführen,    dem 
ersteren  Vereine   für  Versicherungen  auf  den  Todesfall,   dem  zweiten  für 
solche  auf  den  Lebensfall.     Er  sucht  diesen  Zweck  dadurch  zu  erfüllen, 
dass  er  mit  grosser  Klarheit  die  Regeln  auseinandersetzt,  welche  die  jedes- 
mal erforderten  Einnahmen  der  Versicherungsgesellschaft  berechnen  lassen, 

Uigitized  by  ^^jkjkjwis^ 


Becensionen.  167 

und  dass  er  zeigt,  wie  die  beiden  von  ihm  empfohlenen  Vereine  in  ihren 
Satzungen  jene  Begeln  befolgen.  Herrn  Lembcke's  Auseinandersetzungen 
zeichnen  sich  vor  manchen  ähnlichen  auch  dadurch  aus,  dass  von  der  Bil- 
dung der  Sterblichkeitslisten  gehandelt  ist,  wahrend  dieselben  sonst  einfach 
als  vorhanden  vorausgesetzt  zu  werden  pflegen,  und  durch  ein,  wenn  auch 
nur  kurzes  Verweilen  bei  dem  Vertheilungsverhältnisse  der  Jahresüberschüsse 
in  Gestalt  von  Dividenden.  Einer  wichtigen  Bemerkung  sind  wir  allerdings 
bei  Herrn  Lembcke  nicht  begegnet,  der  nämlich,  dass  bei  sonst  gleichen 
Satzungen  diejenige  Versicherungsgesellschaft  die  grösste  Sicherheit  gegen 
die  Gefahren  einer  Uebersterblichkeit  bietet,  welche  ihre  Mitglieder  über 
den  grössten  Flächenraum  vertheilt  besitzt,  weil  nur  dadurch  strichweise 
auftretende  Krankheiten  ihren  schädigenden  Einfluss  einbüssen.  Freilich 
spricht  diese  Thatsache  gegen  jede  eng  localisirte  Versicherungsgemeinschaft, 
und  so  auch  gegen  jene  der  mecklenburger  Lehrer,  so  vortrefflich  sie  ge- 
ordnet und  verwaltet  sein  mag.  Auch  im  Versicherungswesen  gilt  das  Wort 
vom  grossen  Ganzen,  dem  man  mit  Vortheil  sich  anzugliedern  bestrebt  sein 
müsse,  und  wir  würden  den  mecklenburger  Lehrern  viel  eher,  als  den  Rath 
zum  Eintritt  in  ihren  Sonderverein,  den  entgegengesetzten  Rath  ans  Herz 
legen:  mit  ihrem  ganzen  Vereine  einer  der  bestehenden  grossen  deutschen 
Gegenseitigkeitsgesellschaften  beizutreten,  die  in  Gotha,  Karlsruhe,  Leipzig, 
Stuttgart  ihren  Sitz  haben.  Die  Kaiser  Wilhelms  -  Spende  dagegen  ist  über 
ganz  Deutschland  ausgedehnt  und  kann  deshalb  für  Versicherungen  auf  den 
Lebensfall  um  so  unbedenklicher  empfohlen  werden,  als  jene  genannten 
Gegenseitigkeitsgesellschaften  dieser  Gattung  von  Versicherungen  sehr  kühl 
gegenüberstehen,  wenn  sie  überhaupt  sich  darauf  einlassen.         Cantob. 


Elementary  Algebra  edited   for  the  Syndics  of  the  üniversity  press  by 
W.  W.  RouBB  Ball  ,   fellow  and  mathematical  lecturer  of  Trinity 
College,  Cambridge;  author  of  a  history  of  mathematics,  a  history 
of  the  study  of  mathematics  at  Cambridge,  etc.     Cambridge  1890 
at  the  üniversity  press.     XV,  486  pag. 
Das  uns  zur  Anzeige  vorliegende  Buch  ist  eine  durchaus  auf  die  An- 
fangsgründe  sich   beschränkende   Buchstabenrechnung.      Irgendwelche  An- 
sprüche  auf   wissenschaftliche  Strenge   oder  auf  neue  Entwickelungen  zu 
erheben,   wäi*e    dem   ausgesprochenen  Zwecke    des   Buches  gegenüber  un- 
gerecht.    Unter  den  Lehrbüchern  niederster  Ordnung  wird  es  vermöge  der 
zahlreich   aufgenommenen   Beispiele    und    der   hübschen    Ausstattung   eine 
immerhin  ehrenvolle  Stellung  einnehmen.  Cantor. 
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Geometry  in  Beiigion   and  the   exaet  dates  in  biblical  history  after  the 
monuments   or  the  fundamental  principles  of  christianitj,  the  pre- 
cessional  year  etc.  as  based  on  the  teaching  of  the  ancients  by  the 
cube,  Square,  circle,  pyramid  etc.    London ,  A.  Brensinger.   Leipzig, 
A.  Twietmeyer.    VII,  96  S. 
Referent  glaubt ^   der  Verfasser  beabsichtige  zu  zeigen,  dass  kein  ein- 
ziges Wort   und   keine   einzige  Zahl   in   den  Schriften  des  alten  und  des 
neuen  Testaments  so  zu  verstehen  seien ,  wie  der  Wortlaut  besage,    üeberall 
sind    dem   Verfasser    symbolische   Bedeutungen   klar»    zu   welchen  er  den 
Schlüssel   meistens   aus  Aegypten   sich   verschafft.     Indessen    scheint  auch 
rabbinische  Eabalistik  des  Buches  Yezirah  und  englisch  -  amerikanische  Frei- 
maurermystik ihr  Scherflein   beigetragen  zu  haben.     Gern  würde  Referent 
die  Hauptpunkte   hervorheben,   wenn  es  ihm  gelungen  wäre,   das  Büchlein 
zu  versahen ;  allein  es  wurde  ihm  dabei  so  dumm ,  als  ging'  ihm  ein  Mühl- 
rad im  Kopfe  herum.  Cantob. 


Bibliographie 

vom  1.  Mai  bis  31.  Juli  1891. 


Periodisohe  Sohriften. 

Physikalische  Abhandlungen  der  königl.  Akademie  der  Wissenschaften  m 
Berlin;  aus  dem  Jahre  1890.    Beriin,  G.  Reimer.  7  Mk.  50  Pf. 

Sitzungsberichte  der  königl.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  Mathe- 
matisch -  naturwissenschaftl.  Cl.    1891,  I  u.  IL    Leipzig,  Hirzel.   2  Mk. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  österr.  Akademie  der  Wissenschaften.  Mathe- 
matisch -  naturwissenschaftl.  Cl.  IIa.   99.  Bd.  10.  Heft.  Wien,  Tempskj. 

3  Mk.  80  Pf. 

M6moires  de  racad6mie  des  sciences  de  St.  P6tersbourg.  VII.  sörie,  tome 
XXXVIII,  No.  3.    Leipzig,  Voss.  3  Mk,  40  Pf, 

Verhandlungen  der  vom  15. — 21.  Sept.  1890  zu  Freiburg  i.  B.  abgehaltenen 
Conferenz  der  permanenten  Commission  d.  internationalen  Erdmessung; 
red.  V.  A.  Hirsch.     Berlin,  G.  Reimer.  8  Mk. 

Astronomische  Nachrichten ,  herausgeg.  v.  A.  Krueqer.  Generalregister  der 
Bände81— 120,  Nr,  1921— 2880.   Hamburg,  W.  Mauke  Söhne.  25 Mk. 

,  127,  u.  128.  Bd.    Ebendas.  30  Mk. 

Vierteljahrsschrift  d.  astronom.  Gesellschaft.  25.  Jahrg.,  red.  v.  F.  Schoem- 
FELD  u.  H.  Sebliger.     3.  u.  4.  Heft.     Leipzig,  Engelmann.        4  Mk. 

Uigitized  by  vjOOQIC 


Bibliographie.  159 

Deutsches  meteorologisches  Jahrbuch  für  1890,  herausgeg.  v.  königl.  preuss. 

meteorolog.  Inst,  durch  W.  v.Bezold.  2.Hefb.  Berlin,  Asher^  Co.  3Mk. 
Mittheilungen    des    mathem.-natarwissenschaftl.  Vereins    in   Württemberg, 

herausgeg.  v.  0.  Böklen.  4.  Bd.  1.  Heft.  Stuttgart,  Metzler.  3  Mk. 
Mathematische  und  naturwissenschaftliche  Berichte  aus  Ungarn,  redigirt  v. 

J.  FaÖHLio.    8.  Bd.    Berlin,  Friedländer  &  S.  8  Mk. 

Reine  Kathematik. 

Jaoobi's  Gesammelte  Werke.  6.  Bd.,  herausgeg.  von  K.  Wbxbrstrass. 
Berlin,  G.  Reimer.  14  Mk. 

Lehmann,  E.,  De  la  Hire  und  seine  sectiones  conicae.  2.  Theil.  Leipzig, 
Hinriehs.  1  Mk.  20  Pf. 

PocKELS,  F.,  üeber  die  partielle  Differentialgleichung  /lu  +  h^u  =  0  und 
deren  Auftreten  in  der  mathematischen  Phjsik.  Mit  Vorwort  von  F. 
Klein.     Leipzig,  Teubner.  8  Mk. 

JuNKBB,  J.,  Die  Verallgemeinerung  der  Hermite^schen  Transformation  im 
Zusammenhang  mit  der  invariantentheoretischen  Eeduction  der  Gleich- 
ungen.    Crefeld,  J.  Greven.  2  Mk. 

Peche,  M.  ,  Analytische  Bestimmung  aller  Minimalflächen,  welche  eine 
Schaar  reeller  Parabeln  enthalten.  (Dissert.)  Göttingen,  Vandenhoeck 
&  Ruprecht.  1  Mk. 

Venskb,  0.,  Einige  Aufgaben  der  Variationsrechnung  betr.  Raumcurven 
mit  constanter  erster  Krümmung.    (Dissert.)     Ebendas.     1  Mk.  20  Pf. 

Stolz,  0.,  Grössen  und  Zahlen.     Rede.     Leipzig,  Teubner.  80  Pf. 

Schbffleb,  H.,   Beiträge  zur  Theorie  der  Gleichungen.     Leipzig,  Förster. 

3  Mk.  50  Pf. 

PiBTZEBB,  F.,  Die  Gestaltung  des  Raumes.  Kritische  Untersuchungen  über 
die  Grundlagen  der  Geometrie.     Braunschweig,  Salle.  2  Mk. 

Schwering,  K.  ,  Hundert  Aufgaben  aus  der  niederen  Geometrie  nebst  voll- 
ständigen Lösungen.     Freiburg  i.  B. ,  Herder.  2  Mk. 

Schmidt,  E.  v.,  Euklid's  11.  Axiom,  durch  eine  neue  Definition  der  Geraden 
bewiesen.     Moskau,  Deubner.  80  Pf. 

Angewandte  Mathematik. 

Galileo  Galilei,  Unterredungen  über  die  Mechanik  (Fallgesetz  etc.). 
üebersetzt  von  A;  v.  Gettikgen.  (Aus  Ostwald's  Klassiker  der  exakten 
Wissensch.)     Leipzig,  Engelmann.  2  Mk. 

Kirchhoff,  G.,  Vorlesungen  über  mathemat.  Physik.  2.  Bd.:  Mathemat. 
Optik,  herausgeg.  v.  K.  Hensel.     Leipzig,  Teubner.  10  Mk. 

HÖOKMEB,  W.,  Einschaltung  von  Punkten  in  ein  durch  Coordinaten  ge- 
gebenes trigonometrisehes  Netz.     (Dissert.)     Leipzig,  Fock.        2  Mk. 

NoBLLNBR,  A.,  Das  krystallographische  Zeichnen  auf  der  Schule.    Ebendas. 

1  Mk.  80  Pf. 

Digitized  by  VjOOQIC 


160  Historisch -literarische  Abtheiluug.     Bibliographie. 


Physik  und  Meteorologie. 

WiNKBLMANM,  A.,  Hatidbuch  der  Physik.     8.  Lief.     Breslau,  Trewendt 

3  Mk.  60  Pf. 
YiOLLB;  J. ,  Lehrbuch  der  Physik.  Deutsch  v.  E.  Oumlich,  L.  Holborh  o.  A. 

1.  Tbl.:   Mechanik.     1.  Band   (Mechanik   der   festen  Körper)   1.  Lief. 
Berlin,  Springer.  2  Mk. 

BoLTZMANN,  L.,  Yorlesungen  über  MaxwelVs  Theorie  der  Elektricitftt  und 

des  Lichts.     1.  Theil.    Leipzig,  Barth.  5    Mk. 

Clausius,  R.,  M.  Plakck  u.  C.  Pulfrich,  Die  kinetische  Theorie  der  Gase. 

2.  Lief.    Braunschweig,  Vieweg.  6  Mk.  80  Pf. 
Krieg,   M.,  Der  praktische  Ezperimentalphysiker,  nach  Hopkin's  Experi- 

mental  science.     2. —  8.  Lief.     Magdeburg,  Faber.  k  75  Pf. 

Bbrgholz,  P.,   Ergebnisse  der  meteorolog.  Beobachtungen  in  Bremen  ?on 

1803  bis  1890.    I.  H.     Bremen,  NOssler.  3  Mk. 


Digitized  by 


Google 


Historisch-literarische  Abtheilung. 


RecensioneiL 


Dr  Ernst  Sohsödeb,  Vorlesungen  über  die  Algebra  der  Logik  (Exaote 
Logik).    Erster  Band.    Leipzig,  Teubner.   1890.   8^  Xu  n.  717  8. 

Schröder  hat  in  seinem  nOperationskreis  des  Logikkalkuls'^  (1877) 
eine  kane  üebersioht  der  von  Boole  schon  1847 — 1854  geschaffenen  rech- 
nenden Behandlangs weise  der  Logik  in  einer  Darstellang  gegeben,  die  Tor 
dem  Original  eine  conseqaentero  Behandlang,  die  systematische  EinfOhrnng 
der  Negation  und  die  Yermeidong  aller  aas  der  Arithmetik  heraber  genom- 
menen Symbole  voraas  hatte.  In  der  Zwischenzeit,  die  zwischen  dem  Er- 
scheinen des  genannten  Schriftchens  and  dem  des  hier  anzuzeigenden  Baches 
li^,  hat  der  Verf.  mit  anermttdlichem  Fleisse  die  Fortschritte  verfolgt^ 
welche  wir  den  Engländern  nnd  Amerikanern,  vor  AUen  Charles  8. 
Peirce,  in  dem'  Oebiete  des  Logikcalcals  verdanken,  and  giebt  ans  nnn 
in  dem  oben  genannten  Werke  eine  aasftthrliche,  systematische,  mit  einer 
grossen  Zahl  von  werthvoUen  eigenen  üntersachnngen  durchwehte  Darstel- 
lang der  ganzen  Theorie,  wie  sie  heute  vorliegt. 

Selbetverstftndlich  Hess  sich  an  manchen  Stellen  eine  Erörterung  and 
kritische  Würdigung  der  Ansichten  der  Philosophen  ttber  Streitfragen  aus 
dem  Gebiete  der  Logik  nicht  vermeiden,  üeber  diese  Theile  des  Baches 
hier  ein  kritisches  Urtheil  abgeben  zu  wollen,  kann  mir  als  Mathematiker 
nicht  beifallen.  Ich  kann  nur  erklSren,  dass  ich  mit  den  vom  Verf.  auf- 
gestellten Ansichten  übereinstimme  nnd  muss  mich  im  üebrigen  auf  den 
mehr  rechnenden  Theil  und  dessen  Behandlung  beschrftnken. 

Dies  ist  sofort  der  Einleitung  gegenüber  am  Platze,  wo  zun&chst  die 
schwierige  Frage  erOrtert  wird,  wie  ein  folgerichtiges  Denken  mOglich 
ist,  dessen  Gesetze  die  Logik  geben  soll,  wie  die  Bedenken  und  Zirkel  za 
vermeiden  sind,  die  sich  im  Begriffe  des  Widerspruches  finden.  Schrö- 
der  entscheidet  sich  für  die  Sig  wart 'sehe  Ansicht,  derzufolge  das  Denken 
.logisch"  zn  nennen  ist,  wenn  eine  Denknothwendigkeit  ans  zwingt,  das- 
selbe za  vollziehen  mit  der  Ueberzeugang  absoluter  Gewissheit  and  der  Ver- 
bindlichkeit fOr  alle  Intelligenzen.  Dieses  logische  Denken  hat  die  Form 
der  Deduction  aus  identischen  Urtheilen.  Und  die  Anfgabe  des  Logikcalcals 
in  seinem  ersten  Theile  ist  es  nnn,  eine  Technik  za  entwickeln,  welche  za  t 
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gegebenen  Prämissen  oder  Annahmen  unfehlbar  alle  Folgerungen^  liefert  oder 
etwaige  Widersprüche  aufzeigt.  Eine  philosophische  Abschweifung  über  den 
Ursprung  des  logischen  Denkens,  die  auch  die  Ansichten,  welche  Verf. 
nicht  theilt,  in  umsichtiger  Weise  beachtet,  leitet  dann  über  zu  einem 
Abschnitte  über  Zeichen  und  Namen,  der  sich  hauptsächlich  an  Tren- 
delenburg anschliesst.  Es  wird  gezeigt,  wie  sich  allmälig  in  einer  de- 
ductiven  Wissenschaft  das  Studium  der  Dinge  durch  das  Denken  mit  den 
Zeichen  ersetzt,  und  erörtert,  welche  Bedingungen  die  Zeichen  erHlIlen 
müssen,  wie  sie  besonders  einsinnig  sein  müssen«  Passende  Beispiele 
und  Hindeutungen  auf  interessante  psychologische  Fragen  beleben  die  Dar- 
stellung. Der  Beweis,  dass  neben  den  Eigennamen  noch  Oemeinnamen 
notbwendig  sind,  leitet  über  zu  dem  Begriffe,  in  dem  eine  bestimmte, 
von  anderen  unterschiedene  Gruppe  von  Merkmalen  zusammengefasst  wird. 
Je  nachdem  man  nun  den  Inhalt  des  Begriffs,  d.  h.  die  Oesammtheit  der 
in  ihm  vereinigten  Merkmale  betrachtet,  oder  den  Umfang,  nämlich  die 
„Classe"  der  unter  den  Begriff  fallenden  Individuen,  kann  man  eine  Logik 
des  Inhalts  oder  eine  des  Umfangs  bilden.  Die  alte  Logik  hatte  das  erstere 
Ziel.  Für  die  Logik  des  Umfangs  kämpft  Schröder,  besonders  gegen 
Lotze,  und  sie  ist  es,  die  der  exakten  Logik  zu  Grunde  liegt.  Aus  zwei 
Begriffen,  oder  vielmehr  den  durch  sie  bezeichneten  Classen,  setzt  sich  das 
Urtheil  zusammen,  das  aussagt,  dass  die  Subjectclasse  ganz  inderClasse 
des  Prädicats  enthalten  ist.  Die  Wortsprache  ist  häufig  nicht  sehr  geeignet, 
dies  Verhältniss  mit  "der  nöthigen  Genauigkeit  darzustellen,  während  die 
Zeichensprache  der  exakten  Logik  dies  mit  grösster  Kürze  und  Präcision  zn 
thnn  vermag.  Während  die  alte  Logik  unfruchtbar  war,  indem  sie  nene 
Probleme  nicht  aufzeigte,  hat  die  rechnende  Logik,  ähnlich  wie  die  gante 
Mathematik,  den  Charakter,  dass  sie  stets  neue  Aufgaben  stellt 

Das  Hauptzeichen  des  Logikcalculs  ist  das  Zeichen  ^  der  Subsnm- 
tion,  das  in  der  Formel  a^h  aussagt:  die  Classe  a  sei  in  der  h  enthal- 
ten oder  mit  ihr  identisch ,  und  das  gewöhnlich  mit  „ist'  übersetzt  werden 
kann.  Wie  in  Worten  ausgedrückte  kategorische  Urtheile  in  die  Zeichen- 
sprache der  Subsumtion  zu  übersetzen  sind,  welche  Vorsichtsmassregeln 
bezüglich  der  Einsinnigkeit  der  Worte,  besonders  bei  solchen  wie  „Einige* 
u.  dergl.,  zu  treffen  sind,  wird  ausfQhrlich  erörtert.  Dann  wird,  zunfichst 
in  rein  formaler  Weise,  ein  Calcul  aufgestellt,  den  Verf.  als  ^identischen 
Calcul'  bezeichnet.  Es  wird  angenommen,  es  sei  definirt,  was  das  Zeichen 
=^  bei  irgend  einer  Mannigfaltigkeit  von  Dingen  bedeute.  Diese  Definition 
sei  derart,  dass  der  „Satz  der  Identität*'  a^a  gelte  und  dass  aus  a^h 
h^c  folge  a^c.  Aus  diesen  Annahmen  wird  dann  durch  strenge  Schlösse 
bewiesen,  dass  a  =  a^  dass  aus  a^h  und  h^c  a^^o  folge.  Durch  die 
Subsumtionen  0  ^  a,  a^  1,  die  für  jedes  a  gelten  sollen,  werden  nun  zwei 
Gebiete  0  und  1  adjungirt,  von  welchen  besonders  die  Null  äusserst  wichtig 
ist,  indem  nur  bei  ihrer  Einführung  alle  Operationen  ausftihrbar  werden. 
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Es  folgt y  dass  a=^0  die  Gleichung  a  =  0,  und  l=^a  a=l  nach  sich 
zieht.  Nach  Peirce  werden  nnn,  wieder  rein  formal,  ah  and  a  +  b  definirt 
durch  die  Subsumtionen:  wenn  c^a  und  ^h  ist,  so  soll  gesetzt  werden 
e^ah  und  wenn  a=^c  und  h^c  ist,  so  soll  gesetzt  werden  a+h=^e 
und  jeweils  umgekehrt.  Diese  Definitionen  haben  die  Folge,  dass.a&^a 
und  ^h,  dass  a  und  h^a  +  h  sind,  dass  0.as=0,  l.a  =  a,  O  +  as^a, 
1  +  a  =3 1  ist.  Während  durch  die  gegebenen  Definitionen  a  b  nur  als  Prft- 
dieat  und  a  +  h  nur  als  Subject  definirt  ist,  ergiebt  sich  aus  ihnen,  ver- 
möge der  früheren  Definitionen  und  Prämissen,  auch  wie  ab  als  Subject 
und  a  +  h  als  Prädicat  zu  definiren  ist,  indem  nämlich  ah^c  ist,  wenn 
ans  den  Subsumtionen  x^a  und  x=^h  stets  auch  x=^c  folgt,  bezw. 
e^a  +  h  ist,  wenn  aus  a=^x  und  h^x  c=^x  folgt. 

Im  weiteren  Fortgang  werden  das  Commutations-  und  das  Associations- 
gesetz  für  Addition  und  Multiplication ,  die  beiden  „Tautologiegesetze'' 
aa^^a,  a  +  a^a^  und  die  Bechengesetze  bewiesen,  dass  aus  a=^h  folgt 
ac=^hcy  a  +  c=^h  +  Cy  als  specielle  Fälle  der  Combination  der  Subsum- 
tionen a=^&,  a's^ft'  zu  aa'^hh'  und  a  +  a'^h  +  h\  Mit  Hilfe  der 
Multiplication  und  Addition  kann  man  die  Subsumtion  a^h  auch  in  Form 
der  Gleichung  a^sal)  oder  in  der  a  +  h  =  h  schreiben.  Endlich  folgen 
noch  die  Gleichungen  a{a  +  h)^a^  a  +  ah=sa,  die  eine  der  wichtigsten 
Eechnungsregeln  giebt,  ah  +  ae^a{h+c)y  a  +  hc^{a  +  h){a  +  e)^  die 
einen  Theil  des  Distributionsgesetzes  ausdrücken,  und  wird  gezeigt,  dass 
aus  l=a2»  stets  a=l,  2»=!,  aus  a  +  ^ *» 0  jeweils  as^O,  5  =  0  folgt. 

So  weit,  aber  nicht  weiter  gebt  die  strenge  formale  Deduction  ans  den 
an  die  Spitze  gestellten  Pi*ämissen  und  Definitionen. 

Freilich  wird  sie  im  Buche  nicht  in  der  ununterbrochenen  Reihe  vor- 
getragen, in  der  wir  hier  die  wichtigsten  Resultate  angeführt  haben,  son- 
dern sie  wird  unterbrochen  durch  eine  Vorlesung  über  die  Deutung  der 
Operationen ,  bei  welcher  deren  materiale  Seite  ihr  Recht  erhält.  Insbeson- 
dere ist  dabei  hervorzuheben,  dass  ah  zn  deuten  ist  als  die  Classe,  welche 
den  gemeinsamen  Theil  der  Classen  a  und  h  umfasst,  bezw.  als  Nullclasse, 
wenn  sie  keinen  gemeinsamen  Theil  besitzen,  und  a  +  h  als  die  Indivi- 
duen umfassend,  welche  entweder  zu  a,  oder  zu  &,  oder  zu  beiden  gehören. 
Die  Eigenschaften  der  0  hat  dabei  die  Nullclasse,  die  gar  nichts  ent- 
hält. In  ausführlicher  Weise  wird  die  Uebersetzung  aus  der  Wortsprache 
in  die  Zeichensprache  behandelt,  und  bei  der  Summe  a  +  h  die  Bedeutung 
von  „oder*'  genau  studirt,  welches  ja  „nämlich^  {sive)^  „oder  aber^  {aut) 
und  jyOder  auch''  {vel)  bezeichnen  kann.  Die  Zulassung  der  Nullclasse  be- 
dingt die  von  Sätzen  wie  „Alle  gleichseitigen,  rechtwinkligen  Dreiecke  sind 
gleichseitig",  die  freilich  unsinnig  erscheinen.  Schröder  hebt  zu  ihrer 
Vertheidigung  mit  Recht  hervor,  dass  häufig  in  der  Wissenschaft  solche 
Sätze  an  die  Spitze  von  Deductionen  gestellt  werden,  um  zu  beweisen ,  dass 
gewisse  Dinge  nicht  ezistiren.     Aber^  die  Adjunction  der  Nullclasse  hat  nochr 
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die  Folge,  dass  eine  Subsumtion  a^h  nur  dann  etwas  aussagt,  wenn  a 
nicht  gleich  Null  ist. 

Eine  äusserst  wichtige  Untersuchung  bezieht  sich  auf  den  Sinn,  der  der 
Classe  1  beigelegt  werden  kann  und  darf.  Boole  glaubte  darunter  die 
Gesammtmasse  alles  Denkbaren  verstehen  zu  dürfen.  Schröder  zeigt, 
dass  dies  nicht  angeht,  indem  er  Widerspräche  nachweist,  die  sich  sonst 
bei  den  Subsumtionen  ergeben.  Ja  man  darf  nicht  einmal  als  (Gebiet  der 
Subsumtionen  ansehen  eine  Menge  von  Individuen  zugleich  mit  Glassen,  die 
aus  diesen  gebildet  sind,  wenn  man  den  Sinn  des  Zeichens  ^  fllr  beide 
Arten  von  Individuen  festhalten  will. 

Obwohl  gegen  die  Strenge  der  ganzen  Deduction  sich  nichts  erinnern 
lässt,  und  es  interessant  ist,  zu  sehen,  wie  weit  man  in  den  Folgerungen 
aus  den  Annahmen  kommen  kann,  ohne  den  formalen  Standpunkt  zu  ver- 
lassen, glaube  ich  doch,  dass  durch  diese  Darstellung  die  ganze  Theorie 
einen  recht  abstracten  Charakter  erlangt  hat.  Besonders  die  Definitionen 
von  ah  und  a  +  h  haben  diesen  in  hohem  Maasse  an  sich  und  sie  müssten 
durch  einige  Beispiele  erläutert  werden.  Die  Adjunctionen  der  Null  und 
der  Eins  dürften  rein  formal  genommen  ebenfalls  einem  nicht  mathemati- 
schen Leser  Schwierigkeiten  bereiten.  Ich  glaube,  dass  Verfasser  besser 
gethan  und  vielen  seiner  Leser  einen  Dienst  erwiesen  hätte,  wenn  er  die 
materiale  Definition  in  den  Vordergrund  gestellt  hätte,  wie  er  es  1877  thst, 
und  die  formale  Deduction  hätte  folgen  lassen. 

Bei  der  Deutung  der  Zeichen  ergiebt  sich  auch  noch  das  Distributions« 
gesetz  ä{h+c)^ah  +  ae^  während  aus  den  früher  erwähnten  Prämissen 
nur  ah^-ac^^aip  +  c)  geschlossen  werden  kann.  Dass  es  auf  dem  for- 
malen Standpunkte  in  der  That  nicht  roOglich  ist  zu  beweisen,  dass  in 
der  letzten  Subsumtion  das  Zeichen  =^  durch  das  Gleichheitszeichen  ersetzt 
werden  darf,  wird  von  Schröder  in  eigenthOmlicher,  sehr  scharfsinniger 
Weise  dargethan,  indem  er  auf  die  Individuen  eines  bestimmten  Gebietes 
die  Subsumtionen  anwendet.  Das  Gesammtgebiet  besteht  hier  aus  den 
990  Gleichungen,  welche  sich  unter  gewissen  Einschränkungen  aus  einer. 
Function  von  zwei  Variabein  und  ihren  beiden  Umkehrungen  bilden  lassen. 
Zu  Classen  oder,  wie  Verfasser  sagt,  Algorithmen  sollen  diejenigen  dieser 
Gleichungen  zusammengefasst  sein,  welche  von  einander  bedingt  werden, 
aber  keine  anderen,  der  Classe  nicht  angehörigen  Gleichungen  nach  sieh 
ziehen» 

Dass  die  990  Gleichungen  verträglich  sind,  ist  vom  Verfasser  früher 
[Hoppe's  Archiv  1887  (2),  5,  225—278]  bewiesen  und  wird  auch  hier 
durch  ein  Beispiel  dargethan.  Die  sämmtlichen  990  Gleichungen  bilden  so 
einen  Algorithmus  Uq.  Ein  Algorithmus  Ä  sei  =^  einem  andern  £,  wenn 
alle  Gleichungen  von  Ä  auch  zu  S  gehören.  Unter  AB  sei  das  den  beiden 
Algorithmen  gemeinsame  System  von  Gleichungen  verstanden,  das  entweder 
Null  ist,  wenn  keine  gemeinsamen  Gleichungen  existiren,  oder  selbst  ein 
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Algorithmus  sein  muss.     unter  A  +  B  iat  dagegen  der  Algorithmus  ver- 
standen,  der  die  Gleichungen  von  Ä  und  B  und  alle,   die  aus  deren 
Zusammenbestehen  folgen,  enthSlt.     Die  Begriffe  von  ^JB  und  ^  +  JB 
genügen  den  früheren  Definitionen,     unter  den  Algorithmen  werden  nun 
hervorgehoben   einer  ^|    von   16    Gleichungen,    Cq   von   30    Gleichungen^ 
Oj  =  4i  +  C^  von  150  Gleichungen,  C^q  von  18  Gleichungen  und  JSJ^  =  Oj ,  Cqq 
von  2  Gleichungen,  die  alle  durch  Fnnctionaltafeln  erläutert  werden.     Da 
zeigt  sich  nun,  dass  -4i.C!x)  =  0,   Ci.CJ„  =  0,  {Ä^  +  0{)CQQ^O^.CoQ  =  E^ 
ist,  so  dass  {ä^  +  C^)Oqq  nicht  =-4i.Cöo+ Ci-CJ^  sein  kann.   Nachdem  ich 
erkannt  hatte,   dass  die  üngiltigkeit  des  Distributionsgesetzes  bei  diesem 
Beispiel   dadurch  bedingt    ist,   dass  a  +  h  nicht  nur  die  Individuen  dcfr 
beiden  Classen  a  oder  b  enthSlt,  sondern  auch  noch  andere,  war  es 
mir  leicht,  noch  einfachere  Beispiele  zu  construiren.     Ich  will  ein  solches 
anführen.     Es  seien  auf  dem  Gebiete  der  positiven  ganzen  Zahlen  mit  Ein- 
schluss  der  Null  Classen  definirt  als  die  Gesammtheit  der  Zahlen,  welche 
durch   eine   bestimmte   Linearform   ap  +  ßq  +  »»»  +  X0  dargestellt   werden 
können,    wo  a,  /},  ...  bestimmte   ganze  Zahlen,    die  positiv  oder  auch 
Null  sind,   vorstellen  sollen,  1>,  ^,  r,  ...   dagegen  ganze  Zahlen,    die  nur 
positiv  oderNull  sein  sollen,  aber  sonst  beliebig  sind.    Man  kann  diese 
Glasse  durch    (er, /?,  y,  ...)  darstellen.     a=^h  bezeichne,   dass  die  Zahlen 
der  Glasse  a  auch  alle  zur  Glasse  b  gehCren.     Dann  folgt  aus  a^b  und 
b=^c  auch  a=^e  und  die  Glasse  (0)  ist  =^  jeder  Glasse  a  und  jede  Glasse 
ist  ^  der  Glasse  (1),  so  dass  diese  Glassen  (0)  und  (1)  hier  an  die  Stelle 
der  früheren  Symbole  0  und  1  treten. 

ab  sei  die  Glasse  der  Zahlen,  welche  gleichzeitig  die  durch  a  und 
b  verlangte  Form  haben;  a  +  b  dagegen  enthalte  alle  Zahlen,  die  durch 
Addition  einer  Zahl  der  Form  a  zu  einer  der  Form  b  entstehen.  Dass  die 
zu  a  +  b  gehörigen  Zahlen  eine  Glasse  in  dem  hier  definirten  Sinne  bilden, 
ist  leicht  zu  sehen;  der  Beweis,  dass  auch  die  zn  ab  gehörigen  Zahlen 
eine  Glasse  bilden,  der  nicht  so  einfach  ist,  sei  der  Kürze  wegen  fort- 
gelassen. Ist  dann  c=^a  und  =^bf  so  ist  es  auch  :^ ab,  und  umgekehrt, 
und  ist  a=^c,  d.  h.  sind  alle  Zahlen  der  Glasse  a  auch  in  der  c  enthalten 
und  b^Cj  so  ist  auch,  weil  die  Formen  linear  sind,  a  +  b^^c^  so  dass 
die  Definitionen  der  Summe  und  des  Products  erfüllt  sind.  Sei  nun  a  die 
Classe  der  Zahlen  von  der  Form  3p,  b  die  der  Zahlen  von  der  Form  2  9, 
c  die  der  Form  7r,  so  ist  a  +  b  die  Glasse  der  Zahlen  der  Form  3^  +  2^, 
(a  +  b)c  wird  darch  diejenigen  Zahlen  gebildet,  welche  zugleich  von  der 
Form  5p +  2 q  und  der  5r  sind,  was  bei  allen  der  letzten  Form  zutrifft. 
Dagegen  sind  die  Zahlen  ac  gegeben  durch  15^,  die  bc  durch  lOu  und 
die  ab  +  bc  durch  15^  +  lOu.  Die  Zahlen  der  letzteren  Form  kann  man 
aber  schreiben  5(3^  + 2t«),  sie  sind  also  ^(a  +  b)c.  Dagegen  ist  das 
Umgekehrte  nicht  der  Fall,  indem  zu  5 r  die  Zahl  5  gehört,  die  nicht  von 
der  Form  15^  +  lOu  ist,    da  ja  die  t  und  u  nur  positive  Werthe^aben 
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dürfen.  Es  ist  also  sicher  ac+hc  nicht  ^{a  +  h)c,  —  Es  muss  somit  zu 
den  früheren  Prämissen  noch  eine  weitere  hinzukommen.  Als  solche  w&hlt 
Schröder  die,  dass  a{h  +  c)=^ah  +  ac  gelte,  wenn  5c  =  0  ist.  Dann 
ist  h  +  c  eine  sogenannte  „redncirte"  Samme.  Um  nun  von  da  ans  das 
Distribntionsgesetz  zu  beweisen,  benutzt  Schröder  die  Negation. 

Die  Negation  der  Glasse  a  wird  mit  a^  bezeichnet  und  formal  definirt 
durch  aa|=^0,  den  Satz  des  Widerspruchs,  und  l=^a  +  ^«  den  Satz  des 
ausgeschlossenen  Dritten,  aus  welchen  Subsumtionen  auch  noch  die  Ein- 
deutigkeit folgt,  wenn  die  Existenz  bewiesen  ist.  Es  wird  dann  {ai\==at 
a+h=ia  +  aib.  Die  Frage,  wie  Urtheile,  die  Verneinungen  enthalten,  in 
Worte  zu  übersetzen  seien,  macht  eine  genauere  Untersuchung  der  Bedeu- 
tung des  Urtheils  „J  ist  nichts"  nöthig.  Schröder  schliesst  sich ,  gegen 
Sigwart  und  Lotze,  der  älteren,  aristotelischen,  Ansicht  an,  indem  er 
dieses  Urtheil  mit  Wundt  ab  ein  negativ  prädicirendes  auffasst,  das  mit 
Ä=^Bi  zu  übersetzen  sei.  —  Von  der  Negation  gelten  die  wichtigen  BStze 
(a5)|  =  ^1  +  ^1 1  (a  +  h\ ssa^b^]  aus  a^h  folgt  &^  =^ a| ,  und  die  Subsom- 
tion  a=^h  kann  entweder  durch  a&i  =  0  oder  durch  ai  +  h  =  l  ersetzt 
werden.  Wenn  ab^c^  so  ist  a=^bi+e.  Femer  kann  a  =  d  durch 
ab^+a^b^O  auf  Null  oder  durch  ab  +  a^bi^l  auf  Eins  gebracht  werden. 
Nach  diesen  und  einigen  früheren  Sätzen  kann  man  nun  jedes  System  ton 
gleichzeitigen  Subsumtionen  und  Gleichungen  in  eine  Gleichung  vereinigen, 
die  auf  der  einen  Seite  Null  und  auf  der  andern  (mathematisch  gesprochen) 
eine  lineare  homogene  Function  jedes  Buchstabens  und  seiner  Vemeinnng 
hat,  so  dass  man  im  Logikcalcul  überhaupt  nur  mit  einer  linearen 
Gleichung  zu  thun  hat  Eine  Beihe  von  gut  gewählten  Beispielen  dient 
zur  Erläuterung  und  Uebung  der  gewonnenen  Regeln,  wobei  insbesondere 
die  Entwickelung  einer  Function  in  eine  Summe  oder  in  ein  Product  aus- 
führlich erörtert  wird.  Die  Gleichungen  sind  nun  entweder  analytische 
—  identische  — ,  oder  synthcti&che,  d.  h.  Gleichungen,  die  nicht  iden- 
tisch gelten.  Bei  den  letzten  ist  eine  Auflösung  anzugeben. .  Aus  der  Gleich* 
ung  ax  +  bXi  =  0  folgt  nun  b^x^a^y  womit  zugleich  in  d  =^ a|  oder 
ab=:0  die  Bedingung  der  Möglichkeit,  d.  h.  die  Resultante  gegeben  ist 
Man  kann  aber  auch  sagen,  dass  x  =  bUi  +  aiU  der  Gleichung  genfigt, 
wobei  u  eine  unbestimmte  Classe  vorstellt.  Dass  diese  letzte  Form  in  der 
That  alle  x  enthält,  welche  die  Doppelsubsumtion  oben  erfUUen,  war  schon 
vorher  dargethan,  so  dass  die  fragliche  Form  die  allgemeine  Lösung  der 
Gleichung  darstellt. 

Wie  einfach  gestaltet  sich  also  hier  im  Logikcalcul  Auflösung  und 
Elimination  gegenüber  den  entsprechenden  Aufgaben  der  Zahlenlehre!  Und 
dies  gilt  auch  für  mehrere  Unbekannte,  bei  welchen  im  Princip  nichts 
Neues  zur  Anwendung  kommt,  wo  nur  hinsichtlich  der  Form  des  Resultats 
mannigfache  Abänderungen  möglich  sind.  Die  einzige  Bemerkung  von 
grosser  Wichtigkeit,  die  sich  aber  ergiebt,  ist,  dass  man  ,^m  aus  mehreren 
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Oleichongen   durch  Elimination   die   lunfassendste   Resultante   zu  erhalteui 
erst  die  Gleichungen  zu  einer  yereinigen  und  dann  erst  eliminiren  muss. 

Wenn  man  nach  den  gegebenen  B^eln  x  einmal  aus  x  +  h=^a^  das 
luidere  Mal  aus  xh=^a  bestimmt,  kommt  man  auf  Formen,  die  der  logi- 
schen Subtraction  bez.  Division  entsprechen.  Die  Bechnungsregein  für  diese 
Operationen  werden  von  Schröder  entwickelt,  gezeigt,  wie  weiÜäufig  und 
wenig  angenehm  sie  werden,  und  nachgewiesen,  dass  sie  der  Negation 
gegenüber  gar  nicht  gebraucht  werden,  indem  diese  Operation  viel  bequemer 
Alles  leistet,  was  jenen  zugemuthet  wurde. 

Obgleich  die  Bestimmung  der  Unbekannten  aus  einem  Oleichungssystem 
principiell  keine  Schwierigkeiten  darbietet,  so  ist  .es  doch  oft  nicht  leicht, 
ja  manchmal  sogar  unmöglich,  die  Lösungen  in  einer  bestimmten  Form  zu 
erhalten.  Wenn  z.  B.  die  gegebenen  Gleichungen  durchaus  symmetrisch 
sind,  so  gelingt  es  nicht  immer,  auch  symmetrisch  gebaute  Lösungen  zu 
finden,  die  nicht  zu  viele  und  nicht  zu  wenig  willkürliche  Gebiete  auf- 
weisen. In  einfacheren  FftUen  ist  es  Schröder  durch  eine  besondere 
Methode  gelungen.  So  wird  z.  B.  die  Gleichung  o^^bsO  in  allgemeinster 
und  symmetrischer  Weise  durch  x^ssaß^^  yssa^ß  erfüllt ^  wo  a,  ß  ganz 
beliebige  Gebiete  bezeichnen*  Die  Methode  aber  führt  manchmal  zu  den 
zu  lösenden  Gleichungen  zurück  und  folglich  nicht  zum  Ziele.  Wenn  aber 
solche  besondere  Bedingungen,  wie  die  erwähnten,  nicht  gestellt  sind,  so 
führt  di»  allgemeine  Betrachtung  rasch  und  zuverlässig  zum  Resultate,  wie 
an  einer  Reihe  von  speciellen  Aufgaben  gezeigt  wird ,  wobei  auch  der  Unter- 
schied der  Boole'schen  Lösung  von  der  vom  Verfiasser  angegebenen,  oben 
angeführten  Modification  derselben  an  einigen  Beispielen  erörtert  wird.  Wir 
wollen  nur  eine  Aufgabe,  vielleicht  die  älteste  der  rechnenden  Logik,  da 
sie  schon  von  Lambert  1781  mit  Zeichensprache  behandelt  wurde ,  heraus- 
greifen: Wenn  die  x  ohne  die  a  einerlei  sind  mit  den  5,  und  die  a  ohne 
die  X  zusammenfallen  mit  den  o,  wie  drückt  sich  x  durch  a,  h  und  c  aus? 
In  Zeichen  heisst  dies  a^x^=b^  ax^  =  c  und  daraus  folgt  zuerst  die  Resul- 
tante ah  +  a^css^O  und  die  Lösung  x=^  {a+b)ei  (^^  Lambert  durch 
a  +  h  —  c  darstellte). 

Freilich  kann  man  die  Lösung  eines  Gleichungssystems  auch  noch  in 
anderer  Weise  erreichen.  Jevons  z.  B.  theilt  das  Gebiet  1  mit  Hufe  der  n  in 
der  Aufgabe  vorkommenden  Gebietssymbole  und  ihrer  Negationen  in  2"  sich 
ausschliessende  Theile.  Durch  Yergleichung  mit  den  Prämissen  ergiebt  sich, 
dass  X  in  einzelnen  dieser  Theile  nicht  liegen  kann;  die  übrig  bleibenden 
liefern  dann  die  zu  ziehenden  Schlüsse,  die  nach  Schröder  passend  durch 
Rechnung  gefunden  werden.  Venn  modificirt  das  Verfahren,  indem  er  die 
Je  von  s 'sehe  Tafel  durch  Diagramme  ersetzt,  deren  einzelne  Felder,  je  einem 
Theile  entsprechend ,  nach  Vorschrift  der  Prämissen  freigelassen  oder  schat- 
tirt  werden.  Eine  andere  Methode  rührt  von  Peirce  her  und  ist  in  der 
Aenderung,  die  Schröder  an  ihr  anbringt,  wie  es  scheint,  sehr  praktisch, 
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Bei  ihr  werden  alle  Prftmissen  in  Snbsnmtionen  dargestellt  nnd  diese  nach 
der  unbekannten  links  in  Summen -»  rechts  in  Prodactform  entwickelt,  so 
dass  jede  Prämisse  die  Form  erhftlt: 

Durch  Zerlegung,  nach  den  Definitionen  Yon  Product  und  Summe,  und 
Umformung  entsteht  hieraus  o? ^^ a  +  ^n  ^ßi^^t  bo  äsas  bß^x=^a+ay 
folgt  Durch  Combination  der  bei  den  einzelnen  Prftmissen  gefandenen 
Besultate  erhftlt  man  dann  den  Werth  YOn  x  und  gleichzeitig  die  Gesammi- 
resultante.  Eine  andere,  Yon  Mc  Coli  herrflhrende  Art  der  Behandlnog 
erweist  sich  als  Yon  der  modificirten  Boole*schen  Methode  nicht  allzu  Ter- 
Bchieden  und  übertrifft  weder  sie,  noch  die  Peirce'sche. 

Damit  ist  eigentlich  der  Inhalt  des  Bandes  erschöpft.  Es  erübrigt 
noch  die  Anhftnge  zu  erwfthnen.  Ein  erster  giebt  einige  Erörterungen  über 
die  Addition  und  Multiplication,  der  zweite  ist  ein  Excurs  über  Klammem, 
der  fttr  den  Mathematiker  wenig  Neues  bietet;  im  dritten  Anhange  wird 
die  ünabhSngigkeit  des  Productes  bezw.  der  Summe  von  mehr  als  drei 
Factoren  Yon  der  Anordnung  des  Processes  bewiesen,  wesentiich  nach  Her- 
mann Grassmann  mit  der  Yon  Stolz  herrührenden  Vereinfachung,  wie 
sie  Yon  Zahlen  ohne  Weiteres  auf  die  Gebiete  übertragen  werden  kamL 
Die  Anhftnge  4  und  5  sind  ihrem  Inhalte  nach  schon  oben  bei  den  Bemer- 
kungen über  das  Distributionsgesetz  skizzirt.  Im  Anhang  6  endlich  wird 
zuerst  bewiesen,  dass  die  „Gruppe **  aller  Ausdrücke,  die  man  aus  »  Sjm- 
holen  durch  Addition,  Multiplication  und  Negation  herstellen  kann,  wenn 
sie  Yollstftndig  ist,  d.  h.  so  beschaffen  ist,  dass  die  Anwendung  der  drei 
Species  auf  Ausdrücke  der  Gruppe  wieder  einen  schon  in  der  Gruppe  ent- 
haltenen Ausdruck  liefert,  2*"  Ausdrücke  enthftlt,  wobei  jeweils  0  und  1 
mitgerechnet  sind.  Die  Ausdrücke  einer  Gruppe  kann  man  in  Tjpen 
zusammenfassen,  indem  man  immer  die  Ycreinigt,  welche  auseinander  durch 
Buchstaben Yertauschung  herYOi^gehen.  Zwei  complementftre  Typen,  Ton 
welchen  nSmlich  der  eine  die  Negation  des  andern  ist,  bilden  zusammen 
einen  Haupttjpus.  Die  Aufsuchung  der  Typen  kann,  wie  Schröder  zeigt, 
darauf  reducirt  werden,  YOn  den  2*  Ecken  eines  Würfels  in  einem  Baume 
Yon  n  Dimensionen  auf  alle  möglichen  Arten  1,  2,  3  u.  s.  w.  herausin- 
wfthlen.  Alle  Gruppen  you  m  Ecken  liefern  dabei  denselben  Typus,  die 
durch  Deckbewegungen  des  Würfels  ineinander  übergeführt  werden  kOmien. 
Für  11  =  2  ergeben  sich  so  sechs  Typen  und  Yier  Haupttypen,  für  ii  =  3 
findet  Schröder  die  schon  Yon  Miss  Ladd  gegebenen  22  Typen  wieder, 
die  in  14  BAupttypen  zerfallen;  für  fi  =  4  giebt  es  nach  Clifford  398 
Typen  mit  238  Haupttypen. 

Die  Besultate,  welche  sich  für  fiB=3  darbieten,  benutzt  Schröder, 
um  noch  einen  Beweis  für  die  Nichtbeweisbarkeit  des  Distributionsgeeetstis 
zu  liefern,  dessen  Grundgedanke  mit  dem  des  früheren  Beweises  überein- 
stimmt, dann  aber  hauptsftchlich,  um  zu  zeigen,  dass  eine  symmetrische 
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allgemeiiie  Auflösung  der  Gleichung  d;y0  +  ^yi^i=O  mit  drei  unbestimm- 
ten Symbolen  nicht  angeht.  Der  Beweis  wird  auf  zwei  Arten  geliefert. 
Bei  der  einen  wird  zu  den  drei  Gleichungen  x^=ip{ahc),  y  =  t(;(a&e), 
5s3%(a&c)  die  durch  Elimination  von  ahc  entsprechende  Resultante  ganz 
allgemein  berechnet  und  gezeigt,  dass  sie,  wenn  ^  {ahc)  =i  q>  (hcä)^ 
%(abe)sszgf(cah)  ist,  nicht  mit  jener  Gleichung  idenüficirt  werden  kann, 
ohne  dass  Widersprüche  entstehen.  Bei  der  zweiten  Art  werden  diejenigen 
Gruppen  yon  drei  Symbolen  «,  y,  0  aufgestellt,  die  symmetrisch  sind; 
deren  sind  es  14.  Indem  nun  weiter  für  die  44  möglichen  Formen  der 
Function  fp{ahc)j  die  wesentlich  Verschiedenes  geben,  die  Resultanten  wirk- 
lich berechnet  werden,  zeigt  sich,  dass  im  Ganzen  5  Formen  yon  den  14 
nicht  vorkommen,  unter  welchen  die  oben  angeführte  ist. 

Den  Schluss  des  Buches  bildet  ein  ausführliches  Literaturverzeichniss 
ttber  die  gewöhnliche  und  die  rechnende  Logik ,  in  dem  etwa  130  Autoren 
verzeichnet  sind. 

Die  vorstehende  Inhaltsangabe,  in  der  ich  versucht  habe,  wenigstens 
die  Hauptsätze  der  exacten  Logik  anzuführen,  erschöpft  bei  Weitem  nicht 
den  reichen  Inhalt  des  Werkes;  sie  zeigt  nur  das  äussere  Gerippe,  dessen 
FflUung  manchmal  lange  Untersuchungen  oder  Rechnungen  bilden.  Die 
Darstellung  ist  durchweg  äusserst  klar  und  auch  für  den  nicht  mathematisch 
gebildeten  Leser  wohl  leicht  verständlich;  auch  die  Recbnangen,  die  durch 
den  Beichthum  an  Umformungen  eines  Ausdrucks  oft  üben*aschen ,  sind  mit 
der  nöthigen  Ausführlichkeit  gegeben. 

Den  zweiten  Band,  der  den  Aussagencalcul  und  die  schwierige  Lehre 
von  den  particularen  Urtheilen  bringen  wird ,  werden  wohl  alle  Leser  dieses 
ersten  mit  Spannung  erwarten«  j  j^^^Qj^g^ 

üeber  das  Zeichen.     Festrede  bei  dem  feierlichen  Acte  des  Directorats- 
Wechsels  an  der  Grossh.  badischen  Technischen  Hochschule  zu  Karls- 
ruhe am  22.  November  189(),  gehalten  von  dem  Director  des  Jahres 
1890/91  Dr«  Ebnbt  Sohrödbr,  ord.  Professor  der  Mathematik.    Karls- 
ruhe 1890,  Druck  der  G.  Braun'schen  Hof  buchdruckerei.    24  S. 
Lieblingsneignngen  verleugnen  sich  nicht  und  sollen  sich  auch  nicht 
verleugnen.    Sie  bilden  einen  wesentlichen  geistigen  Zug  des  Menschen  und 
gestatten   dem   Leser  eines  Buches,   in   dem  Inhalt  ausser  dem,   was  an 
ThatsSchlichem  darin  enthalten   ist,  gewissarmassen  ein  Bildniss  des  Yer- 
foesers  zu  erkennen.     Was  Herr  Schröder   auch   geschrieben  hat,   man 
erkennt  überall  mit  Leichtigkeit  den  Schriftsteller,  welcher  der  Algebra  der 
Logik   sein  Denken  gewidmet  hat,   und   so  verh&lt  es  sich  auch  mit  der 
Directoratsrede  von   1890.     Dieses  Titelkupfer  dient   ihr   keineswegs   zur 
Unzierde.    Directoratsreden  sollen  dem  grossen  ZuhSrerkreise  verstftndlich 
sein,  dem  kleinen  Kreise  von  anwesenden  Fachgenossen  nicht  Allbekanntes  r 
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bieten,  und  da  ist»  wie  wiederholt  gesagt  worden  ist,  Niemand  übler  danui, 
als  ein  mathematischer  Directoratsredner.  Geschichte  der  Mathematik  und 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  das  sind  die  Gebiete»  aas  welchen  meistens 
die  Stoffe  gewählt  warden.  Dem  Grenzgebiete  zwischen  Algebra  und  Logik 
ihn  entnehmen  zu  können,  sind  nur  Wenige  in  der  Lage,  weil  sie  eben 
jenes  Grenzgebiet,  wenn  überhaupt,  doch  nur  nothdürftig  kennen.  Herr 
Schröder  geht  vom  Zeichen  in  der  allgemeinsten  Bedeutung  des  Wortes 
aus.  Schriftzeichen  leiten  ihn  hinüber  zu  mathematischen  Zeichen.  Von 
ihnen  gelangt  er  zur  allgemeinen  Zeichenschrift,  welche,  ohne  Worte  zu 
schreiben ,  die  Begriffe  darzustellen  sich  als  Aufgabe  setzt  und  dadurch  her- 
vorbringt, dass  ein  und  dasselbe  Wort,  beispielsweise  das  Wort  »ist'',  bald 
durch  ein  Zeichen,  bald  durch  ein  anderes  Versinnlichung  findet,  je  nacli 
dem  Sinne,  den  es  gerade  hat.  Dass  diese  Gemeinsprache  dem  YolapAk 
überlegen  sei,  bezweifeln  wir  so  wenig  als  Herr  Schröder.  Ob  sie  aber 
eine  solche  Zukunft  habe,  wie  Herr  Schröder  es  erhofft,  möchten  wir 
nicht  unterschreiben.  Noch  weniger  können  wir  den  Zukunftsphantasien 
zwischenplanetarischen  Zeichenverkehrs  eine  ernste  Seite  abgewinnen.  In- 
dessen —  es  sind  schon  unglaublichere  Dinge  zur  Wahrheit  geworden! 

Cantob. 


Der  Geschmack  in  der  neueren  Mathematik.  Antrittsvorlesung,  gehalten 
am  24.  October  1890  in  der  Aula  der  Uniyersitftt  Leipzig  von  Dr. 
Fbiedbich  Enqbl,  a.  o.  Professor.  In  Commission  bei  Alfred  Lorentz 
in  Leipzig,  1890.  19  S. 
Auch  die  Wissenschaft  ist  der  Mode  unterworfen.  Beferent  war  viel- 
leicht der  Erste,  welcher  auf  diesen  Erfeihrungssatz  hinwies,  welcher  zur 
Erklärung  mancher  sonst  schwer  verständlichen  geschichtlichen  Thatsachen 
vortreffliche  Dienste  leistet.  Der  Satz  hat  aber  nicht  allein  von  Wissen- 
schaft zu  Wissenschaft  Geltung,  so  dass  die  hervorragenden  Geister  einer 
Zeit  sich  mit  Vorliebe  dieser  oder  jener  Geistesbeschäftigung  widmen,  auch 
in  der  einzelnen  Wissenschaft  kommt  die  Mode  zur  Geltung,  und  es  ist  eine 
vielfach  unbewusste,  aber  um  so  tiefere  Wahrheit,  welche  man  ausspricht, 
wenn  man  der  Wortverbindungen  „moderne  Algebra",  „moderne  Geometrie* 
u.  s.  w.  sich  bedient.  Herr  Engel  hat  nun  in  seiner  Antrittsvorlesung 
versucht,  dem  Modernen  in  der  Mathematik  auf  den  Grund  zu  gehen  und 
zu  zeigen,  dass  die  heutige  Mode  es  verlangt,  dass  die  Hilfsmittel,  welche 
ein  Gebiet  mathematischer  Forschung  zu  Gebote  stellt,  voll  und  ganz  aus- 
gebeutet werden,  und  dass  kein  Mittel  Anwendung  finde,  das  der  Aufgabe 
nicht  naturgemäss  sei;  dann,  aber  auch  nur  dann  sei  eine  Untersuchung 
schön,  d.  h.  für  den  Geschmack  befriedigend.  Es  ist  zweifellos,  dass  diese 
Bestimmung  des  mathematischen  Schönheitsbegriffes  ausreichend  ist,  nm 
manche  Untersuchungen  neuester  Zeit  als  schön  erkennen^  zu  lassen,  und 
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Herr  Engel  hat  offenbar  gerade  dieses  beabsichUgi  Ob  aber  nur  dann 
Schönheit  mathematischer  Forschung  zu  rühmen  ist,  wenn  kein  fremdartiges 
Forschungsmittel  in  Anwendung  kam,  das  möchten  wir  bezweifeln,  trotz- 
dem  schon  Aristoteles  das  üebergreifen  auf  ein  anderes  Gebiet  ver- 
dammte. Schön  nannte  man  beispielsweise  schon  oft  und ,  wie  wir  glauben, 
mit  vollem  Bechte  solche  Untersuchungen,  welche  zeigen,  wie  vorher  un- 
sichtbare Brücken  von  einer  mathematischen  Disciplin  zur  andern  hinüber- 
fahren, und  welche  so  den  Jacob i'schen  Ausspruch  rechtfertigen,  es  sei 
nothwendig,  die  ganze  Mathematik  zu  kennen,  um  einen  beliebigen  einzelnen 
Abschnitt  derselben  zu  verstehen.  Dieser  unser  Widerspruch  beabsichtigt 
keineswegs,  Herrn  Engel  in  seiner  Orundanschauung ,  welche  er  in  an- 
ziehender Sprache  auseinanderzusetzen  weiss,  zu  widerlegen.  Wir  wollten 
nur  zeigen,  dass  auch  über  den  mathematischen  Geschmack  verschiedene 
Geschmäcker  möglich  sind,  Cantor 

Erkenntnisstheoretisehe  Einleitung  in  die  Geometrie  von  Max  Raschio, 
Oberlehrer.  Wissenschaftliche  Beilage  zum  Jahresbericht  des  Königl. 
Gymnasiums  zu  Schneeberg  (1890,  Progr.-Nr.  537).  38  S.  4^ 
Der  Verfasser  schickt  der  eigentlichen  Behandlung  der  geometrischen 
Grundbegriffe  zwei  Abschnitte  voraus;  in  dem  ersten  prficisirt  er  seinen 
Standpunkt  zur  Frage  nach  der  Erkenn.tniss  einer  realen  Aussenwelt  dahin, 
dass  er  das  empirische  Element  auf  Kosten  des  apriorischen  erweitert ,  ohne 
letzteres  zu  beseitigen,  indem  er  die  Hypothese  aufstellt  von  der  Existenz 
einer  realen  in  uns  sich  spiegelnden  Aussenwelt;  im  zweiten  wird  „ Erfah- 
rung und  Abstractlon  in  der  Mathematik^  besprochen  und  im  Zusammen- 
hang mit  Abschnitt  1  behandelt.  Durch  das  ;,  Vermögen  der  Abstraction^ 
wird  aus  der  Erfahrung  Erkenntniss  gewonnen,  durch  das  Hinzuthun  der 
„durchgehenden  Gesetzmässigkeit"  wird  das  Abstrakte  von  dem  Empirischen 
streng  geschieden.  Verfasser  glaubt  auf  diese  Weise  dem  Empirismus  einer- 
seite,  dem  Apriorismus  andererseite  gerecht  zu  werden.  Der  dritte  Ab- 
schnitt, jyClassenformen  geometrischer  Gebilde '^f  entwickelt  ausgehend  vom 
Körper,  den  wir  durch  Abstraction  erhalten,  vermittelst  des  Grenzbegriffes 
Fläche,  Linie,  Punkt,  die  als  Begriffe  „Postulate"  genannt  werden;  die 
Erzeugung  der  Gebilde  durch  Bewegung  schliesst  sich  an.  „üeber  den 
Ursprung  der  Baumvorstellung"  definirt  nach  einer  Besprechung  der  neueren 
Raumhypothesen  den  Raum  als  einen  „Begriff",  abgezogen  aus  der  Vorstel- 
lung des  Raumes  als  eines  dreifach  und  stetig,  aber  ohne  Grenzen  Aus- 
gedehnten. 

In  dem  folgenden  Abschnitte,  „GesetzmSssige  Bewegung,  ihre  Erkennt- 
niss und  Wiederholung  der  geometrischen  Construction",  findet  sich  folgen- 
der bemerkenswerthe  Satz:  „Dass  nun  die  Natur  durch  die  in  ihr  obwal- 
tende Tendenz   der  Bildung  gewisser  gesetzmässiger  Körper  unsere  Raum-  , 
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Phantasie  anregt  und  leitet  bei  Bildung  nnserer  geometrischen  Formen, 
darin  beruht  das  empirische  Moment  derselben;  darin  aber,  dass  Ver- 
nunft, jene  Tendenz  erkennend,  die  annähernde  Identität  vollendet  postoliit 
und  ftlr  die  denkende  Betrachtung,  fttr  geometrische  Schlüsse  und  Beweise 
von  den  Anomalien  der  Wirklichkeit  frei  erhSlt,  darin  beruht  das  aprio- 
rische Moment  und  damit  die  von  Er&hrung  unabhängige  Gewissheit  der 
Geometrie.*' 

Die  folgenden  Capitel  behandeln  „die  Gerade*,  „die  Ebene*,  „das  elfte 
Axiom  Euklid's*.  In  dem  Capitel  „die  Gerade*  ist  Lehrsatz  (5)  wichtig, 
die  Entwickelung  des  Begriffes  der  normalen  Lage  aus  demjenigen  der 
HaupUinie  des  gleichschenkligen  Dreiecks  neu  und  schön.  Im  letzten  Capitel 
betont  Verfasser  noch  einmal  seinen  Standpunkt,  die  Greometrie  auf  Phoro- 
nomie  zu  gründen;  der  Günther 'sehen  Fassung  des  elften  Axioms  wird 
vor  derjenigen  von  Petersen  der  Vorzug  gegeben. 

Die  sehr  lesenswerthe,  gediegene  Abhandlung,  die  der  vorhandenen  Lite- 
ratur überall  gerecht  wird,  sei  den  Herren  Fachgenossen  zu  eingehendem 
Studium  angelegentlichst  empfohlen.  Persönlich  giebt  Referent  gern  seiner 
Freude  Ausdruck ,  in  fast  allen  Punkten  mit  dem  Verfasser  übereinzustimmeiL 

Schmalkalden,  December  1890.  Dr.  H.  Schotten. 


Die  Harmonie  in  der  Baukunst.    Nachweisung  der  Proportionalität  in  den 
Bauwerken  des  griechischen   Alterthums  von  W.  Schultz.    Erster 
Theil:  Mathematische  Grundlagen  des  angewendeten  Proporüonirnngs- 
sjstems.    Mit  60  Holzschnitten.     Hannover -Linden  1891,  Verlags- 
anstalt von  Carl  Manz.    VIII,  124  S. 
Was  ist  schön?    Dasjenige,  was  die  Sinne  angenehm  berührt    Was 
berührt  aber  die  Sinne  angenehm  ?   Die  Antwort  auf  diese  Frage  kann  nur 
orfahrungsmftssig  gesucht  werden,  weil  von  den  beiden  in  Wechselbeziehang 
tretenden  Grössen   das   durch  die  Sinne  zu  Erfassende  zwar  als  allenfalls 
bekannt,   die  Umsetzung  der  sinnlichen  Erfassung  in  das  Gefühl  des  An- 
genehmen oder  Unangenehmen  dagegen  als  noch  durchaus  rftthselhaft  er- 
achtet werden  muss,    Erfahrungsthatsache  ist  es,  dass  der  Zusammenklang 
von  Tönen   dem  Ohre   angenehm   ist,   wenn  deren  Schwingungszahlen  in 
Verhältnissen   stehen,  welche  durch  kleine  ganze  Zahlen  sich  ausdrücken 
lassen,  und  so  hat  man  auch  den  angenehmen  Eindruck  auf  das  Auge  mit 
Verhältnissen  der  Abmessungen  der  angeschauten  Dinge  in  Zusammenhang 
zu  bringen  gesucht.     Vor  Allem  übt  der  goldene  Schnitt  auf  das  Auge  eine 
befriedigende  Wirkung,  d.  h.  das  Verhftltniss  einer  kleineren  Strecke  (Minor) 

h        9 
k  zu  einer  grösseren  Strecke  (Major)  g,  welches  durch  die  Gleichung  ~=jlT~ 

ausgedrückt  ist,   die  wiederum  zu  ^-^  ={-(^5  +  l)   sich  umformen  Ifisst, 
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ist  dem  Ange  angenehm.  Soviel  wnsste  man  schon  seit  Jahrhnnderten. 
Herr  Schultz  hat  die  Schönheit  für  das  Ange  in  der  Banknnst  weiter  yer- 
folgt.  Er  hat  zu  diesem  Zwecke  Abmessungen  von  thatsftchlich  schönen 
Bauwerken  des  griechischen  Alterthums,  welche  mit  glaubwürdiger  Genauig- 
keit bekannt  sind,  durcheinander  dividirt,  beziehungsweise  durch  yerschie- 
dene  Rechnungsverfahren  miteinander  in  Verbindung  gesetzt;  er  hat  die  so 
hervortretenden  Zahlen  daraufhin  geprüft,  ob  sie  stets  dem  Verhältnisse 
eines  Minor  zu  seinem  Major  mit  genügender  Ann&herung  entsprechen*  Er 
erhielt  ein  erstes  unter  allen  umständen  anzuerkennendes  Ergebniss:  bei 
einigen  wirklich  schönen  Bauwerken  stellen  gewisse  Abmessungen  einen 
Minor  und  einen  Major  dar;  bei  anderen  nicht  minder  schönen  Bauwerken 
sind  es  andere  Abmessungen,  die  das  gleiche  Ergebniss  liefern;  bei  noch 
anderen  Bauwerken  treten  Verhftltnisszahlen  auf,  welche  dem  goldenen 
Schnitte  nicht  entstammen  und  welche  gleichwohl  das  Schönheitsgefühl 
durchaus  befriedigen.  Damit  war  bestätigt ,  wns  man  geneigt  sein  musste, 
von  vornherein  anzunehmen,  dass  nämlich  nicht  nur  ein  Schönheitsmodell 
in  der  Baukunst  vorhanden  ist,  so  wenig  die  Tonkunst  auf  eine  einzige 
wohlklingende  Folge  von  Tönen  angewiesen  ist.  Herr  Schultz  fühlte  sich 
weiter  versucht ,  an  die  Frage  heranzutreten ,  ob  jene  schönen  Bauwerke  von 
Denen,  welche  dieselben  errichteten,  wir  möchten  sagen  instinktiv,  oder  in 
dem  Bewusstsein  hergestellt  wurden,  jene  bei  ihnen  auftretenden  Verhält- 
nisszahlen seien  die  Orundbedingungen  optischer  Harmonie.  Schriften  über 
diesen  Oegenstand  aus  dem  griechischen  Alterthum  giebt  es  heute  nicht  mehr. 
Auch  der  Römer  Vitruvius  spricht  nur  von  einer  vorhandenen  Verhält- 
nissmässigkeit,  nicht  davon,  wie  sie  zu  erzielen  sei.  Wieder  konnte  also 
nur  eine  Art  von  Wahrscheinlichkeitsrechnung  angestellt  werden.  Herr 
Schultz  sagt  so:  Bei  den  Bauwerken,  welche  der  Rechnung  in  dem  früher 
erwähnten  Sinne  unterworfen  wurden,  kamen  Zahlen  heraus,  welche  sehr 
annähernd  mit  jenen  Irrationalwerthen  sich  deckten,  die  dem  goldenen 
Schnitte  und  trigonometrischen  Functionen  des  Winkels  des  regelmässigen 
Fünfecks  und  Siebenecks  entsprachen.  Es  wäre  ein  wunderbarer  ZuüeJI, 
wenn  wirklich  nur  Zufall  dieses  Zusammentreffen  bewirkte,  also  haben  die 
griechischen  Baumeister  des  perikleischen  und  schon  die  des  vorperikleischen 
Zeitalters  gewnsst,  dass  sie  mit  jenen  geometrisch  definirten  Zahlen  es  zu 
thun  hatten,  oder,  anders  ausgesprochen,  die  Herstellung  des  regelmässigen 
Fünfecks  und  des  regelmässigen  Siebenecks,  wenigstens  durch  angenähert 
richtige  Construction ,  war  ihnen  bekannt,  und  die  Anwendung  jener 
obengenannten  Winkelfunctionen  bei  Tempelbauten  ist  es,  welche  Philo - 
laos,  welche  Plutarch  im  Sinne  hatten,  wo  sie  von  der  Beziehung  ein- 
zelner Winkel,  einzelner  Zahlen  zu  dieser  und  jener  Gottheit  sprachen. 
Herr  Schultz  fQhlt,  wie  unmöglich  es  ist,  so  weitgehende  geometrische 
Kenntnisse  griechischen  Baumeistern  in  einer  Zeit  zuzusprechen,  in  welcher 
die  Geometrie  eben  erst  sich  einzubürgern  begann,   und  er  löst  diejdamit 
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anftretende  Schwierigkeit,  indem  er  jene  Keniitnisse  za  dem  eisernen  Be- 
stände des  aus  Aegypten  Eingeführten  rechnet  Der  BOschnngswinkel  der 
ägyptischen  Pyramiden,  d.  h.  der  Winkel,  welchen  die  Seitenfläche  der 
Pyramide  mit  ihrer  Grandflttche  bildet,  und  dessen  Gotangente  gefxmdeii 
wird  f  indem  man  die  halbe  Seite  des  Gmndqnadrates  durch  die  senkrechte 
Höhe  der  Pyramide  dividirt,  ist  bei  den  wirklich  gemessenen  Pyramiden, 
sowie  bei  denen,  von  welchen  in  dem  bekannten  Rechenbnche  des  Ahm  es 
die  Bede  ist,  zwischen  den  Grenzen  51^  und  53f^  eingeschlossen.  Gewöhn- 
lich nimmt  man  an,  die  Mittelgrösse  von  etwa  52®  sei  beabsichtigt  ge- 
wesen, und  die  so  weit  zuiückliegende  Zeit  der  Erbauung  habe  schon  das 
Mögliche  geleistet,  indem  sie  keine  grösseren  Abweichungen ,  als  solche  von 
nicht  ganz  2®  hervorbrachte.  Herr  Schnitz  dagegen  rechnet  Yon  Fall  za 
Fall.     Er  findet  einmal  jene  Gotangente  nahezu  =  0,809017  =  |(j^  +  l) 

=  cof^5in'5",27;  ein  anderes  Mal  findet  er  sie  =0,786151  =  }/i(>^ 
=  cof^5P49'38",3^  lind  er  siebt  nun  in  beiden  Fällen  einen  goldenen 
Schnitt  beabsichtigt  und  erzielt,  wenn  man  nur  andere  Abmessungen  an  der 
Pyramide  in  beiden  Fällen  als  den  Minor  und  den  Major  zulässt. 

Haben  wir  soweit  uns  einfach  berichtend  verhalten,  so  glauben  wir 
nicht  umhin  zu  können,  nunmehr  unsere  vielfach  widersprechende  Meinnng 
—  denn  nur  um  Meinungen  kann  es  sich  bandeln  —  zu  äussern.  Wir 
geben  zu,  dass  in  perikleischer  Zeit  der  goldene  Schnitt  und  was  geome- 
trisch damit  zusammenhing,,  bewusstes  Eigenthum  der  Baumeister  war.  Die 
Bauhütte  des  Mittelalters  wahrte  das  alte  Erbe,  vielleicht  unter  Abschwftch- 
ung  der  geometrischen  Einsicht.  Auch  vorperikleische  Baukunst  mag  als 
schön  bekannte  Banverhältnisse  angewandt  haben,  in  welchen  man  später 
goldenen  Schnitt  u.  s.  w.  erkennen  durfte,  aber  ihren  Kttnstlem  nnd  gar 
den  Aegyptem,  als  deren  Lehrmeistern,  dies  geometrische  Wissen  sozn- 
schreiben,  welches  unseres  Dafürhaltens  erst  bei  den  PythagorSem  und  in 
der  Akademie  vorkommt,  das  erscheint  uns  durchaus  unzulässig.  Einen, 
wie  es  scheint,  schlagenden  Gegengrund  liefert  das  einzige  bisher  bekannt 
gewordene  schriftliche  Zeugniss  des  ägyptischen  Alterthums,  das  Bechen- 
bach  des  Ahm  es.  Dort  ist  ein  Quotient  „Seqt^  berechnet,  welcher  in  den 
vier  Beispielen  von  Pyramiden  mit  51^^  und  53f  ^  Böschungswinkel  ge- 
wonnen wird ,  indem  man  mit  der  Kante  der  Pyramide  in  die  halbe  Diago- 
nale ihres  Grundquadrates  dividirt.  Das  sind  also  die  Abmessungen,  von 
welchen  wir  ausdrücklich  wissen,  dass  die  Aegypter  sie  in  ein  Verhältniss 
zu  einander  zu  setzen  pflegten ,  und  nur  von  diesen  Abmessungen  wird  man 
zunächst  ausgehen  dürfen.  Es  erscheint  nach  den  Messungen  an  vorhan- 
denen Pyramiden  und  nach  den  Beispielen  des  Ahmes  nicht  ganz  aus- 
geschlossen, dass  der  Seqt  die  Grösse  f  haben  sollte.  Will  Herr  Schnlts 
mit  diesem  durch  sehr  kleine  Yerhältnisszahlen  sich  empfehlenden  Brache 
weitere  Versuche  machen,  so  könnten  vielleicht  Ergebnisse  erscheinen,  Ar 
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welche  wir  mis  zxx  erwärmen  vermöchten.  An  einen  goldenen  Schnitt,  an 
ein  regelmässiges  Fünfeck  bei  den  Aegyptern  za  glauben,  dazu  sind  wir 
nicht  im  Stande,  nnd  noch  viel  weniger  vermag  ein  so  altes  regelmässiges 
Siebeneck  uns  Vertrauen  einzuflössen,  Cantor 


Die  nautisclien  Instrumente  bis  zur  Erfindung  des  Spiegelsextanten«  Von 
Dr.  A.  Brbusino,  Director  der  Seefabrtschule  in  Bremen.  Bremen 
1890,  bei  H.  W.  Silomon.  46  S. 
ursprünglich  ein  Vortrag,  gebalten  1883  auf  dem  Qeographentage  in 
Frankfurt  a.  M.,  kam  die  kleine  Abhandlung  als  Begrüssungsschrift  der 
Naturforscher -Versammlung  bei  deren  Tagung  in  Bremen  zum  Drucke.  Der 
verdiente  Beifall,  den  sie  bei  dieser  Gelegenheit  erntete,  veranlasste  den 
Verleger,  sie  auch  weiteren  Kreisen  noch  zugänglich  zu  machen,  und  wir 
können  diesen  Entschluss  nur  billigen.  Wer  noch  nicht  wüsste,  dass  Herr 
B  reu  sing  auf  dem  Gebiete  der  geschichtlichen  Instrumentenkunde  aller- 
erste Autorität  ist,  würde  aus  der  anmuthig  geschriebenen  Abhandlung  die 
Ueberzeugung  davon  gewinnen,  und  mit  dem  beruhigten  Gefühle,  nur  Er- 
gebnisse zuverlässigster  Forschung  vor  sich  zu  haben,  den  reichen  Inhalt 
in  sich  aufnehmen.  Nur  als  Beispiel  heben  wir  hervor,  dass  (S.  16  —  17) 
die  Cardano*sche  Aufhängung  auf  ihren  Ursprung  untersucht  ist,  während 
wir  in  den  Geschichtswerken  über  Physik  höchstens  den  Namen  derselben 
vorfinden.  Auch  die  Unterscheidung  des  Baculus  geometricus  von  dem 
Baculus  astronomicus  (S.  36  figg.)  ist  gehörig  betont  nnd  damit  auf  die 
Quelle  von  Ungenauigkeiten  hingewiesen,  welche  in  manchen  Werken  vor- 
kommen, deren  Verfasser  beide  durchaus  verschiedene  Vorrichtungen  mit- 
einander vermengten.  Cantor. 


Chrifltopli  Soheiner  als  Mathematiker,  Physiker  und  Astronom,  von  Anton 
VON  Braunmühl  (XXIV.  Band  der  Bayerischen  Bibliothek,  begründet 
und  herausgegeben  von  Karl  von  Rbinhardstobti'NBR  und  Karl 
Trautmann).  Bamberg  1891,  Buchner' sehe  Verlagsbuchhandlung.  92  S. 
In  der  allgemeinen  deutschen  Biographie  hat  Herr  S.  Günther  (Bd. XXX 
S.  718 — 720)  Christoph  Scheiner  auf  zwei  Druckseiten  behandelt.    Die 
uns  vorliegende  umfangreiche  Lebensgeschichte  des  gleichen  Mannes  liefert 
uns  ge wisser massen  die  Ausführung  des  dort  Entworfenen ,  liefert  uns  aber 
allerdings  auch  nicht  unwesentlich  mehr,   da  insbesondere  die  Verdienste 
Schein  er  *s  um  die  Beobachtung  der  Sonnenflecken  wohl  nirgend  so  gründ- 
lich gewürdigt  worden  sind.     Wir  erfahren,  dass  Seh  ein  er  einige  Ent- 
deckungen machte  und  veröffentlichte,  welche  unbeachtet  blieben,  bis  sie  in 
neuester  Zeit  zum  zweiten  Male  genauen  Beobachtern  sich  enthüllten.^^azu 
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gehört  namentlich  die  Thatsacbe,  dass  die  Bahn  der  Sonnenflecken  mit  der 
Ekliptik  nicht  zusammenfällt,  sondern  einen  Neigungswinkel  zu  ihr  besitzt, 
den  Scheiner  ans  seinen  zahllosen  Beobachtungen  auf  7^  Grad  bestimmte, 
während  man  heute  seine  Grösse  mit  1\  Grad  ansetzt  Von  Scheiner 
rührt  Entdeckung  und  Name  der  sogenannten  Penumbra  her,  des  Halb- 
schattens, welcher  die  Sonnenflecken  umgiebt.  Scheiner  erkannte  die 
trichterartige  Vertiefung  der  Fleckenkeme,  welche  er  sogar  der  Messung  unter- 
warf, wenn  auch  hier  seine  Messungsergebnisse  mehr  als  in  anderen  Flülen 
von  den  heutigen  Annahmen  abweichen.  Nicht  minder,  als  bei  Beobachtung 
der  Sonnenflecken  hat  auch  auf  anderen  Gebieten  der  Astronomie  Scheiner 
Wichtiges  entdeckt  und  zum  Theil  richtiger,  als  sein  grosser  Gegner  Galilei 
erklärt.  Dazu  gehört  insbesondere  die  elliptische  Gestalt  der  Sonnenscheibe 
am  Horizonte  als  Folge  des  Brechungsvermögens  unserer  Atmosphäre.  Wir 
haben  Galilei  und  Scheiner  als  Gegner  bezeichnet.  Allgemein  bekannt 
sind  die  zwischen  Beiden  gewechselten  Streitschriften ,  aber  ein  YoUkommen 
richtiges  Bild  von  jenen  Feindseligkeiten  gewinnt  man  selten,  weil  Schil- 
derungen derselben  ausschliesslich  bei  Schriftstellern  vorkommen,  die  sich 
vorzugsweise  mit  Galilei  beschäftigten  und  dadurch  begreiflicherweise  die 
Neigung  gewannen,  auf  seine  Seite  zu  treten.  Herr  v.  Brannmtthl  wird 
dem  „Audiatur  altera  pars**  gerechter.  Man  dttrfte  mit  ihm  zur  Annahme 
gelangen,  dass  Galilei  in  ziemlich  unb^rttndeter  Streitlust  den  Kampf 
eröffnete,  während  der  Verdacht  allerdings  an  Scheiner  haften  bleiben 
dürfte,  den  Kampf  nicht  immer  offen  gefClhrt  zu  haben.  Streng  bewiesen 
freilich  ist  es  nicht,  dass  Scheiner  zu  den  geheimen  Hetzern  gehörte, 
welche  ürban  VIII.,  Galilei*s  früheren  Gönner,  gegen  denselben  anf- 
brachten ,  aber  sehr  wahrscheinlich  gemacht  ist  es.  Auch  für  die  genaaere 
Schilderung  dieser  Beziehungen  ist  Herrn  v.  Braunmfihl  Dank  zu  wissen. 
Einen  Irrthum,  der  ihm  unterlief,  hat  er  inzwischen  bemerkt  und  den 
Referenten  brieflich  am  19.  März  1891  darauf  hingewiesen.  Scheiner  hat 
nämlich  noch  am  16.  Juli  1633  von  Rom  aus  an  Gassendi  geschrieben, 
war  also  während  der  ganzen  Dauer  von  Galilei 's  Process  in  Born  an- 
wesend. Nach  Ablauf  desselben  verliess  er  Rom.  Wenigstens  ist  seine 
Anwesenheit  in  Wien  1634  festgestellt.  Cahtor. 


Die  darstellende  Geometrie  in  organischer  Verbindung  mit  der  Geometrie 
der  Lage.  Von  Dr.  Wilhelm  Fiedler.  Dritte  erweiterte  Auflage. 
III.  Theil :  Die  construirende  und  analytische  Geometrie  der  Lage. 

Die  Steiner'schen  Schliessungsprobleme  nach  darstellend  geometrisoliar 

Methode.  Von  Dr.  Martin  Disteli,  Assistent  am  Eidgenössischen  Polj- 

technikum  in  Zürich.   Mit  10  lithogr.  Tafeln.  Leipzig,  Teubner.  1888. 

Beide  Werke  stehen  im  engen  Zusammenhange  miteinander,  durdi  wel* 

eben  Umstand  ihre  gemeinschaftliche  Anzeige  am  Platze  erscheint 
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Wie  nach  der  ausdrücklichen  Betonung  der  analytischen  Geometrie 
im  Titel  des  Fi  edler 'sehen  Werkes  zu  erwarten  steht,  hat  der  vorliegende 
Band  in  der  gekennzeichneten  Richtung  gegenüber  dem  entsprechenden  Theile 
der  zweiten  Auflage  wesentliche  Erweiterungen  erfahren.  Der  Band  besitzt 
einen  ganz  selbständigen  Charakter,  der  schon  bei  der  von  Voraussetz- 
ungen der  Elementargeometrie  unabhängigen  strengen  Begründung  der 
Projectivität  nach  Stand t-Darboux'scher  Methode,  mit  welcher  die.Ent- 
wickelung  beginnt,  heryortritt. 

Die  Gruppirung  des  Inhalts  in  drei  Abschnitte: 

A«  Die  Grundlagen  der  Geometrie,  die  imaginären  Elemente,  die  Oo- 
ordinaten  und  Parameter; 

B.  Die  Parameter  und  die  Projectiyität  Erzeugnisse  der  projectivischen 
Gebilde  erster  Stufe; 

C.  Die  projectivischen  Gebilde,  speciell  die  Elementargebilde  zweiter 
und  dritter  Stufe, 

ist  beibehalten«- 

A.  Nach  der  oben  bereits  hervorgehobenen  Begründung  der  Projecti- 
vität ist  besonders  hervorzuheben  die  Darstellung  eines  imaginären  Punktes 
durch  das  symmetrisch  zum  Mittelpunkte  M  einer  eUiptischen  Involution 
gelegene  Paar  NN'  sich  entsprechender  Paukte.  Nimmt  man  noch  auf 
dem  Träger  einen  Anfangspunkt  0  an,  setzt  die  Entfernung  OJIf  =  tn, 
ferner  NN'=2n,  so  sind  die  Punkte  der  Ebene,  aus  welchen  die  Invo- 
lution durch  Circularinvolution  projicirt  werden  (nämlich  die  Endpunkte 
des  zu  NN'  senkrecht  stehenden  Durchmessers  eines  Kreises,  welcher  durch 
NN'  geht  und  M  zum  Mittelpunkte  hat),  die  im  Gauss 'sehen  Sinne  ge- 
gebenen geometrischen  Darstellungen  der  Punkte  m  +  ni.  In  ähnlicher 
Weise  werden  dann  auch  die  übrigen  imaginären  Elemente:  die  imaginäre 
Gerade  erster  Art,  die  imaginäre  Ebene,  die  imaginäre  Gerade  zweiter  Art, 
bez.  durch  einen  Winkel  zweier  Linien,  einen  Winkel  zweier  Ebenen  und 
durch  einen  von  zwei  Erzeugenden  eines  hyperbolischen  Paraboloids  ein- 
geschlossenen Streifen,  dargestellt  Auf  dieser  Grundlage  werden  dann 
später  Constructionen  mit  Elementen,  welche  durch  imaginäre  Coordinaten 
definirt  sind,  durchgeführt. 

Die  Einführung  der  projectiven  Coordinaten  als  Doppelschnittverhält- 
nisse geschieht,  wie  früher,  unter  Annahme  der  Fundamentalpunkte  und 
des  Einheitspunktes,  dessen  sämmtliche  Coordinaten  der  Einheit  gleich  ge- 
setzt werden.  Bemerkenswerth  sind  jedoch  gewisse,  als  Permutationsgruppen 
bezeichnete  Gruppen  von  Punkten,  deren  Coordinaten  entweder  dieselben 
absoluten  Werthe  haben  und  sich  ntir  durch  die  Vorzeichen  unterscheiden, 
oder  andererseits  überhaupt  dieselben  Werthe  haben,  aber  diese  in  Bezug 
auf  die  Fundamentalelemente  des  Coordinatensystems  vertauscht  zeigen. 
Curven  und  Flächen,  welche  durch  eine  Anzahl  solcher  Punkte  bestimmt 
sind,   enthalten  dann  vielfach  auch  die  übrigen  der  Gruppe.     Ein  Beispiel 
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hierfür  ist,  dass  der  Kegelschnitt,  der  darch  fttnf  der  sechs  Ponkte  mit 
den  Coordinaten  a&c,  ach  etc.  in  allen  Yertaaschungen  geht,  auch  den 
sechsten  enthält. 

Eine  wesentliche  Erweiterung  hat  die  Theorie  der  speciellen  Coordi- 
natensjsteme  erfahren,  welche  durch  Annahme  unendlich  femer  Fondamental- 
demente  hervorgehen.  So  treten  in  der  Ebene  die  Streifencoordinaten  mit 
einem  unendlich  fernen  Punkte  den  cartesiscben  mit  unendlich  ferijer  Geraden 
als  duales  Gegenstück  bei ,  and  ebenso  kommen  im  Räume  die  prismatischen 
Coordinaten ,  aber  dann  weiter  die  Eeilcoordinaten  mit  einer  unendlich  fernen 
Fundamentalgeraden  hinzu.  Anderer  Natur  sind  die  Deutungen  der  Para- 
meter in  linearen  Mannigfaltigkeiten  als  Coordinaten.  Die  neuerdings  viel- 
fach verwandten  Potenzcoordinaten  der  linearen  Kugelsysteme  finden  als  spe- 
cielle  Fälle  jenes  allgemeinen  Begriffes  in  verschiedenen  Beispielen  Aufnahme. 

Nach  dieser  Kennzeichnung  des  Inhaltes  vom  Abschnitt  A  sei  es  ge- 
stattet, noch  einmal  zurückgreifend  einen  Punkt  in  der  .Wiedergabe  des 
Darboux'schen  Beweises  ;für  den  „ Fundamentalsatz **  zu  berühren.  Die 
Schwierigkeit  liegt  bekanntlich  in  dem  Nachweise ,  dass  es  zu  zwei  Pnnkte- 
pnaren  AB,  CD^  welche  sich  nicht  trennen,  jedenfalls  ein  Panktepaar  giebt, 
welches  sowohl  AB,  als  CD  harmonisch  trennt.  Der  Verfasser  behauptet 
(S.  21),  es  sei  evident,  dass  auch  nur  ein  einziges  Paar  existire,  und 
das  erscheint  mir  nicht  allein  nicht  evident,  sondern  sogar  unmöglich  auf 
Grund  der  Darboux*schen  üeberlegungen  zu  beweisen.  Denn  man  weiss 
nur,  dass  einer  von  zwei  Paukten  eine  gewisse  Strecke,  ein  anderer  einen 
Tbeil  jener  Strecke  durchläuft,  und  kann  nur  erkennen,  dass  innerhalb  der 
letzteren  die  Punkte  irgendwo  einmal  zusammenfallen  müssen ,  ohne  ein 
ürtheil  darüber  zu  haben,  wie  oft  das  geschieht. 

B.  Dieser  Abschnitt  hat  wohl  die  wesentlichsten  und  wichtigsten  Er- 
weiterungen erfahren.  Wir  nennen  die  Plücker^sche  Parameterdarstellang 
der  Curven  auf  dem  Hyperboloid  und  insbesondere  der  involutorischen  Bßgel- 
schaaren  in  projectiver  Zuordnung  und  ihrer  Erzeugnisse.  Vorbereitend  Hlr 
spätere  Untersuchungen  ist  die  Erzeugung  der  ebenen  Curven  vierter  Ord- 
nung mit  zwei  Doppelpunkten  aus  zwei  projectivischen  Kegelschnittbüscheln, 
welche  durch  Projection  der  Grundcurve  eines  Flächenbüschels  zweiter  Ord- 
nung gewonnen  wird ,  sofern  das  Centrum  kein  Punkt  der  Baumcurve  ist. 
Bückt  dieses  auf  die  Curve,  so  folgt  die  Erzeugung  der  jetzigen  Projectioos- 
curve  dritter  Ordnung  aus  einem  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  mit  ihrem 
projectivischen  Kegelschnittbüschel.  Aber  auch  die  Erzeugung  der  all- 
gemeinen Curve  dritter  Ordnung  aus  projectiven  Strahleninvolationen  in 
halbperspectivischer  Lage  entspringt  der  nämlichen  Quelle,  wenn  man  die 
Basiscurve  des  Flächenbüschels  als  Durchdringung  von  zwei  Kegeln  des 
Quadrupels  construiri  Durch  die  anzuwendenden  Hilfsebenen  werden  die 
Erzeugenden  des  einen,   wie  des  andern  Kegels  in  einfach  unendlich  fiele 
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einander  entsprechende  Paare  geordnet  Die  Paare  auf  jedem  Kegel  bilden 
demnach  eine  Involution  zweiten  Grades«  und  da  das  Gesagte  in  gleicher 
Weise  fUr  irgend  zwei  Kegel  des  Quadrupels  gilt,  so  .bildet  dieses  eine 
Gruppe  von  vier  FlSchen,  deren  Erzeugende  durch  die  Basiscurve  in  pro- 
jectivischen  Involutionen  geordnet  werden.  Besonders  folgenreich  wird  die 
Bemerkung,  dass  an  Stelle  jener  vier  Kegel  unendlich  viele  Gruppen  von 
nicht  singulftren  Flächen  zweiter  Ordnung  des  Büschels  treten  können. 

Aus  Bd.  II,  namentlich  S.  173 — 179,  ist  bekannt,  dass  jede  Bisecante 
der  Grundcurve,  insbesondere  jede  Tangente  derselben  mit  ihr  ein  einfaches 
Hyperboloid  bestimmt,  für  welches  ihre  zweiten  Bisecanten  aus  den  Punkten 
der  gegebenen  (oder  die  Verbindungsgeraden  unter  den  Punktpaaren  der 
Curve  in  den  Ebenen  des  Büschels  der  gegebenen  Bisecante)  die  Erzeugen- 
den der  andern  Schaar  sind.  In  jeder  der  beiden  Begelschaaren  des  Hyper- 
boloids giebt  es  vier  Tangenten  der  Grundcurve:  acht  Gerade  einer  Gruppe 
in  der  aus  einer  beliebigen  unter  ihnen  die  übrigen  als  entsprechende  in 
den  involutorischen  Centralcollineationen  der  Durchdringungsfigur  mit  sich 
selbst,  hervorgehen  und  die  sich  in  zwei  Gruppen  von  gleichem  Doppel- 
verhältniss  theilen.  Nach  solchen  Yierergruppen  von  Tangenten  treten  nun, 
wie  des  Weiteren  ausgeführt  wird ,  zu  jedem  Hjrperboloid  des  Büschels  drei 
andere  Hyperboloide,  und  es  kommt  daher  3  +  3  =  6 -mal  vor,  dass  unter 
solchen  vier  Flftchen  einer  Gruppe  zwei  zusammenfallende  auftreten.  Jede 
solche  Doppelfläche  ist  also  dadurch  insbesondere  ausgezeichnet»  dass  ihre 
beiden  Begelschaaren  durch  die  Grundcurve  in  projectivische  Involutionen 
geordnet  werden  und  die  Projection  der  Curve  aus  irgend  einem  Punkte 
der  Flfiche  liefert  die  Erzeugung  der  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  mit 
zwei  Doppelpunkten  durch  projectivische  Involutionen  von  Strahlen  aus  diesen 
Doppelpunkten  oder  dieselbe  Erzeugung  der  Curve  dritter  Ordnung  aus 
zweien  ihrer  Punkte,  je  nachdem  das  Centrum  nicht  auf  der  Curve  oder 
auf  der  Curve  liegt,  und  damit  den  Na(ihweis  der  Steiner'schen  Schliessungs- 
sfttze  für  fi  =  2  aus  derselben  Quelle  für  beide  Arten  von  Curven.  Zur  ein- 
fachsten Construction  jener  sechs  Flächen  führt  aber  die  Betrachtung  der  16 
Scheitel  der  Grundcurve  oder  der  Berührungspunkte  der  stationären  Schmie- 
gungsebenen,  da  die  ^16.15  —  4.6  =  96  Verbindungslinien  dieser  Punkte, 
welche  nicht  Mantellinien  der  Kegel  sind ,  sich  auf  die  sechs  Flächen  zu  je 
16  vertheiien  und  zwar  acht  auf  die  eine,  acht  auf  die  andere  Schaar. 

An  dieser  Stelle  setzt  nun  Disteli's  Schrift  ein  durch  Ableitung  der 
Steiner'^chen  Sätze  für  alle  Werthe  von  fi>2;  zunächst  für  alle  Werthe 
von  der  Form  fi  =  2*,  sodann  für  »äS*"»  und  n  =  2*.3*';  fi  =  5*«, 
n  =  2^.3^>.5**  und  schliesslich  für  die  allgemeine  Zahl  n.  Auch  die  von 
Steiner  am  Schlüsse  seiner  ersten  Mittheilung  gegebene  Bemerkung,  dass 
die  geradlinigen  Seiten  der  Polygone  durch  Kegelschnitte  ersetzt  werden 
können,  erhält  ihre  Bestätigung.  Die  Wiedergabe  der  Methode  ohne  An- 
lehnung an   die  äusserst  verwickelten,  allerdings  mustergiltig  gezeichneten r 
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Fignrentafeln ,  von   denen  die  eine   ancb  dem  Fi  edler 'sehen  Werke  bei- 
gefügt ist,  will  mir  nicht  gelingen. 

Es  folgt  jetzt  (bei  Fiedler)  die  Projectiyitftt  der  Flftchenbüscbel 
zweiten  Grades  nnter  sich  (vermittelt  durch  die  Projectivitftt  der  Polar- 
bOscbel  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt),  womit  dann  die  Erzeugung 
Yon  Gebilden  vierter,  bez.  dritter  Ordnung  von  zwei  Dimensionen  durch  je 
zwei  jener  Gebilde  und  der  Raumcurven  durch  drei  derselben  gegeben  ist 
In  analytischer  Darstellung  schliesst  sich  hieran  die  Theorie  der  Polarflficheo 
auf  Grund  der  Cromo  na'schen  harmonischen  Mittelpunkte ,  sowie  einerein 
geometrische  Ableitung  der  Polaren  nach  einer  Angabe  des  Berichterstatters 
und  damit  die  Begründung  der  PI  ück  er 'sehen  Formeln  für  ebene  Corven. 
Auch  andere  geometrische  Ableitungen  dieser  Formeln  von  Beck  und 
Hemming  sind  angereiht.  Die  Uebertragung  auf  Baumearven  ist  dann 
durch  die  Entwickelangen  des  zweiten  Bandes  §  22  gegeben.  Mit  der  Be- 
stimmung der  Doppelpunkte  von  Polaren  und  der  dadurch  definirten  Kern* 
flttchen  schliesst  dieser  Abschnitt. 

C.  D.er  Ausgangspunkt  bildet  die  Transformation  der  homogenen  Co- 
ordinaten  unter  besonderer  Berücksichtigung  der  Coefficientenrelationen  ftlr 
metrisch  specielle  Fälle.  Die  Untersuchung  dringt  in  dieser  Richtung  bis 
zu  den  Invarianten  und  Covarianten  der  Curven  und  Flächen  zweiter  Ord- 
nung und  ihrer  Büschel  vor.  Die  Clifford-Beje'sche  Erweiterung  des 
Polarenbegriffs,  in  dem  statt  des  Poles  eine  Curve  auftritt,  and  die  Apola- 
ritätstheorie  werden  noch  gestreift. 

Bei  den  Projectivitftten  der  Elementargebilde  zweiter  und  dritter  Stufe 
ist  gelegentlich  der  Construotion  der  Hauptelemente  oollinearer  Ebenen  bei 
vereinigter  Lage,  sowie  später  der  collinearen  Bäume  die  eingehende  Rück- 
sicht auf  die  Formen  der  Affinität,  Aehnlichkeit  und  Congmenz  zu  bemerken, 
Alles  unter  steter  Rücksichtnahme  auf  die  unterschiede  nach  Gleichheit  und 
Ungleichheit  des  Sinnes  dieser  Gebilde.  Die  Berücksichtigung  der  kine- 
matischen Betrachtungsweisen,  welche  nach  Ansicht  aller  urtheilsflUiigen 
Kreise  in  den  Rahmen  der  darstellenden  Geometrie  hineingehören  nnd  in 
Frankreich  namentlich  durch  Mannheim's  Werk  längst  Eingang  gefunden 
haben,  ist  überall  zu  spüren;  es  sei  hier  nur  auf  die  Constraotion  der 
Schraabenaxe  zweier  congruenter  starrer  Systeme,  welche  eine  vollständige 
Darchführung  gefunden  hat,  hingewiesen.  Aber  auch  in  den  Erzeugnissen 
der  Elementargebilde  sind  vielfach  Erweiterungen  nach  dieser  Ricbtnng 
gegenüber  der  früheren  Auflage  bemerkbar,  üeberall  werden  di^enigen 
Erzeugnisse  besonders  betrachtet,  welche  man  durch  metrische  Specialftile 
der  allgemein  projectivischen  erhält,  z.B.  der  tetraedrale  Complex  von  zwei 
congruenten  starren  Pankt-  oder  Ebenenräumen.  Die  letzten  Paragraphen 
eröffnen  Ausblicke  auf  die  Erzeugnisse  von  mehreren  collinearen  räumlichen 
Systemen  und   enthalten  die  Anfänge   von  Untersuchungen,   wie  sie  seit 
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einiger   Zeit  Gegenstand  einer  noch  nicht  abgeschlossenen  Gruppe  hoch- 
bedeutender  Arbeiten  von  Beye  im  Eronecker'schen  Journal  sind«* 

Der  Gesammtinhalt  des  Werkes  ist  ein  ungeheurer.  Konnten  schon  in 
früheren  Auflagen  manche,  selbst  wichtige  Dinge  nur  in  Form  von  Bei- 
spielen dem  Texte  angereiht  werden,  so  ist  jetzt  noch  umfassender  in  dieser 
Bichtung  verfahren  worden  und  an  die  Zähigkeit  des  Lesers  werden  bis- 
weilen dadurch  hohe  Anforderungen  gestellt^  dass  im  Text  auf  solche  Bei- 
spiele zurückverwiesen  wird,  die  ihrerseits  nur  skizzenhaft  behandelt  sind. 
Doch  sehen  wir  lieber  darüber  hinweg  und  freuen  uns,  in  der  deutschen 
Literatur  durch  das  vorliegende  ein  Werk  zu  besitzen,  welches  bei  geo- 
metrischen Untersuchungen  unter  allen  Umständen  mit  Erfolg  zu  Bathe 
gezogen  werden  kann. 

Hannover.  C.  Bodbnbebg. 


Metrisehe  Beziehungen  an  Tangentenflg^render  Kegelschnitte.  Von  Ober- 
lehrer Handel.  Abhandlungen  zum  Osterprogramm  der  König  Wilhelms- 
schule zu  Beichenbach  in  Schlesien.  1889.  Progr.-Nr.  209.  20  S. 
Text  und  2  Figurentafeln. 

Zwei  Kreiseigenschaften  sind  es  vorzugsweise,  um  deren  Verallgemei- 
nerung für  Kegelschnitte  es  sich  handelt:  1.  die  algebraischen  BeziehungeUi 
welche  zwischen  den  Seiten  eines  Dreiecks  und  den  durch  seine  vier  Be- 
rührungsseiten gebildeten  Seitenabsohnitten  bestehen,  und  2.  die  von  Steiner 
umfassend  klargelegten  Eigenschaften  des  von  vier  Kreistangenten  begrenzten 
einfachen  Vierecks. 

Zur  Erzielung  einer  bequemen  Ausdrucksweise  bezeichnet  der  Verfasser 
als  „Projection^  einer  Tangentenstrecke  ihre  orthogonale  Projection  auf  eine 
Gerade,  welche  zu  dem  einen  oder  dem  andern,  nach  dem  Berührungs- 
punkte der  Tangente  gehenden  Brennstrahlen  senkrecht  steht.  Wie  leicht 
ersichtlich,  ist  die  Länge  der  Projection  von  der  Wahl  des  Brennstrahls 
unabhängig.  Dann  gipfelt  das  Besultat  der  Arbeit  in  dem  Satze:  In  jedem 
einfiochen  (convexen,  concaven  oder  überschlagenen)  Viereck,  dessen  Seiten 
einen  Kegelschnitt  berühren,  ist  die  algebraische  Summe  der  Projectionen 
zweier  Gegenseiten  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Projectionen  der 
beiden  anderen.  Dabei  sind  die  Seiten,  in  Bezug  auf  welche  der  berührende 
Theil  des  Kegelschnittes  entgegengesetzte  Lage  hat,  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  zu  versehen. 

Hannover.  C.  Bodbnbbrg. 


*  Dieselbe  ist  jetzt  vollendet,  wie  ich  bei  der  Correotur  hinzufüge. 
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Ein  mit  der  Theorie  algebraischer  Fl&chen  nsammenhäiigeiLdes  plani- 
metrisches  Problem  von  Dr.  Bützbbrgbb,  Lehrer  der  Mathematik 
in  LangenthaL    Bern,  in  Commission  von  Jent  &  Reinert.     1889. 
'      31  S.  8^ 
Das  planimetrische  Problem  fordert  die  Bestimmung  eines  Dreiecks  am 
den  gegebenen  Längen  der  Winkelhalbirenden.     Vorbereitend  wird  eine  Auf- 
gabe gelöst »  in  der  an  Stelle  der  ganzen  Längen  der  Winkelhalbirenden  nnr 
die  Strecken  von  den  Ecken  des  Dreiecks  bis   zum  Mittelpunkte  dee  ein- 
geschriebenen Kreises  treten  und  welche  drei:  Lösungen  zulässt,  Yon  denen 
zwei   auf  reelle  Dreiecke  führen.     Die  schwierigere  ursprüngliche  Aufgabe 
erfordert  die  Auflösung  der  drei  Gleichungen 

in  der  x,  y,  0  die  gesuchten  Seitenlängen  des  Dreiecks,  er,  j3,  7  die  gegebe- 
nen Strecken  sind.  Behufs  Feststellung  der  Anzahl  der  Lösungen  werden 
X,  y,  SS  als  rechtwinklige  Coordinaten  aufgefasst.  Jene  Anzahl  ist  dann 
durch  die  Zahl  der  Durchschnittspunkte  der  drei  durch  obige  Gleichungen 
dargestellten  Flächen  gegeben.  Nach  Abzug  der  durch  die  gemeinschaft- 
liche Durchschnitts  cur  ve  jener  Flächen  absorbirten  Punkte  bleiben  von  den 
4^  Schnittpunkten  noch  12,  welche  eigentlichen  Lösungen  angehören,  und 
auch  diese  ordnen  sich  zu  Paaren  centrisch- symmetrisch  in  Bezug  auf  den 
Ursprung.  Eine  AuÜBtellung  der  Gleichung  sechsten  oder,  wie  der  Yer&sser 
vermuthet,  vielleicht  nur  dritten  Grades,  auf  welche  das  Problem  hier- 
nach führen  müsste,  wird  zwar  nicht  gegeben,  aber  bei  den  zur  Erreich- 
ung  dieses  Zieles  gemachten  Versuchen  sind  doch  manche  bemerkenswertfae 
Eigenschaften  jeder  der  auftretenden  Flächen  erkannt  worden.  Z.  B.:  Die 
Reciprokalfläche  ist  mit  der  gegebenen  von  derselben  Art  —  Die  FlSche  ist 
der  Ort  eines  Punktes ,  dessen  Abstände  von  zwei  sich  unter  rechtem  Winkd 
schneidenden  Geraden  constante  algebraische  Summe  »a**  haben.  Treten 
an  Stelle  der  beiden  Geraden  zwei  beliebige  windschiefe,  so  ist  der  Ort  der 
Punkte  noch  immer  eine  Fläche  vierter  Ordnung  und  diese  ist  insbesondere 
die  Steiner 'sehe  (Römer-)  Fläche,  wenn  a  der  senkrechte  Abstand  der 
Leitgeraden  ist. 

Hannover.  C.  Bodbhbbbo. 

Elemente  der  projektivischen  Geometrie.  Auf  Grund  neuer,  yom  Pro- 
fessor Karl  Eüppsr  herrührender  Definitionen  und  Beweise  leicht 
fasslicb  zusammengestellt  von  Wilhelm  Bulf,  Professor  an  der  K.  K. 
deutschen  Staatsgewerbeschule  in  Pilsen.  Mit  vielen  in  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten.  Halle  a.  S.,  Nebert  1889.  VI  u. 
96  S.  8^ 
Im  Vergleiche  mit  dem  geringen  Umfange  ist  der  Lihalt  der  Schrift 

ein  ausserordentlich  reicher.     Als  wesentlichste  und  sehr  b^nerkenswerthe 
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Eigenthamlichkeit  mag  hier  gleich  die  Art  der  Begrttndang  der  Projeotiyität 
bezeichnet  und  etwas  eingehend  dargelegt  werden. 

Die  Definition  der  Grandgebilde  ist  die  übliche.  Zwei  Panktreihen 
heissen  dann  weiter  perepectiviBch ,  wenn  sie  Schnitte  eines  und  desselben 
Strahlenbüschels  sind«  Aber  nun  wird,  was  charakteristisch  für  die  Schrift 
ist,  unter  Anwendung  von  Proportionen,  nicht  von  Doppel  Verhältnissen, 
bewiesen:  Zwei  perspectivische  Panktreihen  können  dadurch  in  eine  neue 
perspectivische  Lage  gebracht  werden ,  da§s  man  zwei  homologe  Punkte  der- 
selben zur  Deckung  bringt.  Hieran  schliesst  sich  dann  die  Definition  der 
Projectivität:  Werden  zwei  Punktreihen  derart  aufeinander  bezogen,  dass 
einem  Punkte  der  einen  nur  ein  Punkt  der  andern  entspricht,  und  lassen 
sie  sich  durch  Deckung  von  zwei  homologen  Punkten  in  perspectivische 
Lage  bringen,  so  nennt  mi^n  sie  projectivisch.  Die  ausdrückliche  Forde- 
rung, dass  einem  Punkte  nur  ein  Punkt  entspreche,  erscheint  bei  dieser 
Auffassung  der  Projectivität  überflüssig,  da  die  Möglichkeit  der  perspec- 
tivischen  Lage  ein  solches  Entsprechen  schon  bedingt.  Die  letzte  Definition 
lässt  dann  sofort  schliessen,  dass  zwei  projectivische  Panktreihen  durch  drei 
Paare  homologer  Elemente  bestimmt  sind,  und  eine  kurze  Betrachtung  von 
ähnlichen  und  congruenten  Beiben  führt  auf  den  Fundamentalsatz:  Stimmen 
zwei  projectivische  Punktreihen  in  drei  Elementen  überein,  so  sind  sie  con- 
gruent. 

Von  nun  an  geht  die  Entwickelung  in  gewohnten  Bahnen  weiter  und 
dringt  vor  bis  zum  Eegelschnittbüschel  und  der  Steiner'schen  Verwandt- 
Schaft.  Bäumliche  Erzeugnisse  projectiver  Gebilde  werden  nicht  betrachtet. 
Hervorgehoben  zu  werden  verdient  noch  die  eingehende  Behandlung  der 
Construction  eines  Kegelschnittes  aus  theilweise  imaginären  Elementen. 

In  einer  späteren  Auflage  möchte  die  Aufgabe  ersten  Grades  des  §  18 
doch  auch  linear  und  nicht  mit  Hilfe  eines  Kreises  gelöst  werden.  Die 
dort  auftretenden  projectiven  Beihen  haB  und  b'aC  sind,  wie  nicht  bemerkt 
zu  sein  scheint,  perspectiv  ähnlich  und  damit  liegt  eine  lineare  Lösung  auf 
der  Hand.  Diese  Kleinigkeit  thut  natürlich  der  sonstigen  Yortrefflichkeit 
des  Buches  keinen  Abbruch. 

Hannover.  C.  BoDEMSBRa. 


Heinrich  Sohröter,  Cfrundzüge  einer  rein- geometrischen  Theorie  der 
Eaumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species.  Leipzig,  B.  G.  Teubner. 
1890.    VI  u.  100  S. 

In  seiner  bekannten  durchsichtigen  Darstellungsweise  und  im  engen 
Anschluss  an  seine  vorhergegangene  Publication  über  ebene  Curven  dritter 
Ordnung  giebt  Herr  Sehr,  hier  eine  üebersicht  über  die  interessanten 
Eigenschaften   der   Baumcurven  C^.     Mit  besonderer  Vorliebe  verweilt  er      t 
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bei  gewissen  Configarationen ,  za  denen  aasser  den  stationSren  Punkten 
auch  die  sogenannten  „Tripel**  und  „Quadinpel**  der  Cnnre  VeranUissung 
geben. 

Nachdem  in  drei  einleitenden  Paragraphen  Sfttze  über  das  zu  C^  ge- 
hörige FlKchenbüschel  und  ihre  Bestimmung  durch  acht  Punkte  gegeben 
sind,  beschftftigt  sich  Herr  Sehr,  in  den  §§  4 — 6  mit  den  Tripeln  toh 
Punkten,  welche  den  letzten  Schnittpunkt  der  sie  verbindenden  Ebene  zum 
gemeinsamen  Schmiegungspunkte  haben.  Mit  ihren  drei  Tangenten  be- 
stimmt er  die  Schmiegungsebenen  der  Punkte.  Da  die  Betrachtung  auf 
Tripel  reeller  Punkte  eingeschränkt  wird,  so  folgt  aus  dem  Satze ,  dasseine 
allgemeine  ebene  Cunre  dritter  Ordnung  drei  in  einer  Geraden  liegende  reelle 
Wendepunkte  besitzt,  dass  ein  Punkt  von  C^  einem  Tripel  angehört  und 
ein  Schmiegungspunkt  ein  Tripel  bestimmt  Herr  Sehr,  geht  nun  von  dem 
Harnaok 'sehen  Satze  aus,  nach  welchem  der  Ort  der  Punkte,  von  denen 
aus  zwei  Dreiecke  durch  dreifach  perspectivische  körperliche  Ecken  projicirt 
werden,  eine  C^  ist,  welche  die  sechs  Punkte,  X^,  9i^j  Sj;  Si,  9s,  Sj, 
selbst  enthält.  Drei  Hyperboloide,  welche  eine  solche  Curve  miteinander 
gemein  haben,  werden,  wie  Herr  Sehr,  sehr  einfoch  zeigt,  durch  Geiaden- 
tripel  festgelegt,  deren  jedes  ^tiSl^^s  ^^^  ®^°  ^^^  Si^aSB«  durch  cyUische 
Verschiebung  der  Indioes  entstehendes  Tripel  ausschneidet.  Mit  9|9t't 
bestimmt  ein  anderes  Tripel  S)iS)sS)8  von  Punkten  der  C^  m  entsprechen« 
der  Weise  die  anderen  Oeradentripel  der  Hyperboloide,  die  von  9i9|X| 
ausgehen.  In  derselben  Beziehung  zu  Si^jOs  ^^^^  ^^  Tripel  CiStSj. 
Die  neuen  sechs  Punkte  können  aus  den  ersten  linear  mit  Hilfe  der  Ebenen 
gefunden  werden ,  die  zwei  Punkte  %  und  einen  Punkt  83,  bez.  einen  Punkt 
S  und  zwei  Punkte  83  enthalten.  Sechs  neue  C^  enthaltende  Hyperboloide 
werden  nun  mit  Hilfe  der  Oeradentripel  bestiomit,  die  einerseits  das  Tripel 
^1^1^89  ^^^*  %i9^%8  ausschneiden,  andererseits  aber  ein  aus  S),S)sD|, 
bez.  (S|S8<St  durch  cyklische  Vertauschung  entstehendes  Tripel.  Jedes  der 
ersteren  drei  enthält  in  seiner  andern  Geradenschaar  die  Tangente  in  einem 
der  drei  Punkte  3[|,  Ss,  St,  und  die  Verbindungslinie  der  beiden  anderen. 
Da  nun  eine  Tangente  der  C^  ein  sie  enthaltendes  Hyperboloid  bestimmt, 
von  dem  auch  die  zweite  vom  Berührungspunkte  ausgehende  Gerade  der 
Schmiegungsebene  desselben  angehört,  so  müssen  nothwendig  %j,  X,»  % 
den  lezten  Schnittpunkt  ihrer  Ebene  zum  gemeinsamen  Schmiegungspunkte 
haben.  Da  diese  charakteristische  Eigenschaft  auch  den  Tripeln  93|9sS|, 
^i^s^s»  ^i^k^a  zukommt,  so  ist  hiermit  die  Möglichkeit  gegeben,  un- 
endlich viele  Punkte  der  C^  aufzufinden. 

Ein  vorliegendes  Tripel  bestimmt  mit  vier  gewöhnlichen  Punkten  eine 
Curve  G4  eindeutig  und  vertritt  daher  vier  gewöhnliche  Punkte.  Aus  den 
obigen  Beziehungen  kann  gefolgert  werden,  dass  ein  Tripel  von  einer 
beliebigen  Secante  aus  in  ein  anderes  projicirt  wird.  Auch  schneiden  die 
Ebenen,   welche  von  einem  Punkte  der  Curve  aut^die  Seiten  eines  Tripel- 

Uigitized  by  "s^JKJKjpilK^ 


Beoensionen.  185 

dreieoks  oder  die  Tangenten  in  seinen  Punkten  projiciren,  die  Pnnkte  eines 
neuen  Tripels  aas. 

Drei  beliebige  Tripel  %%%j  ©i93a©8»  6,6,68  einer  Curve  C^ 
ergeben  27  Ebenen,  deren  jede  einen  Punkt  aus  jedem  Tripel  enthält. 
Zu  je  neun  gehen  diese  Ebenen  durch  die  drei  Punkte  eines  vierten  Tripels 
^i^s^s*  ^^^^  Tabelle  dieser  Ebenen  lässt  sich  aufstellen,  wenn  die 
Reihenfolge  der  Punkte  9^,  SB,,  Ss  '^^  gewählt  ist,  dass  sie  in  der  oben 
angegebenen  Art  mit  %|,  9[,,  Slg  drei  C^  enthaltende  Hyperboloide  be- 
stimmen und  Entsprechendes  von  (S|,  (S,,  S3  gilt.  Verschiebt  man  an  vier 
Punkten,  die  auf  einer  Ebene  liegen,  die  Indices  zweimal  hintereinander 
cjklisch,  so  erhält  man  die  Ecken  zweier  Tetraeder,  deren  Seiten  paarweise 
die  Punkte  der  bestimmten  der  27  Ebenen  ausschneiden.  Zwei  so  zusam- 
mengehörige Tetraeder  sind  noch  ausserdem  einander  anbeschrieben,  d.  h. 
es  wird  jede  EJemte  des  einen  von  einer  solchen  des  andern  getroffen. 

Nachdem  er  in  §  7  die  B  eye 'sehen  Entwickelungen  über  Gruppen 
associirter  Pnnkte  gegeben  hat,  wendet  sich  Herr  Sehr,  in  den  §§  8,  9 
zu  den  Quadrupeln  der  Punkte  der  C^\  es  sind  dies  solche  Punktgruppen, 
deren  Tangenten  hyperboloidische  Lage  haben,  d.  h.  derselben  Geradenschaar 
eines  C^  enthaltenden  Hyperboloids  angehören«  Zusammengehörig  heissen 
solche  Quadrupel ,  diö  man  aus  den  beiden  Begelschaaren  desselben  Hyper- 
boloids erhält.  Dass  alle  Quadrupel  projectirische  Tangentengruppen  er- 
geben, kann  aas  dem  bekannten  Salmon'schen  Satze  über  ebene  Cunren 
dritter  Ordnung  geschlossen  werden.  Aus  dem  bekannten  Satze  über  Vier- 
ecke von  Punkten  solcher  Curyen,  die  den  Tangentialpunkt  gemein  haben, 
kann  gefolgert  werden,  dass  von  irgend  zwei  Punkten  eines  Quadrupels 
zwei  Ebenen  ausgehen,  auf  denen  die  des  zugehörigen  Quadrupels  zu  zweien 
vertheilt  liegen.  Hieraus  folgt,  dass  zwei  zusammengehörige  Quadrupel  von 
vier  Raumpunkten  O^,  0,,  O3,  0^  aus  ineinander  projicirt  werden,  und  zwar 
entsprechen  jedesmal  die  zugehörigen  Tangentengruppen  einander  projec- 
tivisch.  Diese  Punkte  sind  die  Spitzen  der  C^  enthaltenden  Kegel,  und  es 
leuchtet  nach  der  Art  ihrer  Auffindung  augenblicklich  ein,  dass  sie  das 
allen  Flächen  des  Büschels  {C^)  gemeinsame  Polartetraeder  bilden. 

Ein  Quadrupel  wird  von  jeder  Secante  der  C^  aus  in  ein  Quadrupel 
projicirt .  Die  drei  Punkte,  welche  einen  gegebenen  zu  einem  Quadrupel 
ergänzen,  bestimmen  mit  ihmSecanten,  deren  jede  zwei  gegenüberliegende 
Kanten  des  Polartetraeders  trifft.  Legt  man  von  den  Punkten  eines  Qua- 
drupels aus  die  Geraden,  welche  zwei  gegenüberliegende  Kanten  eines  an- 
dern Quadrupeltetraeders  treffen,  so  schneiden  dieselben  alle  die  Corve  noch 
einmal  und  zwar  in  den  Punkten  eines  dritten  Quadrupels.  Vertauscht  man 
die  beiden  gegebenen  Quadrupel,  so  gesellt  sich  zu  ihnen  noch  ein  viertes. 
Unter  den  so  entstanlenen  16  Punkten  bestehen  interessante  Beziehungen, 
insbesondere  ergeben  sich  24  Paare  Möbius 'scher  Tetraeder,  Ton  denen 
jedes  dem  andern  eingeschrieben  ist.  f^r\i^n]t> 
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§  10  beschäftigt  sich  mit  den  von  den  Herren  Voss,  Ameseder  and 
Westphal  betrachteten  Hyperboloiden.  Die  16  Oeraden,  welche  die  Pankte 
eines  Quadrapels  mit  denen  eines  andern  verbinden,  liegen  sa  je  vier  in  hjper- 
boloidischer  Lage.  Wenn  das  zweite  Quadrupel  eines  von  drei  bestimmten 
zu  dem  ersten  gehörigen  ist ,  so  liegen  die  vier  so  bestimmten  Begelschaaren 
paarweise  auf  zwei  Hyperboloiden.  Die  so  entstehenden  sechs  Hyperboloide 
enthalten  C^.  Sie  sind  die  einzigen,  welche  zun&chst  ein  nnd  hernach  an* 
endlich  viele  der  C^  eingeschriebene  Vierecke  vollständig  enthalten.  Wie 
man  auch  das  erste  Quadrupel  wählen  mag ,  man  erhält  stets  dieselben  drei 
Paare  von  Hyperboloiden.  Die  drei  zugehörigen  Quadrupel  werden  von 
Hyperboloiden  ausgeschnitten,  deren  jedes  ausser  dem  ersten  Quadrupel 
zwei  Paare  gegenüberliegender  E[anten  des  Polartetraeders  enthält 

Nach  den  vorangegangenen  Entwickelungen  sind  die  Schnittpunkte  der 
C^  mit  den  Ebenen  des  Polartetraeders  leicht  als  WendeberUhrungspunkte  zu 
erkennen  (§  11).  Es  gelingt,  die  Oesammtzahl  der  vier  Wendebertthrungs- 
punkt«  enthaltenden  Ebenen  anf  116  festzustellen  und  eine  Tabelle  dieser 
Ebenen  zu  entwerfen.  Mit  ihrer  Hilfe  werden  in  §  12  die  Tetraeder  be- 
trachtet, deren  Ebenen  sämmtliche  16  Wendeberührungspunkte  enthalten. 
Die  Zahl  dieser  Tetraeder  wird  gleich  745  gefunden,  was  mit  früheren  ana- 
lytischen Erörterungen  der  Frage  in  Einklang  steht 

Berlin,  im  Februar  1891.  Ernst  Kötteb. 

J.  B.  Eos,  Ueber  die  Vertheilung  der  Azen  der  Eotationsflftclien  2. Grades, 
welche  durch  gegebene  Fnnkte  gehen.  Inaugural- Dissertation 
(Münster).    Bonn,  Carl  Georgi.     1890.    145  S. 

Die  umfangreiche  Abhandlung  zerfällt  in  einen  einleitenden  Abschnitt 
und  in  drei  Hauptcapitel,  in  denen  nacheinander  die  Mannigfaltigkeiten  der 
Rotationsflächen  zweiten  Grades  überhaupt,  der  Botationscylinder  und  der 
Rotationskegel  abgehandelt  werden.  Die  Einleitung  wird  nöthig,  um  den 
parabolischen  Cylindem  ihre  Rolle  zuzuweisen.  Da  als  Rotationsfläche  jede 
Fläche  zweiten  Grades  gilt,  die  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  S}  in  zwei 
Punkten  berührt,  so  treten  auch  sie  unter  den  betrachteten  Flächen  auf.  Da 
die  Axe  einer  Rotationsfläche  einmal  hinsichtlich  tt'  zur  Berührungssehne 
polarreciprok  sein  muss  und  andererseits  die  Mittelpunkte  der  Flächenkreide 
enthält y  so  betrachtet  Herr  Eck  als  Axe  des  parabolischen  Cylinders  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Ebenen,  welche  zu  den  Geraden  des  Cylinders 
senkrecht  stehen,  als  Mittelpunkt  den  Schnittpunkt  der  Axe  mit  der  Be- 
rührungskante. Als  Axe  eines  Paares  paralleler  Ebenen  kann  jede  zu  ihnen 
senkrechte  unendlich  ferne  Gerade  gelten. 

Vorzüglich  kommen  die  entwickelten  Resultate  durch  die  Combination 
dreier  Stammcomplexe  zu  Stande.  Der  erste,  12|,  besteht  aus  den  Axen  der 
^1,  ^2,   Ä^^  A^  enthaltenden  Rotationsflächen,  der  zweite |  Z^^  aus  den 
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Axen  der  Botationscjlinder,  die^^,^,  enthalten,  nnd  der  dritte,  K^^  ans 
den  Axen  der  Botationskegel,  die  drei  Fankte  Ä^^  Ä^^  Ä^  enthalten«  A^, 
bereits  TonLagnerre  nntersncht,  ist  vom  dritten  Orade;  von  seinen  acht 
Strahlenbttndeln  hat  eines  den  Mittelpunkte  der  J[|il2ilgil4  nmschriehenen 
Engel  som  Centrum,  die  anderen  Centren  liegen  unendlich  fern  auf  den 
Lothen  Cikif  die  Ton  C  aus  auf  die  Ebenen  des  Tetraeders  A^Ä^A^A^  sich 
Men  lassen,  und  auf  den  Geraden  dik.imf  die  von  C  ausgehen  und  die 
Paare  gegenüberliegender  Kanten  desselben  treffen.  Der  Complexkegel  eines 
beliebigen  Punktes  P  enthftlt  ausser  PC  die  Parallelen  zu  den  Ciki  und  den 
dik,imj  Ifings  der  ersteren  berührt  er  die  Ebenen  Pctki'^  er  verschiebt  sich 
also  zu  sich  selbst  parallel,  wenn  P  von  C  aus  auf  einer  Geraden  fort- 
schreitet. Die  Complexcurye  in  irgend  einer  Ebene  n  berührt  die  unendlich 
ferne  Ebene  zweifach ,  die  Ebenen  ytk^  die  in  den  Mitten  der  Kanten  AiAk 
senkrecht  stehen,  einfach,  so  dass  das  erstere  Strahlenfeld  zwei-,  die  letz- 
teren einfach  zum  Complex  gehören.     (§§  17—54) 

Eine  Gerade  gehört  dem  Complex  Z,  an,  wenn  die  zu  ihr  und  zu  AiA^ 
senkrechte  Gerade,  in  dem  Halbirungspunkte  B^^  der  Strecke  AiA^  trifft. 
Da  demnach  der  Complexkegel  eines  Punktes  P  den  Kreis  projicirt,  wel- 
chen auf  7,1  die  Kugel  über  PB^^  ausschneidet,  so  ist  Z^  ein  B  eye 'scher 
Complex,  dessen  Tetraeder  ausser  jB|,  den  unendlich  fernen  Punkt  9l|2  der 
Geraden  A^A^  und  die  Kreispunkte  von  Yi%  ^^  Ecken  hat.     (§§74—85.) 

Am  meisten  Schwierigkeiten  macht  der  Complex  K^.  um  die  Axen  der 
Rotationskegel  durch  Ai^  A^^  A^  zu  erhalten,  die  von  einem  Punkte  P  aus- 
gehen und  in  einer  Ebene  n  liegen,  benutzt  Herr  Eck,  dass,  wenn  eine 
Gerade  p  in  n  um  P  sich  dreht,  die  Spitzen  der  beiden  Botationskegel  mit 
der  Axe  p  nnd  den  Punkten  A^^  A^  auf  einer  Curve  k^^  vierter  Ordnung 
mit  dem  Doppelpunkte  P  fortschreiten.  Auch  der  zweite  Schnittpunkt  der 
Kugeln  über  PAi  und  PA^  mit  n  ist  ein  Doppelpunkt  der  Curve.  Sie  ent- 
hält die  Kreispunkte  von  n.  Die  Berührungspunkte  der  von  P  an  hi^ 
gehenden  Tangenten  liegen  auf  den  erwähnten  Kugeln  und  werden  von  den 
Kegeln  ausgeschnitten,  die  von  A^^  bez.  A^  aus  St*  projiciren.  Wird  A^ 
für  A^  eingeführt,  so  entsteht  eine  analoge  Curve  k^^.  Von  den  zwölf 
Schnittpunkten  ausserhalb  P  zwischen  k^^  und  k^^  führen  aber  nur  sechs  auf 
Geraden  der  gesuchten  Art,  die  beiden  Berührungs-  und  Schnittpunkte, 
welche  auf  der  Kugel  über  A^F  liegen,  hingegen  auf  Geraden,  die  der 
Aufgabe  fremd  sind.      K^  ist  somit  vom  sechsten  Grade. 

In  a  {=AiA^A^  liegen  als  Complexcurven  drei  Parabeln,  von  denen 
jede  eine  Ecke  des  Dreiecks  A^A^A^  zum  Brennpunkt,  die  gegenüber- 
liegende Seite  aber  zur  Directrix  hat.  In  jeder  zu  a  senkrechten  Ebene  fi 
ist  eine  Complexcurve  der  eine  Focalkegelschnitt  der  Curve  zweiten  Grades, 
die  (fia)  zum  einen  Durchmesser  hat  und  A^y  A^^  A^  enthält.  Ein  vier- 
faches Strahlenbündel  des  Complexes  geht  von  dem  senkrecht  über  a  im 
Unendlichen  liegenden  Punkte  S  aus,   einfache  senden  die  Schnittpunkte     t 

Uigitized  by  ^^jOOQIC 


188  Historisch -literarische  Abtheilung. 

der  Ebenen  yn  mit  ß'  und  die  beiden  Punkte  aus,  von  denen  ans  ft*  in 
den  A^J^A^  umschriebenen  Kreis  projicirt  wird.  Einfache  Strahlenebenen 
sind  7,3,  ^3j,  712)  ^^^  BMq  von  etwas  subtilen  Betrachtungen  stellt  Herr 
Eck  den  Satz  auf,  dass  die  unendlich  ferne  Ebene  dreifach  zum  Com- 
plex  gehört,  vierfach  aber  ausser  den  unendlich  fernen  Strahlen  von  S  die 
Tangenten  von  ft'  zählen.  Der  erste  Theil  der  Behauptung  hätte  sich  auf 
andere  Weise  sehr  einfach  erledigen  lassen.     (§§  102—131.) 

Zwei  Compleze  JS4,  deren  jeder  zu  vier  von  fünf  Punkten  A^^  i^^i  ..>f  ^5 
gehört,  haben  ein  Strahlensystem  ^5  siebenter  Ordnung  und  zweiter  CUaae 
(7,  2)  gemein,  dessen  Strahlen  Axen  von  Botationsflächen  sind,  welche  die 
fQnf  Punkte  enthalten.  Die  Congruenz  erweist  sich,  Herrn  Eummer's 
Entwickelungen  entsprechend,  als  frei  von  singulären  Punkten:  Die  zehn 
Curven  dritter  und  die  eine  Curve  sechster  Classe,  welche  die  allgemeine 
Theorie  fordert,  lassen  sieh  in  den  Ebenen  y^jb  (t,  X;«  1,  2,  ...,  5)  und  der 
unendlich  fernen  Ebene  nachweisen.     (§§  55 — 66.) 

Das  zu  i^i,  ...,  ^5  gehörige  Strahlensystem  ^5  und  der  zu  A^^  ^%^^%^% 
gehörige  Complex  B^  haben  die  Axen  der  Botationsflächen  miteinander  ge- 
mein, die  alle  sechs  Punkte  enthalten.  Ihre  Begelfläche  ist  zunächst  nach 
der  Halphen*8chen  Formel  von  der  27.  Ordnung.,  aber  es  lösen  sich  ab 
fremde  Bestandtheile  die  unendlich  fernen  Qeraden  von  B^  zwei£EUih  und 
die  in  y^si  /sp  7i%  Wogenden  einfach  ab,  so  dass  eine  Begelfläche  sechster 
Ordnung  übrig  bleibt.  Sie  hat  mit  jeder  Ebene  yik  drei,  mit  der  un- 
endlich fernen  Ebene  vier  Erzeugende  und  einen  Kegelschnitt  gemein. 
Diese  Ergebnisse  bestätigen  in  verschiedenen  Arten,  dass  vier  Botations- 
flächen durch  sieben  Punkte  sich  legen  lassen.     (§§  68  —73.) 

Nebenher  geht  im  ersten  Haupttheile  die  Untersuchung  der  Botations- 
paraboloide.  Je  nachdem  drei ,  vier  oder  fQnf  Punkte  vorliegen ,  erhält  man 
für  die  Axen  einen  Complex  dritten  Grades  (§  4D),  ein  Strahlensystem 
siebenter  Ordnung  und  zweiter  Classe  (§  43)  oder  eine  Begelfläche  sechsten 
Grades  (§  67).  Bemerkenswerth  ist  der  Kegelschnitt,  den  die  letztere  Fliehe 
ausser  vier  Erzeugenden  im  Unendlichen  hat.  Seine  Punkte  senden  sich  harmo- 
nisch trennende  Tangentenpaare  an  S^  und  den  Kegelschnitt,  welchen  die 
Berührungskanten  der  parabolischen  Cylinder  des  linearen  Systems  umhOllen. 

Die  beiden  zu  A^^  A^  und  A^^  A^  gehörenden  Complexe  Z^  haben  ein 
Strahlensystem  Z^  vierter  Ordnung  und  dritter  Classe  gemein,  welches  die 
Axen  der  A^^  A^^  A^  enthaltenden  Botationscylinder  aufweist.  Singulare 
Punkte  des  Systems  sind  B^^  B^^^  JB,,  und  Sl^,,  9I31,  Sli,,  femer  die 
Schnittpunkte  von  ft^  mit  den  Ebenen  y^^^  ^31,  y^^.  Ausser  den  Ebenen  yiv^ 
deren  jede  die  Tangenten  einer  Parabel  zum  System  beiträgt,  wäre  nach 
Herrn  Eck 's  Entwickelungen  noch  die  unendlich  ferne  Ebene  singulär  and 
zwar  enthielte  sie  das  Strahlbfischel,  dessen  Centrum  senkrecht  ttber  ali^ 
und  die  Tangenten  von  ß^.  Ein  eigenthümliches  Verhalten  zeigt  die  Gerade  <*, 
die  im  Mittelpunkte  des  A^  A^  A^  umschriebenen  Kreises  zu  a  senkrecht  steht; 

Uigitized  by  \^\JKJ\lw^ 


Becensioneii.  189 

ohne  eine  Doppelgerade  des  Systems  zu  sein,  ist  sie  doch  zweifach  in  jeder 
e  enthaltenden  Ebene  enthalten.    (§§  85—96.) 

Sind  Ton  den  Botationscjlindem  vier  Punkte  j^i,  A^^  A^^  A^  gegeben, 
so  hat  der  zu  A^^  A^^  A^^  A^  gehörige  Complex  R^  mit  dem  za  A^^  A^,  A^ 
geh^Srigen  System  Z^  ausser  den  in  y^^  y^^  y^^  liegenden  Geraden  von  Z^ 
nnd  den  zweifach  zählenden  unendlich  fernen  Geraden  noch  eine  Begelfläche 
neunter  Ordnung  gemein,  der  die  gesuchten  Axen  angehören.  Die  Fläche 
hat  je  drei  Gerade  in  den  Ebenen  ytk  und  sechs  im  Unendlichen.  Ebenso 
mnss  die  Begelfläche  aber  entstehen,  wenn  man  das  zu  A^,  A^^  A^  gehörige 
System  Z,  mit  dem  Ai^  A^  zugehörigen  Complex  Z^  schneidet  Hierbei 
wtlrde  sich  nach  Ablösung  der  unendlich  fernen  Bestandtheile  von  Z^ 
eine  Begelfläche  elfter  Ordnung  ergeben.  Zur  Lösung  dieses  Widerspruchs 
ninunt  Herr  Eck  an,  dass  Z,  und  Z,  die  Tangenten  von  ft^  zweifach  mit- 
einander gemein  haben.  Die  Zahl  der  Botationscylinder  durch  fünf  Punkte 
findet  Herr  Eck  im  Einklang  mit  einer  von  Herrn  Kiefer  herrührenden 
und  yerwandte  Probleme  behandelnden  Schrift  gleich  6.     (§§97 — jOI.) 

Die  Botationskegel  durch  A^^  A^^  A^,  A^  haben  ihre  Axen  zugleich  in 
dem  zugehörigen  Complex  R^  und  in  dem  A^^  A^^  A^  entsprechenden  Com- 
plex A",.  Das  System  derselben  ist  von  der  14.  Ordnung  und  der  sechsten 
Classe.  Singular  sind  die  unendlich  ferne  Ebene  und  die  Ebenen  ytk^  in 
denen  Curven  elfter,  bez.  sechster  Classe  sich  vorfinden  (§§  132—140). 
Den  Complex  K^  mit  einem  zu  A^^  ...,  A^  gehörigen  Strahlensystem  E^ 
schneidend ,  kommt  man  zu  einer  Begelfläche  18.  Ordnung  für  die  Axen  der 
diese  Punkte  enthaltenden  Botationskegel  (§§  141 — 142).  Die  Zahl  der 
Botationskegel  durch  sechs  Punkte  ergiebt  sich  auf  verschiedene  Weise 
gleich  12  (§  143).  In  manchen  Einzelheiten  kommt  Herr  Eck  zu  anderen 
Besultaten  als  Herr  Kiefer. 

Berlin,  im  Februar  1891.  Ernst  Eöttbr. 


Christoph  Dibtsch,  Leitfaden  der  darstellenden  Geometrie.  2.  Auflage. 
Erlangen  und  Leipzig,  Andr.  Deichert  Nachf.     1889.    IV  u.  136  S. 

Die  erste,  1886  erschienene  Auflage  dieser  Schrift  hat  nach  einem  bei- 
liegenden Circular  eine  recht  wohlwollende  Aufnahme  gefunden.  Beferent, 
dem  nur  die  neue  Auflage  zugänglich  ist,  kann  nur  bestätigen,  dass  das 
Buch  eine  sehr  eindringlich  geschriebene  und  leicht  fassliche  Entwickelung 
der  Elemente  .der  darstellenden  Geometrie  bietet  und  einen  ganz  besondem 
Werth  durch  die  HinzufQgung  zahlreicher  gut  gewählter  Aufgaben  und 
Zahlenbeispiele  erhält  Störend  wirkt  bei  einem  Schulbuche  die  nicht  un- 
beträchtliche Zahl  von  Berichtigungen,  die  sogar  auf  eine  der  Figuren  sich 
erstrecken. 

Berlin,  im  Februar  1891.  Ernst  Köttjbr. 
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Ein  Cykloiden- Apparat 

Herr  Max  Spott,  k.  Beallehrer  für  Zeichnen  in  Neustadt  a.d.Haardt, 
hat  zum  Schnlgebranche  einen  sehr  einfachen  nnd  zweckentsprechenden 
Cykloidenapparat  constrnirt,  welcher  an  jeder  Schnltafel  befestigt  werden 
kann.  Es  lässt  sich  hiermit  an  derselben  mit  Kreide  in  gehöriger  Grösse 
die  Erzeugung  der  Cykloide,  Epicykloide  und  Hjpocjkloide  zeigen.  Der 
Apparat  ist  zusammenlegbar  und  kann  in  einem  EKstchen  verpackt  zum  Preise 
von  25  Mk.  von  Herrn  Carl  Faulhaber  in  Neustadt  a.H.  bezogen  werden. 

Neustadt  a.  d.  H.  Dicknbther. 


Theory  of  Differential  Eqnations.  Part  L  Exact  Equaiions  and  Pfaff's 
Problem.  Bj  Andrew  Russell  Fobsyth,  Sc.  D.,  F.  B.  S.,  Felloir 
of  Trinity  College,  Cambridge.  — University  Press.  1890.  —  XIII 
u.  340  S.    gr.  8^ 

Der  Herr  Verfasser  sprach  im  Vorwort  seines  früher  erschienenen  Lehr- 
buches der  Differentialgleichungen  (Uebersetzung  von  Maser),  durch  wel- 
ches er  in  Deutschland  ziemlich  bekannt  geworden  sein  dürfte,  die  Absicht 
aus,  einen  zweiten  Band  zu  bearbeiten,  in  welchem  neuere  und  neoeste 
Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  Berücksichti- 
gung finden  sollten.  —  Mit  der  oben  bezeichneten ,  uns  vorliegenden  Schrift, 
welche  den  ersten  Theil  des  Werkes  bildet  und  die  exacten  Differen- 
tialgleichungen, sowie  das  Pfaff'sche  Problem  behandelt,  hat  er 
begonnen,  sein  Versprechen  einzulösen. 

Den  ersten  beiden  Capiteln  des  Buches  entnehmen  wir  ungefähr  Fol- 
gendes : 

Schon  Euler  hatte  totale  Differentialausdrücke  wie 
Pdx+Ody+Rdß  +  '*'  =  0, 
in  denen  P,  0,  /?,  ...  Functionen  von  x,  ^,  e,  ...  bedeuten,  zum  Gegen- 
stand  seiner  Untersuchungen  gemacht.     Er  hielt  aber  streng  daran  fest, 
dass  solche  Differentiale  aus  einer  einzigen  Integralgleichung 

hervorgegangen  sein  mussten,  wodurch  den  Coefficienten  des  Differentiales 
bei  Anwesenheit  Ton  p  VerSnderlichen  bekanntlich  -^pCp  — l)(i'^2)  Be- 
dingungsgleichungen auferlegt  werden,  die  aber  nicht  völlig  unabhfiDgig 
voneinander  sind  und  sich  schliesslich  auf  ^{p--\){p^2)  Oleichangen 
reduciren.  Solche  Differentiale,  welche  die  eben  bemerkte  Eigenschaft  haben, 
beziehentlich  nach  Multiplication  mit  einem  integrirenden  Factor  erlangen, 
nannte  er  n^eell',  alle  anderen  ;,absnrd^.  Man  vergl.  Inst.  Calc.  Int.  VoLIII, 
P.  1  §  1  c.  L 

Für  die  reellen  oder  —  um  den  gewöhnlichen  Ausdruck  zu  gebrauchen 
—  exacten   Differentialgleichungen   hat  Euler   eine   bereite   ausreichende 
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IntegratioDsinethode  aufgestellt,  die,  wie  bekannt,  darin  besteht,  dass  nur 
zwei  Grössen,  etwa  x  und  y,  als  verftnderlich  gedacht  werden ,  and  dem* 
gemfisB  zuerst  nur  die  Gleichung 

Pdx+Ody=:0 

in  Frage  kommt.  Das  Integral  der  letzteren,  welches  eine  willkürliche 
Function  der  übrigen  VerSnderlichen  ^r,  ti,  v,  ...  mit  sich  führt,  wird  total 
differenzirt  und  in  Uebereinstimmung  mit  dem  mehrgliedrigen  Differential 
gebracht,  wodurch  sich  die  willkürliche  Function  bis  auf  eine  absolute 
Constante  ergiebt. 

Die  Bestimmungsgleichung  fUr  den  integrirenden  Factor  fi  findet  man 
leicht  aus  der  Forderung,  dass  das  mit  (i  multiplicirte  Differential  exact 
sein  soll;  bei  derselben  Gelegenheit  ergeben  sich  auch  die  Bedingungen, 
welche  zwischen  den  Coefficienten  P,  0,  ...  stattfinden  müssen. 

Eine  elegantere  Methode  hat  Bertrand  entwickelt.  Vergl.  Comptes 
Rendus,  t.  LXXXIII  (1876),  pag.  1191—1195.  Er  führt  die  Integration 
einer  exacten  Differentialgleichung  zwischen  drei  Veränderlichen  mittels 
Herbeiziehung  eines  Systems  von  zwei  simultanen  Gleich angen  auf  eine 
Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen 

Mda  +  Ndß  =  0 

zurück.  Letztere  enthält  aber  nicht ,  wie  bei  Euler,  die  ursprünglichen 
Veränderlichen  ^r,  y,  £r,  sondern  zwei  Parameter  er,  ß  yon  der  Beschaffen- 
heit, 


a  =  g>i  («»  yi  ^) »     ß  =  V»(«i  y»  ^)- 
Die  Methode  Bertrand 's   hat  Forsjth  auf   den  Fall   von  n  Veränder- 
lichen ausgedehnt. 

Auch  Natani  hat  in  seiner  Abhandlung  „üeber  totale  und  partielle 
Differentialgleichungen",  Crelle's  Journal,  Bd.  58  S.  301  ügg.,  §  2  (1860), 
den  Fall  einer  exacten  Differentialgleichung  behandelt.  Er  zerfällt  die  vor- 
gelegte Gleichung  ebenfalls  in  solche,  bei  welchen  nur  zwei  Grössen  als 
veränderlich  betrachtet  werden ;  den  übrigen  Variabelen  werden  behufs  Bil- 
dung von  ;, Hauptintegralen''  ganz  bestimmte  constante  Werthe  ertheilt. 

Eine  Methode,  die  sich  durch  geometrische  Einkleidung  und  besonders 
auch  dadurch  von  den  vorigen  unterscheidet,  dass  sie  sich  auf  eine  totale 
Gleichung  Xäx+Tdy  + Zd0  =  O 

erstreckt,  in  welcher  zwischen  den  Coefficienten  zunächst  keine  beschrän- 
kende Bedingung  angenommen  wird,  hat  DuBois-BejmondimTO.  Bande 
von  Crelle's  Journal,  S.  219  —  313  (1869)  unter  dem  Titel  „Ueber  die 
Integration  linearer  totaler  Differentialgleichungen ,  denen  durch  ein  Integral 
Genüge  geschieht^  veröffentlicht.  Es  wird  hier  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung nach  und  nach  mit  zwei  völlig  willkürlichen  Flächengleichungen 

a  =  x{x,y,e),    t==%^{x,y,0) 
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in  Verbindung  gesetzt,  so  dass  zwei  gewöhnliche  DifferentialgleichiiogeQ 
zwischen  zwei  Veränderlichen  entstehen,  welche  zu  integriren  sind.  Nach 
Elimination  der  Integrationsconstanten  ^  resp.  willkürlichen  Coordinaten  er- 
giebt  sich  schliesslich  eine  Oleichung  der  Form 

wobei  Xq,  ^0,  gQ  irgend  ein  Punkt  der  Flttche  x  =  a  ist. 

War  die  vorgelegte  Gleichung  eine  ezacte,  so  ISsst  die  letzte  Gleich- 
ung stets  eine  Auflösung  zu,  wie  folgt: 

d.  n. 

q>{Xj  y,  0)  =  const. 

Analytisch  ist  die  Methode  von  Du  Bois-Reymond  mit  der  vonNatani 
verwandt.     Bei  letztgenannter  ist  nSmlich  speciell 

Handelt  es  sich  um  ein  System  von  ezacten  DifferentialgleichuDgen, 
also  um  Gleichungen ,  welche  durch  totale  Differentiation  des  nachstehenden 
Systemes:  _  ,  \  ,        t   c%  \ 

entstanden  sind,  so  treten  zwei  Fragen  auf:  erstens  die,  wie  man  für  ein 
beliebig  vorgelegtes  System  von  n  Gleichungen  die  integrirenden  Factoren 
bestimmt,  und  zweitens,  wieviele  voneinander  unabh&ngige  Bedingungen 
alsdann  noch  nothwendig  sind,  damit;  das  System  aus  nur  ezact«n  Gleich- 
ungen bestehe.  Die  Anzahl  dieser  Bedingungsgleichungen  ist  ^nm(iii  — 1), 
und  selbige  lassen  sich  in  mannigfacher  Form  anschreiben,  wie  namentlich 
Frobenius  in  seiner  Abhandlung  „Ueber  das  Pfaff'sche  Problem",  Crelle's 
Journal  Bd.  82,  S.  276  flgg.  (1876)  gezeigt  hat. 

Falls  alle  Bedingungen  erfüllt  sind,  ergiebt  sich  schon  auf  Grund  der 
Entstehung  des  Differentialgleiohungssystemes  eine  Integrationsmethode, 
welche  daher  als  eine  Verallgemeinerung  des  Euler 'sehen  Verfohrens  an- 
zusehen ist.  —  Ebenso  hat  Natani  in  seiner  bereits  erwähnten  Abhand- 
lung die  daselbst  benutzte  Methode  auf  ein  System  von  Gleichungen  aus- 
gedehnt (Grelle  Bd.  68,  S.  303).  Mittels  seines  Processes  kommt  man 
zuletzt  auf  m  verschiedene  Systeme  von  n  gewöhnlichen  Differentialgleieh- 
ungen  erster  Ordnung. 

Eine  wesentliche  Vereinfachung  hat  A.  Mayer  herbeigeftihrt,  indem 
er  zeigte,  dass  man  durch  eine  gewisse  Transformation  die  Integration  aaf 
nur  eines  der  genannten  m  Systeme  beschränken  kann.  Diese  Transfor- 
mation ist  mit  jener  verwandt,  welche  von  Du  Bois-Reymond  a.a.O. 
gebraucht  worden  ist.  Vergl.  A.  Mayer,  ^üeber  simultane,  totale  nnd 
partielle  Differentialgleichungen^,  Mathem.  Annalen  Bd.  V,  S.  448—470 
(1872).  Die  May  er 'sehe  Methode  ist  um  so  wichtiger,  als  durch  seihige 
das  Integrationsproblem  der  nicht  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  erheblich  vereinfacht  wird. 
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Der  Zusammenliang,  welcher  zwischen  simultanen  partiellen  Differen- 
tialgleichungen und  den  exacten  Systemen  besteht,  kann  auch  umgekehrt 
benutzt  werden,  um  für  die  letzteren  eine  Integrationsmethode  zu  begründen, 
und  das  ist  von  Boole  geschehen.   Vergl.  Phil.  Trans.  1862,  pag.437 — 454, 

Die  vorerwähnten  Methoden  in  ausführlicher  Darstellung  bilden  den 
Inhalt  der  ersten  beiden  Capitel  des  Forsyth 'sehen  Buches.  —  Ein  zweiter 
und  umfönglicherer  Abschnitt  des  Werkes  handelt  von  dem  Pfaff*schen 
Problem  und  umfasst  elf  Capitel. 

Es  kann  nicht  die  Aufgabe  eines  Beferates  sein,  die  mannigfaltigen 
Methoden,  welche  zur  Lösung  dieses  vielgenannten  Problems  ausfindig  ge- 
macht worden  sind,  nur  einigermassen  eingehend  vorzuführen,  schon  des- 
wegen, weil  hierzu  ein  sehr  grosser  analytischer  Apparat  nothwendig 
werden  würde.  Selbst  ein  kritischer  Vergleich  der  in  den  Originalabhand- 
lungen niedergelegten  und  von  Forsyth  reproducirten  Resultate  dürfte 
recht  umfangreich  werden.    Wir  begnügen  uns  daher  mit  folgenden  Angaben. 

Euler  hatte ^  wie  schon  bemerkt,  die  Integration  einer  totalen  Diffe- 
rentialgleichung, sobald  sie  nicht  exact  war,  für  widersinnig  und  unmöglich 
erklärt. 

Monge  war  der  Erste,  der  gegen  Euler 's  einseitige  Auffassung  Ein- 
spruch erhob.  Man  vergl.  M6m»  de  TAcad.  Royale  des  Sciences  (1784) 
pag.  535.     Er  wies  darauf  hin,  dass  in  einer  Oleichung  von  der  Form 

Xdx+  Ydy  +  Zd0  =  O 

an  sich  kein  Widerspruch  liegt,  wohl  aber  in  der  Forderung,  dass  die 
Gleichung  bedingungslos  durch  ein  Integral  befriedigt  werden  soll. 

Indem  er  die  vorgelegte  Differentialgleichung  mit  der  Gleichung  einer 
willkürlichen  Oberfläche  ,  .      ^ 

zusammenstellte  und  auf  diese  Weise  eine  Differentialgleichung  zwischen  nur 
zwei  Veränderlichen  herleitete,  welche  integrirt  eine  zweite  Oberfläche 

ip  (a? ,  y,  £f)  =  const. 

darstellt,  konnte  er  das  Resultat  aussprechen:  Jede  totale,  nicht  exacte 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  drei  Veränderlichen  stellt  auf 
einer  willkürlichen  Oberfläche  eine  einfach  unendliche  Schaar  von  Curven 
dar.  —  Monge  hat  seine  Untersuchung  auch  auf  Gleichungen  mit  n  Ver- 
änderlichen ausgedehnt,  ohne  indessen  das  eigentliche  Integrationsproblem 
irgendwie  zu  fördern. 

Erst  im  Jahre  1815  fand  die  Aufgabe  eine  tiefer  gehende  Lösung  durch 
Pf  äff,  welcher  der  Berliner  Akademie  die  berühmt  gewordene  Abhandlung 
„Methodus  generalis  aequationes  differentiarum  partialium  nee  non  aequa- 
tiones  differentiales  vulgares,  utrasque  primi  ordinis,  inter  quotcunque 
variabiles  complete  integrandi"  vorlegte.  Vergl.  Abhandl.  d.  k.  pr.  Akad. 
d.  Wiss.  zu  Berlin,  S.  76—136.  n  ] 
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Das  Hauptresultat  der  Pf  äff 'sehen  Untersuchung  besteht  darin,  dass 
totale  Differentialgleichungen  von  der  Gestalt 

2fi  2fi-l 

Xi  dXi  =  0,  resp.  ^  JTi  dXf «  0, 

in   denen  die  Xi  beliebige,   voneinander  unabhängige  Functionen  der  Ver. 

änderlichen  Xi  bedeuten,  auf  Gleichungen  derselben  Form  mit  höchstens  fi 

Veränderlichen,  nämlich  auf 

•—1 


2w 


^Ukduk,  resp.  UQdUo+^  Ukduk- 


reducirt  werden  können,  wobei  die  Uk^  Uq  und  Uk  ebenfalls  Functionen  der 
Xi  sind,  Uq  aber  eine  willkürliche  Function  der  Veränderlichen  vorstelli 
Die  Integrale  der  ursprünglichen  Gleichung  sind  sodann 

Uk^const,^   Ä=l,2,...,n,  resp.  ä  =  0,  1,  ...,  n— 1. 

Die  Bedeutung,  welche  das  Pf  äff 'sehe  Problem  fttr  die  partielleii 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  besitzt,  insbesondere  für  diejenigen, 
welche  in  der  Mechanik  auftreten,  hat  Jacobi  sehr  frühe  erkannt;  sie  hat  ihn 
dazu  geführt,  das  Pf  äff 'sehe  Verfahren  zu  vereinfachen.  Er  zeigte  in  der 
Abhandlung  „üeber  die  Reduction  der  Integration  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung  zwischen  irgend  einer  Zahl  Variabein  aaf 
die  Integration  eines  einzigen  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichnngen*, 
Crelle's  Journal  Bd.  17,  S.  97—162,  §  12  (1837),  dass  die  n  Sjrsteme 
simultaner  Differentialgleichungen,  welche  der  Pf  äff 'sehe  Process  mit  sich 
bringt,  völlig  unabhängig  voneinander  integrirt  werden  können. 

Diese  und  weitere  Vereinfachungen,  welche  z.  B.  in  dem  gleichzeitigen 
Bekanntsein  zweier  oder  mehrerer  Integrale  bestehen  (Poisson -Jacobi- 
sches Theorem),  wurden  für  Natani  die  Veranlassung,  das  Pf  äff 'sehe 
Problem  einer  neuen  Bearbeitung  zu  unterziehen,  wodurch  eine  besondere 
und  vollständige  Theorie  der  totalen  und  partiellen  DifferentialgleiohaDgeD 
erster  Ordnung  entstanden  ist 

Auch  C  leb  seh  hat  in  zwei  grösseren  Abhandlungen,  Crelle's  Journal 
Bd.  60,  S.  193—251  (1860)  und  Bd.  61,  S.  146—179  (1861)  das  Inte- 
grationsproblem der  Pf  äff 'sehen  Gleichung  aufgenommen,  und  sein  Haupi- 
bestreben  geht  dahin,  die  Anzahl  der  Integrationen  möglichst  herabzndrücken. 
Er  schliesst  sich  demgemäss  direct  Jacobi  an  und  überträgt  dessen  Inte- 
grationsmethode für  partielle  Differentialgleichungen  vollkommen  auf  die 
Pf  äff 'sehe  Gleichung,  so  nämlich,  dass  die  Integration  schliesslich  nur  von 
einem  einzigen  System  simultaner  Gleichungen  abhängt.  —  Im  Allgemeinen 
unterscheidet  sich  aber  Clebsch  von  Natani  mehr  in  der  Art  der  Dar- 
stellung, durch  canonische  Formen  und  durch  die  Beweisführung,  weniger 
in  den  Resultaten. 

Anknüpfend  an  Natani  und  Clebsch,  hat  dann  endlich  Frobenins 
in  einer  umfangreichen  Arbeit,  vergl.  Crelle's  Journal  Bd.  82,  S.  230  bis 
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315  (1876)  nochmab  das  Pf  äff 'sehe  Problem  in  Angriff  genommen.  Seine 
Darstellnng  trägt,  indem  er  sich  bemOht,  die  Invariantentheorie  zor  Gel- 
tung zu  bringen,  den  algebraischen  Charakter,  und  es  gelingt  ihm,  etliche 
Schwierigkeiten  hinwegzuräumen,  die  bei  seinen  Vorgängern  verblieben 
waren.  So  berichtigt  er  gewisse  Punkte  in  der  Clebsch 'sehen  Unter- 
scheidung des  „determinirten  und  indeterminirten  Falles  **;  er  untersucht 
den  von  C  leb  seh  unerledigt  gelassenen  Fall,  in  welchem  die  Determinante 
der  Elemente  o  y*       o^ 

verschwindet  '*       ^^^       ^^' 

Verwandt  mit  den  Untersuchungen  von  Frobeuius  sind  die  Dar. 
boux'schen,  entstanden  1877,  veröffentlicht  in  Comptes  Bendus  t.  XCIV, 
pag.  835  und  Darb.  Bull.,  2««  86r.  t.  VI,  pag.  14  et  49  (1882).  Auch 
Darboux  legt  mehr  Gewicht  auf  die  formentheoretische  Seite  der  Aufgabe, 
als  auf  die  eigentliche  Integration. 

Ausser  den  bisher  genannten  Autoren  haben  noch  Grassmann  und 
Lie  ihre  charakteristischen  Methoden  auf  die  Pf  äff 'sehe  Gleichung  an- 
gewendet. Diese  Mathematiker  behandeln  das  Problem  zunächst  weniger 
um  seiner  selbst  willen,  als  vielmehr  um  die  Tragweite  ihrer  Methoden  zu 
kennzeichnen.  Man  vergl.  „Die  Ausdehnungslehre,  vollständig  und  in 
strenger  Form  bearbeitet^  von  Hermann  Grassmann;  Berlin,  1862. — 
S.  Lie  und  Engel,  „Theorie  der  Transformationsgrnppen^,  2.  Abschnitt; 
Leipzig;  1890. 

Hiermit  ist  etwa  der  Stoff  angedeutet,  den  der  Herr  Verfasser  im 
zweiten  Abschnitte  seines  Buches  frei  bearbeitet  hat.  Im  letzten  Capitel 
kommt  er  noch  auf  simultane  Systeme  von  Pf  äff 'sehen  Gleichungen  zu 
sprechen,  also  auf  Systeme  der  Form 

(Ä  =  l,2,  ...,fi), 
welche  bei   der  Integration  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  flberhaupt  bei  den  dynamischen  Differentialgleichungen 
eine  wichtige  Bolle  spielen. 

Solche  Pf  äff 'sehe  Systeme  werden  nach  Methoden  behandelt,  die  als 
Erweiterung  jenes  Verfahrens  anzusehen  sind,  welches  schon  bei  einer 
Gleichung  zum  Ziele  führt,  wie  z.  B.  das  Na t an i 'sehe  und  das  von 
Clebsch.  Indessen  treten  hier  auch  Fälle  auf,  in  denen  jene  Methoden 
versagen.  Forsyth  unterscheidet  deren  drei  und  spricht  von  vollständig-, 
unvollständig-  und  nicht  integrabelen  Systemen«  Erwähnt,  resp.  benutzt 
werden  in  diesem  Capitel  entsprechende  Abhandlungen  von  Boole,  Bier- 
mann, Engel,  Voss  u.  A. 

Durch  diese  etwas  allgemein  gehaltenen  Angaben ,  die  uns  nicht  ttber- 
flüssig  erschienen,  haben  wir  aber  noch  keineswegs  den  gesanunten  Inhalt 
des  Forsyth'schen  Werkes  gekennzeichnet.    Es  sind  vor  Allem  die  zahl- 
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reichen  üebungsbeispiele  zu  erwähnen,  durch  welche  der  Verfasser  die  vor- 
getragene Theorie  in  ein  helles  Licht  zu  setzen  versteht. 

Wenn  schon  Jacob!  und  Cajley  es  nicht  als  überflOssig  erachtet 
haben,  gewisse  ünvollkommenheiten  der  Pf  äff  sehen  Integrationsmethode 
an  dem  speciellen  Falle  einer  viergliedrigen  Gleichung  ausführlich  zu  be- 
sprechen —  man  vergl.  Cr  eile's  Journal  Bd.  29,  S.  253  und  Bd.  57, 
S.  273  — ,  so  wird  man  bei  einem  ersten  Studium  jener  schwierigen  Par- 
tien wohl  auch  an  vielen  anderen  Stellen  ein  instructives  Beispiel  zu  sehen 
wünschen.  Dass  der  Herr  Verfasser  hierauf  Rücksicht  genommen  hat, 
erhöht  den  Werth  des  Buches  ungemein. 

Jene  üebungsbeispiele  sind  theils  den  einschlägigen  Arbeiten  entnom- 
men und  rühren  von  Jacob  i,  Eronecker,  Tanner,  Voss,  Frobenius, 
Darbouz,  Engel  u.  A.  her;  die  meisten  jedoch  hat  Forsjth  selbst 
hinzugefügt. 

Ein  anderer  Vorzug  des  Werkes,  der  nicht  genug  gewürdigt  werden 
kann,  ist  der,  dass  der  Verfasser  grosses  Oewicht  auf  literarhistorische 
Notizen  and  genaueste  Quellenangaben  legt.  So  enthält  das  dritte  Capitel 
einen  geschichtlichen  Ueberblick  zum  Pf  äff 'sehen  Problem;  dem  13.  Ca- 
pitel, welches  von  Systemen  Pf  äff 'scher  Gleichungen  handelt,  ist  das  be- 
treffende Autorenverzeichniss  mit  ausführlichstem  Quellennachweis  vorgesetzt. 
Am  Schlüsse  des  Buches  findet  man  ein  Verzeichniss,  welches  noch  einmal 
alle  Autoren  nennt  und  ausserdem  eine  üebersicht  der  technischen  Aus- 
drücke, der  verschiedenen  Methoden  \l  dergl.  giebt. 

Das  Forsjth'sche  Buch  in  seiner  freien  und  kritischen  Bearbeitung 
eines  hervorragenden  Problems  wird  sich  zweifellos  nicht  nur  in  England^ 
sondern  auch  bei  uns  viele  Freunde  erwerben,  und  wir  erwarten  mit 
Spannung  den  zweiten  Theil  des  Werkes,  welcher  andere  und  neueste  For- 
schungen im  Gebiete  der  Differentialgleichungen  bringen  soll. 

W.  Hbtmann. 

Uebnngsbnch  zur  Arithmetik  und  Algebra,  enthaltend  die  Formeln,  Lehr- 
sätze und  Auflösungsmethoden  in  systematischer  Anordnung  und  eine 
grosse  Anzahl    von  Fragen  und  Aufgaben«     Von  Dr.  E.  Wbobel. 
Rostock,  1890.    Theil  I  Mk.  2,60,  Theil  II  Mk.  1,40. 
Wir  besitzen  gegenwärtig  für  die  Gebiete  der  Arithmetik  und  Algehra 
Sammlungen  und  üebungsbücher,  die  sich  seit  einer  Beihe  von  Jahren  als 
brauchbar  erwiesen  haben;   es  sei  nur  an  Martus,  Bardey,  Heis  n.  A. 
erinnert.     Gleichwohl  erscheinen   noch  alljährlich  neue  Uebungsbücfaer  unJ 
Sammlungen,  die  aus  dem  angegebenen  Grunde  einer  scharfen  Kritik  noth- 
wendig  begegnen,  und  in  der  That  erfüllt  nur   ein  Theil  die  Forderung, 
nicht  blos  neue  Aufgaben  zu  bieten,  sondern  in  didaktischer  Hinsicht  einen 
Fortschritt  zu  versuchen.     Zu  diesen  wenigen  gehören  ji^  A.  Fenkner's 
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„Arithmetische  Aufgaben^,  denen  Referent  vor  Kurzem  an  dieser  Stelle  eine 
Besprechung  gewidmet  hat,  und  zu  ihnen  gehört  ohne  Frage  auch  die  vor- 
liegende zu  gleicher  Zeit  erschienene  Sammlung,  welche  in  der  Anlage  mit 
der  ersteren  Manches  gemein  hat.  Beide  Verfasser  haben  die  Theorie  mit 
den  Aufgaben  in  passende  Verbindung  gebracht,  indem  sie  den  Aufgaben- 
gruppen die  zugehörigen  Formeln,  Lehrsätze  und  praktische  Regeln  voran- 
gestellt haben.  Die  Angabe  der  Beweise  der  Lehrsätze  und  die  Entwicke- 
lung  der  Formeln  ist  —  und  wohl  mit  Recht  —  unterblieben.  Was  nun  das 
Wrobersche  Uebungsbuch  auch  vor  dem  Fenkner*schen  voraus  hat,  das 
ist  einmal  der  grössere  Reichthum  an  Aufgaben,  sodann  die  grössere  Zahl 
von  praktischen  Winken  und  endlich  die  Fülle  von  Fragen,  welche  der 
Schüler  fast  durchweg  selbst  beantworten  kann  und  welche  gleichfalls  die 
Auflösung  der  sich  anschliessenden  Aufgaben  vorbereiten.  In  der  Algebra 
sind  viele  Aufgaben  mit  Berücksichtigung  möglich  verschiedenartigster  Ge- 
biete, namentlich  der  Geographie,  Meteorologie  und  Statistik  neu  erfunden. 
Auch  sogenannte  Vexiraufgaben  sind  mit  Geschick  aufgenommen.  Zu  be- 
dauern ist,  dass  auch  in  diesem  üebungsbuche  auf  die  Determinanten- 
methode Verzicht  geleistet  ist,  und  bleibt  zu  wünschen,  dass  der  Verfasser 
sich  der  Mühe  unterziehen  möchte,  sein  Buch  nach  dieser  Richtung  hin  zu 
vervollständigen.  Die  Schule  wird  natürlich  die  Determinante  nur  als  ab- 
gekürzten Ausdruck  zur  Erleichterung  der  Operation  einführen  dürfen  und 
sich  auf  diesen  einfachsten  Begriff  zu  beschränken  haben.  Dies  Wenige  ge- 
nügt aber,  um  dem  Schüler  das  bei  Anwendung  der  Determinanten  auf- 
tretende Eliminationsverfahren  vorzuführen,  ihn  auf  die  durch  sie  ermög- 
lichte Eleganz  und  Durchsichtigkeit  der  Eliminationsresultate  hinzuweisen. 
(Vergl.  Anwendung  der  Determinanten  und  Elemente  der  neueren  Algebra 
auf  dem  Gebiete  der  niedern  Mathematik,  von  Prof.  Dr.  Diekmann.) 

Das  vorliegende  Buch  gelangt  in  zwei  Theilen  zur  Ausgabe«  Der  erste 
schliesst  mit  den  Gleichungen  ersten  Grades  mit  mehreren  unbekannten  und 
umfasst  somit  den  Cursus,  der  auf  den  meisten  Gymnasien  und  Realgym- 
nasien bis  ü.  II.  incl.  zu  absolviren  ist.  Besonderes  Gewicht  ist  auch  auf 
die  abgekürzten  Rechnungen  mit  Decimalbrüchen  gelegt;  ferner  sind  einige 
Sätze  zur  Bestimmung  der  Periodenzahl  beigefügt.  Der  zweite  Theil  ent- 
hält die  quadratischen  Gleichungen  mit  einer  und  mehreren  Unbekannten, 
die  Reihen 9  die  Zinseszinsrechnung,  die  Kettenbrüche,  die  diophantischen 
Gleichungen,  die  Combinationslehre  mit  Anwendung  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und  den  binomischen  Lehrsatz  für  ganze  positive  Exponenten. 
\    Referent  kann  das  Uebungsbuch  den  Fachgenossen  empfehlen. 

Dr.  E.  Jahnkb. 


Znr   Theorie   der   algebraischen   Oleichnngen,  von   Dr.  J.  Schumacher. 

Erlangen  und  Leipzig,  1890.  ^  t 
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Die  Yorliegenden  Untersachnngen  schliessen  sich  an  die  Arbeiten  der 
Herren  Klein  (Vorlesungen  aber  das  Ikosaeder),  Eronecker  (Festschrift) 
und  Netto  (Substitutionstheorie  und  ihre  Anwendung  auf  die  Algebra)  an, 
Sie  geben  eine  kurze,  übersichtliche  Darstellung  der  Gattungstheorie  der 
algebraischen  Gleichungen,  wobei  einzelne  Punkte  durch  Vorführung  expli- 
citer  Darstellungen  weiter  ausgeführt  werden. 

Der  Verfasser  geht  von  einem  Gattungsbereich  aus,  der  durch  eine 
algebraische  Gleichung  definirt  wird.  Er  legt  ausführlich  dar,  wie  mu 
Wurzelfunctionen  bilden  kann,  die  für  die  Substitutionen  einer  Gruppe  6 
unverändert  bleiben.  Wird  jede  symmetrische  Function  des  Fundamental- 
sjstems  in  solche  Gattungsfunctionen  zerlegt,  so  spielen  die  gewonnenen 
Functionen  in  Bezug  auf  ihre  Gattung  Q  eine  ähnliche  Bolle,  wie  die 
Functionen  des  Fundamentalsjstems  in  Bezug  auf  die  Gattung  der  sym- 
metrischen Functionen  und  heissen  deshalb  Gattungselemente,  um  sodann 
die  Function  V  einer  Gattung  G  durch  die  Gattungselemente  darzustellen, 
wird  das  Leitglied  derselben  so  in  zwei  Factoren  zerlegt,  dass  jeder  von 
ihnen  als  das  Leitglied  einer  bereits  dargestellten  Gattungsfunction  angesehen 
werden  kann.  Das  Product  der  beiden  letztgenannten  Functionen  muss 
jener  darzustellenden  Function  F,  vermehrt  um  andere  Functionen  F^,  F,, ..., 
die  im  Allgemeinen  derselben  Gattung  angehören,  gleich  sein.  Sind  nan 
F|,  Fg,  ...  bereits  als  Functionen  der  Gattungselemente  ausgedrückt,  so 
wird  auch  F  aus  dieser  Relation  berechnet  werden  können;  wenn  nicht, 
wird  man  mit  ihrem  Leitgliede  ebenso  wie  mit  dem  von  F  verfiEihren  und 
diesen  Process  so  lange  fortsetzen,  bis  die  Darstellung  von  F  durch  die 
Gattungselemente  erfolgt  ist.  Nach  dieser  Methode  werden  sämmüiche 
Gattungselemente  der  Gleichungen  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades  &> 
plicUe  aufgestellt.  Bei  den  Gleichungen  fünften  Grades  werden  vornehmlich 
die  Gattungselemente  der  metacyklischen  oder  Diedergruppe  aufgesucht  Der 
Verfasser  kommt  zu  dem  Ergebniss,  dass  alle  ganzen  und  rationalen  meta- 
cyklischen Wurzelfunctionen  einer  Gleichung  fünften  Grades  ganze  und  ratio- 
nale Functionen  von 

sind.  ^^  ^ 

Im  zweiten  Abschnitte  wird  der  Begriff  der  Gattungselemente  dahin 
erweitert,  dass  eine  lineare  Darstellung  der  Gattungsfunctionen  verlangt 
wird.  Der  Verfasser  giebt  einen  Beweis  des  Kronecker 'sehen  SatMS,  wo- 
nach für  jede  9  -  werthige  Functionsgattung  stets  ^  —  1  linear  voneinander  an- 
abhängige Functionen  tot  existiren  von  der  Eigenschaft,  dass  alle  der  Gat- 
tung angehörigen  ganzen  Functionen  durch  sie  und  die  Coefficienten  der 
zu  Grunde  gelegten  Gleichung  ganz,  rational  und  linear  ausdrflckbar  sind, 
und  im  Anschluss  hieran  eine  Methode  zur  Bestimmung  der  10  >  Functionen 
unter  der  Vorauesetzung,  dass  diejenigen  von  ihnen,  durch  welche  eine  blos 
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rationale  Darstellung  möglich  ist,  nach  dem  im  ersten  Abschnitte  erörterten 
Verfahren  gefunden  seien.  Hierzu  wird  die  Bildung  der  Productgleichungen 
ftlr  fCFj',  WiW^f  •••>  tt^iiOQ-i  erfordert.  Diese  durch  ihren  ausgesprochenen 
Inyariantencharakter  ausgezeichneten  Gleichungen  werden  fOr  die  einzelnen 
Functionsgattungen  der  Gleichungen  zweiten,  dritten,  vierten  und  fünften 
Grades  aufgestellt  Damach  wird  gezeigt,  auf  welche  Weise  aus  diesen 
Productgleichungen  die  Gattungsresolventen  abgeleitet  werden  können,  und 
auch  hier  folgt  eine  ezplicite  Aufstellung  der  Gattungsresolventen  der  kubi- 
schen und  der  biquadratischen  Gleichung.  Für  die  Gleichung  fünften  Grades 
wird  eine  metacyklische  Besolvente  sechsten  Grades  entwickelt,  wobei  die 
Gleichung  ftinften  Grades  in  einer  Form  angesetzt  wird,  wie  sie  Herr  Her- 
mite  zum  Ausgangspunkte  seiner  Untersuchungen  genommen  hat. 

Ein  weiteres  Capitel  ist  der  Transformation  der  Functionsgattungen 
gewidmet.  Es  werden  die  wichtigsten  Transformationsgleichungen  der  Gat- 
tungen für  eine  Gleichung  zweiten,  dritten,  vierten  und  fünften  Grades 
aufgestellt. 

Die  Abhandlung  liest  sich  gut;  sie  wird  nicht  blos  Demjenigen,  der 
den  Gegenstand  völlig  beherrscht,  ein  willkommener  Beitrag  zur  Gleichungs- 
theorie sein,  sondern  sie  möchte  auch  Denen,  welche  in  dieses  Gebiet  erst 
eindringen  wollen,  zum  Studium  zu  empfehlen  sein.  p^  ^  Jahnke 
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Felix  Klein,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Hodul- 
functionen,  ausgearbeitet  und  yervollständigt  von  Dr.  Robert  Fricke. 
Erster  Band:  Grundlegung  der  Theorie.     Leipzig  1890.     8^. 

Die  an  Methoden  und  Resultaten  so  überreiche  Theorie  der  elliptischen 
Functionen,  welche  ja  den  Ausgangspunkt  für  die  ganze  Entwickelung  der 
Analysis  in  unserem  Jahrhundert  gebildet  hat,  erweckte  sehr  bald  nach 
ihrer  erfolgten  Begründung  das  Verlangen  nach  Weiterführung  resp.  Ver- 
allgemeinerung. Schon  dem  Scharfblick  AbeTs  blieb  es  nicht  verborgen, 
dass,  sofern  man  bei  Functionen  einer  Variabein  stehen  blieb,  eine  solche 
Weiterfuhrung  nicht  in  der  Weise  geschehen  könne,  dass  an  Stelle  zweier 
Perioden  deren  mehrere  treten;  als  jedoch  Jacobi,  auf  dem  AbeTschen 
Theorem  fussend,  durch  sein  ümkehrproblem  die  Möglichkeit  mehrfach 
periodischer  Functionen  von  mehreren  Veränderlichen  dargethan  hatte  und 
die  Weiterentwickelung  der  Theorie  der  AbeTschen  Functionen  in  den- 
selben eine  genuine  Verallgemeinerung  der  elliptischen  Transcendenten  er- 
kennen liess:  schien  keine  weitere  Veranlassung  vorhanden,  nach  einer 
andern ,  im  Bereiche  einer  Variabein  verharrenden  Generalisirung  zu  suchen. 
—  Und  doch  barg  schon  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  selbst  den 
Keim  zu  einer  solchen  Generalisirung  in  sich.  —  Die  von  Herrn  Herrn ite 
in  die  Analysis  eingeführte  Modulfunction ,  welche  den  Modul  k^  des  ellip- 
tischen Integrals  erster  Gattung  in  seiner  Abhängigkeit  vom  Periodenquo- 
tienten darstellt,  bietet  das  erste  merkwürdige  Beispiel  einer  eindeutigen 
Function,  die  bei  gewissen  linearen  Transformationen  des  Arguments  ihren 
Werth  nicht  verändert,  zeigt  sich  also  mit  einer  Eigenschaft  behaftet,  als 
deren  besonderer  Fall  die  Periodicität  aufgefasst  werden  kann. 

Aber  dieses  längst  bekannte  erste  Glied  der  Kette  von  Transcendenten, 
die  Herr  Poincar6  als  Fuchs'sche  und  Kl ein'sche  Functionen  bezeichnet, 
war  nicht  im  Stande,  den  Geometern  die  Existenz  dieser  ganzen  Kette  zu 
offenbaren,  erst  die  von  Herrn  Fuchs  begründete  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  führte  allmälig  zur  Erkenntniss  dieser  Existenz. 

In  einem  Briefe  an  Herrn  Hermite  (Borchardt's  Journal,  Bd.  83) 
hatte  Herr  Fuchs,  ausgehend  von  den  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  welchen  die  Periodicitätsmodnln  der  elliptischen  Integrale  r 
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erster  nnd  zweiter  Gattung  genügen,  die  Ursachen  dargelegt,  zufolge  deren 
die  unabhängige  Variable  dieser  Differentialgleichungen,  d.  i.  der  Modal  J^^ 
als  eindeutige  Function  des  Quotienten  der  Perioden  eines  Integrales  erster 
Gattung ,  nicht  aber  als  ebensolche  des  Quotienten  der  Perioden  eines  Inte- 
grales zweiter  Gattung  erscheint,  und  einige  Jahre  später,  bei  Gelegenheit  der 
Pormulirung  seiner  Verallgemeinerung  des  Jac ob i 'sehen  Umkehrprobleras, 
allgemein  die  Frage  aufgeworfen  und  in  Angriff  genommen,  wann  in  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  unabhängige 
Variabele,  aufgefasst  als  Function  des  Integralquotienten,  eindeutig  ist. 

Diese  Art  der  Fragestellung,  welche  erst  die  wahren  Quellen  fQr  eine 
Classe  von  Functionen  aufdeckte,  von  der  einzelne  besondere  Falle  (ausser 
der  Modulfunction)  schon  früher,  wie  z.  B.  in  den  Arbeiten  der  Herren 
Schwarz  und  Schottky,  aufgetreten  waren,  veranlasste  Herrn  Pein- 
car6  zu  seinen  Arbeiten  über  diese  Functionen.  Nebst  der  allgemeinsten 
Erledigung  der  von  Herrn  Fuchs  aufgeworfenen  Eindeutigkeitsfrage  ent- 
hielten diese  Arbeiten  auch  zum  ersten  Male  den  Nachweis,  dass  ähnlich 
wie  sich  ein  elliptisches  Integral  zweiter  Gattung  eindeutig  darstellt  durch 
Einführung  des  eindeutig  inversiblen  Integrals  erster  Gattung  als  neuer 
unabhängiger  Veränderlichen ,  auch  die  Lösungen  jeder  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  mit  algebraischen  Coefficienten  eindeutige  Functionen 
werden  des  Integralquotienten  einer  gewissen  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung ,  in  welcher  die  unabhängige  Variable  selbst  eindeutig  von 
diesem  Quotienten  abhängt.  Und  damit  war  nunmehr  die  Generalisirung 
der  elliptischen  Transcendenten  im  Gebiete  der  Functionen  einer  Variabein 
vollzogen;  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  erscheint  bei  derselben 
nicht  in  seiner  Natur  als  besonderer  Fall  des  Integrals  einer  allgemeinen 
algebraischen  Function,  sondern  als  besonderer  Fall  eines  eindeutig  inver- 
siblen Integralquotienten  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  algebraischen  Coefficienten. 

Nach  dem  Erscheinen  der  Poincar6'schen  und  der  auf  den  gleichen 
Gegenstand  bezüglichen  Arbeiten  des  Herrn  F.  Klein  wandte  sich  das  In 
teresse  in  erhöhtem  Maasse  jenem  längst  bekannten,  sozusagen  einfachsten 
Falle  der  neueren  Functionsclasse ,  der  elliptischen  Modulfunction  zu,  deren 
Theorie  durch  die  Arbeiten  der  Herren  Dedekind,  Fuchs,  Hermite, 
Klein,  Schwarz  und  —  last  not  Jeast  —  Riemann's  schon  in  verhSlt- 
nissmässig  hohem  Grade  entwickelt  war. 

Die  Modulfunction  bot  jetzt  nebst  dem  ihr  eigenthümlichen  Reize  und 
der  Fülle  der  ihr  anhaftenden  interessanten  Eigenschafken  die  Aussicht  dar, 
dass  sich  einzelne  dieser  Eigenschaften  auf  die  neuen  allgemeineren  Func- 
tionen würden  übertragen  lassen,  eine  Aussicht,  die  sich  z.  B.  in  Bezug 
auf  die  Transformationstheorie  (d.  h.  die  Theorie  der  Untergruppen)  zum 
Theil  schon  erfüllt  hat,  in  Bezug  auf  algebraische  Anwendungen  der  mathe- 
matischen Forschung  noch  ein  weites  Feld  der  Untersuchung  offen  lässt. 
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Es  erschien  daher  in  erster  Reihe  wünachenswerth ,  die  in  verschiedenen 
Abhandlungen  zerstreut  vorliegende  Theorie  der  Modulfunctionen  zu  sam- 
meln und  in  einheitlicher,  systematischer  Form  darzustellen;  diesem  Wunsche 
Rechnung  zu  tragen,  ist  das  umfangreiche  Werk  bestimmt,  welches  Herr 
Klein  nach  seinen  Vorlesungen  durch  Herrn  Dr.  Fr  icke  ausarbeiten  iSsst 
und  dessen  erster  Band  uns  gegenwärtig  vorliegt. 

Wie  die  Vorrede  hervorhebt,  soll  dasselbe  als  „erweiterte  Fortsetzung" 
der  die  Theorie  der  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  behandelnden 
„Vorlesungen  über  das  Ikosaeder"  erscheinen  und  eventuell  durch  eine 
„Darstellung  der  allgemeinen  Untersuchungen  über  eindeutige  Functionen 
mit  linearen  Substitutionen  in  sich"  gefolgt  werden. 

Der  hier  zu  besprechende  erste  Band  enthält  die  Definition  der  Modul- 
function  mit  Hilfe  der  Lege ndre 'sehen  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung   und   eine   breit   angelegte  Behandlung   der  Gruppe  ganzzahliger 
linearer  Substitutionen  der  Determinante  1,  einschliesslich  der  Theorie  ihrer 
Untergruppen  und  der  zu  denselben  gehörigen  algebraischen  Functionen  der 
Modulfunction ;   die   zu   den  Entwickelungen   erforderlichen  Hilfsmittel  der 
Theorie  der  elliptischen   Functionen,    der  linearen  Differentialgleichnngen, 
der  allgemeinen  Gruppenlehre  und  der  Lehre  von  den  algebraischen  Func- 
tionen einer  complexen  Variabein  werden  theils  nur  flüchtig  skizzirt,  theils 
in    besonderen  Abschnitten   eingehender  dargelegt  und  schliesslich  als  Bei- 
spiele die  besonderen ,  den  Transformationen  fünfter  und  siebenter  Ordnung 
der  elliptischen  Functionen   entsprechenden   Fälle  vorgeführt.  —  Auf  den 
Zusammenhang  der  dargestellten  Untersuchungen  mit  der  Transformations- 
tbeorie  der  elliptischen  Functionen  wird  jedoch  weder  bei  diesen  Beispielen, 
noch   bei   den  vorangehenden   allgemeinen   Darlegungen  Bezug  genommen, 
dagegen  werden  allenthalben  geometrische  Hilfsmittel  nicht  nur  zur  Illustra- 
tion der  analytischen  Verhältnisse  benutzt,  sondern  auch  methodisch  bei  den 
Dednctionen   in  Anspruch  genommen.  —  Sowohl  in  Bezug  auf  die  Resul- 
tate, als  auch   in  Hinsicht  der  zur  Herleitung  derselben  angewandten  Me- 
thoden bleibt  das  Buch  im  Wesentlichen  im  Rahmen  des  bereits  anderweitig 
bekannten  Materials,   wenn  dieses  manchmal  auch  in  etwas  fremdartigem 
Gewände,   wie  z.  B.  die  Affecteigenschaften  der  Modulargleichungen  in  Ge- 
&talt  der  Eigenschaften  der  „Hauptcongruenzgruppen^,  erscheint. 

Das  Buch  zerföUt  in  drei  Abschnitte.  Der  erste  behandelt  in  seinem 
ersten  Capitel  in  vollkommenster  Ausführlichkeit  die  Invariantentheorie  der 
binären  biquadratischen  Form  und  ihre  Anwendung  auf  die  Reduction  des 
elliptischen  Integrals  erster  Gattung  auf  die  verschiedenen  in  der  Literatur 
auftretenden  canonischen  Formen,  als  da  sind  die  Legend re-«Tacobi'sche, 
die  Hermite-Weierstrass'sche  und  die  von  Herrn  Fuchs  in  seinen  Arbei- 
ten in  den  Bänden  71  und  83  des  Borchard tischen  Journals  eingeführte, 
welche  als  „Rie  mann 'sehe  Normal  form**  bezeichnet  wird.  Im  zweiten  Capitel 
werden  die  Perioden  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  j{^{^,f^i^vi^Bt)Qlc 
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Eigenschaft  als  transcendente  Invarianten  der  unter  dem  Integralzeichen  Tor- 
kommenden  biquadratischen  Form  hervorgehoben  und  für  die  „Weier- 
strass'sche  Normalform"  die  Legen dre'sche  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  aufgestellt,  welcher  dieselben  als  Functionen  der  rationalen  abso- 
luten Invariante  /  genügen.  Diese  Differentialgleichung  bildet  den  Ausgangs- 
punkt für  die  Theorie  der  Perioden.  Nach  den  Fuchs 'sehen  Principien 
werden  die  Entwicklungen  der  Integrale  in  der  Umgebung  der  singulfireo 
Punkte,  sowie  die  Coefficienten  der  zu  diesen  Punkten  gehörigen  Funda- 
mentalsubstitutionen hergeleitet,  dann  der  Periodenquotient  co  und  die  durch 
denselben  befriedigte  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  eingeführt,  eine 
Differentialgleichung,  welche  mit  der  für  den  Integralquotienten  einer  alge- 
braisch integrablen  hypergeometrischen  Differentialgleichung  giltigen,  als 
Specialfall  einer  allgemeinern,  in  den  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder" 
behandelten  erscheint.  Als  Quellen  für  die  in  diesem  Capitel  ezponirten 
Theorien  werden  nebst  der  Abhandlung  von  Herrn  Fuchs  in  Bd.  66  des 
Borch.  Journals  auch  beiläufig  die  Arbeit  desselben  Autors  in  Bd.  71  nnd 
für  die  letzterwähnten  Resultate  die  von  Herrn  Schwarz  in  Bd.  75  ciürt, 
dagegen  wird  des  Fuchs 'sehen  Briefes  an  Herrn  Her  mite  (Bd.  83),  an 
welchen  sich  die  gegebenen  Entwickelungen  sowohl  in  Bezug  auf  die  an- 
gewandten Methoden,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Form  der  Resultate  anf*s 
Engste  anschliessen ,  keine  Erwähnung  gethan.  —  Das  dritte  Capitel  behan- 
delt die  durch  ümkehrung  einer  eindeutigen  Function  bestimmte  Gebiets- 
eintheilung  insbesondere  für  die  rationalen  Functionen ,  welche  die  absolute 
Invariante  J  als  Functionen  des  Doppelverhältnisses  x,  resp.  der  Quadratwurzel 
aus  dem  Legendre'schen  Modul  darstellen,  sowie  für  ebendieses  /  aU 
Function  des  Periodenquotienten  o>.  Die  hierbei  entstehende  Eintheilnng 
der  Ebene  in  Ereisbogendreiecke ,  ebenso  wie  die  in  Betracht  kommenden 
Verhältnisse  der  Kreisverwandtschaft,  Symmetrie  und  Beziehungen  zu  linearen 
Substitutionen  werden  im  Anschluss  an  die  Schwarz 'sehe  Arbeit  in  Bd.  To, 
Borch.  J.,  ausführlich  erörtert  und  die  Projection  auf  die  KugelflBche  vor- 
genommen. Allgemein  schliesst  sich  hieran  das  Studium  der  einer  »regu- 
lären Dreieckstheilung  der  Ebene*'  entsprechenden  Functionen,  speciell  der 
eindeutig  umkehrbaren,  für  welche  die  Differentialgleichung  aufgestellt  und 
eine  Sonderung  in  solche  mit  realem  Orthogonalkreis,  mit  Häufungspunkt 
(elliptische  Functionen)  und  endlich  mit  imaginärem  Orthogonalkreis  (alge- 
braische) vorgenommen  wird.  —  Von  den  ersteren,  zu  welchen  die  eigent- 
lichen Modul functionen  od  (7)  und  ©(A),  d.  h.  der  Periodenquotient  aU 
Function  der  absoluten  Invariante  und  des  Doppelverhältnisses  geh5ren, 
wird  gezeigt,  dass  sie  nur  innerhalb  des  Orthogonalkreises  ezistiren;  wir 
müssen  jedoch  gestehen,  dass  wir  für  die  Erhärtung  dieser  fundamentalen 
Thatsache  noch  einen  andern,  als  diesen  sich  nur  auf  geometrische  Betrach- 
tungen stützenden  Beweis  gewünscht  hätten.  Dass  die  beiden  wesenÜichen 
Eigenschaften  der  Modulfunction ,  Eindeutigkeit  und  Existenz  m  bescbrSnk- 
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tem  Bereiche  einerseits,  Invarianz  bei  den  ganzzahligen  linearen  Substitu- 
tionen der  Determinante  1  andererseits ,  nicht  aus  derselben  Quelle  fliessen, 
indem  nämlich  die  erstere  aus  der  Dreieckstheilung ,  die  letztere  aus  der 
Differentialgleichung  erwiesen  wird,  scheint  uns  methodisch  auch  nicht  ganz 
einwurfsfrei,  zumal  die  Eindeutigkeit  durch  die  Dreieckstheilung  eigentlich 
nur  anschaulich  gemacht  wird  (ähnlich  im  Capitel  V  für  die  elliptischen 
Functionen) ;  scharfe  analytische  Beweise  für  die  letztere  Eigenschaft  dünken 
uns  nur  der  aus  der  Differentialgleichung  fliessende  Fuchs'sche  (Borch. 
J.,  Bd.  83)  und  der  Poincar6*sche  mit  Hilfe  der  „fonctions  theta  fuch- 
siennes". 

Im  lY.  Capitel  wird  nach  Herleitung  der  Legendre 'sehen  Relation 
durch  einen  Differentiationsprocess  [der  im  Wesentlichen  derselbe  ist,  wie 
jener  schon  bei  Riemann  (Ges.  Werke,  S.  298  u.301)  vorkommende,  welcher 
vom  Integralquotienten  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  zu  den  Integralen  selbst  führt]  der  Charakter  der  Invarianten  g^^ 
g^  und  der  Discriminante  ^  der  biquadratischen  Form  als  homogener  Func- 
tionen der  Perioden,  die  bei  den  linearen  ganzzahligen  Substitutionen  der 
Determinante  l  ungeändert  bleiben,  erörtert  und  hieran  eine  sehr  inter- 
essant durchgeführte  Analogie  zwischen  diesen  „  Modulformen  ^  und  den  ent- 
sprechenden Ikosaederformen  geknüpft.  —  Die  Weiterführung  dieser  Ana- 
logie auf  Modulgleichung  J(c»)  — efssO  und  Ikosaedergleichung  führt  ent- 
sprechend der  Theorie  der  Resolventen  der  Ikosaedergleichung,  zur  For- 
mulirnng  des  Transformationsproblems  der  Modulfunction ,  welches  sich  in 
das  grnppentheoretische  Grundproblem,  d.  i.  die  Aufsuchung  der  in  der 
„ Modulgruppe ^  enthaltenen  Untergruppen,  und  das  functionentheoretische 
Grundproblem,  d.  i.  die  Bestimmung  der  bei  den  Substitutionen  einer  Unter- 
gruppe invarianten  eindeutigen  Functionen  von  &>  (Modulfunctionen  im  all- 
gemeinsten Sinne)  spaltet.  —  Das  nun  folgende  V.  Capitel  bringt  eine  Skizze 
der  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  erforderlichen  Sätze ,  wobei 
die  von  Herrn  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  eingeführten  Functionen 
und  Bezeichnungen  benutzt  werden;  es  enthält  insbesondere  die  bekannten 
analytischen  Ausdrücke  der  Modulformen  g^^  g^-,  ^  durch  die  Perioden  ca^ , 
a>g,  von  welchen  hervorgehoben  wird,  dass  Herr  Hurwitz  dieselben  zum 
Ausgangspunkte  seiner  independenten  Theorie  der  Modulfunctionen  genommen 
habe.  —  Es  scheint  uns  ein  entschiedener  Vorzug  des  zu  besprechenden 
Buches,  dass  in  demselben-  weder  jene  Reihen,  noch  die  Dreieckstheilung 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gruppe,  sondern  die  einzig  naturgemässe  Grund- 
lage, nämlich  die  Legendre 'sehe  Differentialgleichung,  den  Ausgangspunkt 
bilden;  nur  hätten  wir,  wie  schon  bei  der  Eindeutigkeitsfrage  hervorgehoben, 
gewünscht,  dass  dieser  Ausgangspunkt  auch  nach  jeder  Seite  hin  consequent 
festgehalten  werde,  dass  also  auch  jene  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen entnommenen  Darstellungen  direct  aus  der  Legendre'schen  Diffe- 
rentialgleichung  hergeleitet  werden,   wozu   sich   z.  B,  Andeutungen   in  der     t 
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von  ans  mehrfach  erwähnten  Fuchs'schen  Abhandlung  finden.  Auch  w&re 
es  recht  interessant  und  nützlich  gewesen ,  die  klassischen  Darstellungen  der 
Modulfunctionen  mit  den  Poincar6'8chen  durch  die  fonctioDS  theta  fnch- 
siennes  zu  vergleichen,  überhaupt  einmal  diese  letztere  Darstellung  för  die 
Modulfunctionen  durchzuführen,  eine  Aufgabe,  die  Herr  Fuchs  in  seiner 
Sommervorlesung  1890  behandelt  hat. 

Der  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  dem  gruppentheoretischen 
Qrundproblem.  Nachdem  im  ersten  Capitel  die  linearen  Substitutionen  all- 
gemein behandelt,  der  Fundamentalbereich  für  eine  Gruppe  solcher  Substi- 
tutionen definirt  und  für  die  „cyklischen  Gruppen''  (d.  h.  solche,  welche 
nur  aus  einer  Substitution  und  deren  Potenzen  bestehen)  aufgestellt  worden, 
werden  neben  den  Substitutionen  die  Spiegelungen  eingeführt  nnd  die  Mög- 
lichkeit der  Erweiterung  einer  Gruppe  linearer  Substitutionen  durch  eine 
Spiegelung  (Symmetrie  des  Fundamental bereichs  in  Bezug  auf  einen  Kreis) 
erörtert.  Sodann  wird  im  zweiten  Capitel  das  im  ersten  Abschnitte  ein- 
geführte Ausgangsdreieck  und  dessen  Spiegelung  über  eine  seiner  Seiten  als 
Fundamentalbereich  der  Modulgruppe  erkannt  und  die  Entstehung  dieser 
letzteren  aus  zwei  Fundamentalsubstitutionen  hervorgehoben ,  wobei  sich  aach 
der  Unterschied  zwischen  den  rationalen  und  nicht  rationalen  Punkten  der 
realen  Axe  ergiebt.  Das  Ausgangsdreieok  selbst  kann,  als  Fundamental- 
bereich der  durch  eine  Spiegelung  erweiterten  Modulgruppe  aufgefasst  nnd 
diese  aus  drei  Fundamentalspiegelungen  erzeugt  werden.  Diese  Betrach- 
tungen werden  im  dritten  Capitel  auf  die  Theorie  der  linearen  quadrati- 
schen Formen  angewandt,  indem  zunächst  jeder  solchen  Form  mit  negatifer 
Determinante  ihr  in  einer  bestimmten ,  z.  B.  der  positiven  Halbebene  (d.  h. 
wo  der  Coefficient  von  t  positiv  ist)  gelegene  „Wurzelpunkt**  zugeordnet 
wird.  Reducirten  Formen  entsprechen  Punkte  des  Fundamen talbereichs, 
(eigentlich)  äquivalenten  Formen  Punkte,  die  durch  eine  Substitution  der 
Modulgruppe  auseinander  entstehen.  Formen  mit  positiver  Determinante 
werden  durch  ihre  beiden  realen  Wurzelpunkte ,  die  als  Doppelpunkte  einer 
„hyperbolischen^  Substitution  aufgefasst  werden  können,  dargestellt;  jeder 
Potenz  dieser  Substitution,  d.  h.  jeder  Substitution  der  durch  dieselbe  be- 
stimmten cyklischen  Gruppe,  entspricht  eine  Lösung  der  Pell'schen  Gleich- 
ung und  ein  Bogenstück  auf  dem  durch  die  Wurzelpunkte  zur  realen  Axe 
orthogdtial  gelegten  Halbkreise.  Die  Anzahl  der  diesen  unendlich  vielen 
Bogenstücken  innerhalb  des  Fundamentalbereiehes  der  Modnlgruppe  ent- 
sprechenden verschiedenen  Bogen  ist  eine  endliche  und  gleich  der  Antahl 
der  äquivalenten  reducirten  Formen.  —  Eine  kurze  Auseinandersetzung  Ober 
„gleichberechtigte"  Substitutionen,  d.  h.  solche,  welche  durch  Transforma- 
tion mit  einer  andern  Substitution  der  Gruppe  hervorgehen ,  schlieest  dieses 
Capitel  ab  und  leitet  zum  nächstfolgenden  über,  welches  dem  Studium  der 
zur  gewöhnlichen,  älteren  Modulfunction  (dem  Legendr  ersehen  Modul  als 
Function  der  Periodenquotienten)  gehörigen  Gruppe  gewidmet  ist.    Diese, 
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eine  Untergruppe,  und  zwar  eine  „ausgezeichnete'',  der  Modulgruppe,  be- 
steht aus  denjenigen  Substitutionen,  durch  welche  eine  quadratische  Form 
in  die  ihr,  nach  Herrn  Kronecker *s  Ausdrucksweise  vollstSndig  äqui- 
valenten übergeführt  wird;  ihr  Fundamentalbereich  entsteht  durch  Vereini- 
gung von  sechs  benachbarten  Fundamentalbereichen  der  Modulgruppe  und 
wird  von  vier  sich  berührenden  Kreisen  resp.  geraden  Linien  begrenzt. 
Diese  Anzahl  6  heisst  der  Index  der  betrachteten  Untergruppe,  eine  Be- 
zeichnung, die  ebenso  wie  die  der  „gleichberechtigten''  Untergruppen,  d.  h. 
solcher,  die  durch  Transformation  mit  einer  Substitution  der  Modulgruppe 
auseinander  hervorgehen ,  auch  für  beliebige  Untergruppen  fizirt  wird.  Als 
ausgezeichnete  Untergruppe  ist  die  betrachtete  Gruppe  nur  sich  selbst  gleich- 
berechtigt. 

Bei  diesen  Betrachtungen  und  in  noch  höherem  Grade  bei  den  ganz 
allgemeinen  der  noch  folgenden  Capitel  dieses  Abschnittes  macht  sich  die 
stricte  Sonderung  der  „gruppentheoretischen''  von  den  ;,functionentheore- 
tischen''  Theorien  in  einer  die  Lecture  erschwerenden  Weise  bemerkbar. 
Viele  Anschauungen,  welche  für  die  bei  den  Gruppen  invarianten  Functionen 
höchst  einfach  und  naturgemfiss  erscheinen,  machen  sich  in  der  abstracten 
grnppentheoretischen  Fassung  äusserst  schwerfällig  und  gekünstelt,  und 
selbst  die  geometrische  Interpretation  ist  in  der  Regel  nicht  im  Stande, 
eine  so  klare  Vorstellung  von  den  vorzuführenden  Verhältnissen  zu  geben, 
wie  sie  bei  sofortigem  Eingehen  auf  die  fnnctionentheoretische  Bedeutung 
entstehen  würde. 

Schon  der  Begriff  des  „  Repräsentantensystems "  einer  Untergruppe  mit 
endlichem  Index  kann  durch  nichts  so  klar  gemacht  werden,  wie  durch  die 
verschiedeneu  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung,  welche  zwischen  den 
beiden  der  Untergruppe  und  der  ursprünglichen  Gruppe  entsprechenden  ein- 
deutigen Functionen  besteht.  Die  zu  diesen  verschiedenen  Wurzeln  gehöri- 
gen Untergruppen  sind  gleichberechtigt;  ist  die  gedachte  Gleichung  eine 
Galois'sche  (d.  h.  jede  Wurzel  eine  rationale  Function  jeder  andern  mit 
rationalen  Coefficienten),  so  sind  die  betreffenden  gleichberechtigten  Unter- 
gruppen identisch,  die  Untergruppe  ausgezeichnet,  ihr  Fundamentalbereich 
wird  durch  die  Substitutionen  eines  Repräsentantensystems  in  sich  selbst 
ti*ansformirt,  ist  also  regulär.  Ist  die  Gleichung  keine  Galois'sche,  die 
einer  Wurzel  entsprechende  Untergruppe  also  nicht  ausgezeichnet,  so  ist  die 
der  Galois 'sehen  Resolvente  dieser  Gleichung  entsprechende  Untergruppe 
ausgezeichnet  und  ihr  Index  gleich  der  Ordnung  der  Monodromiegruppe. 
Diese  letztere  ist  holoedrisch  isomorph  den  Transformationen  des  Funda- 
mentalbereichs jener  ausgezeichneten  Untergruppe  in  sich  selbst;  dies  giebt 
eine  klare  Vorstellung  von  der  zu  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  von 
endlichem  Index  „gehörigen"  endlichen  Gruppe. 

Diese  und  ähnliche  Begriffe  werden  im  fünften  Capitel  für  die  Modul- 
gruppen erörtert,  die  betreffenden  analytischen  Deutungen  aber  erst  in  dem 
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dem  „fanctionetitheoretischen  Grandproblem^  gewidmeten  dritten  Abschnitte 
gegeben.  Bringt  man  nämlich  durch  Biegung  des  Fandamentalbereiches 
einer  Untergruppe  mit  endlichem  Index  fi  je  zwei  correspondirende  Seiten 
zur  Deckung,  so  entsteht  eine  geschlossene  Fläche,  durch  deren  Zusammen- 
hang das  Geschlecht  der  Untergruppe  bestimmt  wird.  Die  Abbildung 
dieser  Fläche  auf  die  J- Ebene  führt  dann  im  dritten  Abschnitte  zu  einer 
|Li- blättrigen  Bie  mann 'sehen  Fläche,  für  welche  auf  Orund  des  Dirich- 
let 'sehen  Princips,  beziehangs  weise  der  Bie  mann 'sehen  Existenztheoreme 
(deren  Beweise  sich  nach  Schwarz  und  Neumann  in  den  später  zu  be- 
sprechenden ersten  Capiteln  des  dritten  Abschnittes  skizzirt  finden)  die  zu- 
gehörigen algebraischen  Functionen  construirt  werden;  dieses  sind  die  ein- 
deutigen Functionen  von  co,  welche  bei  den  Substitutionen  der  Untergruppe 
ungeändert  bleiben  und  die  das  analytische  Substrat  der  abstracten  Aus- 
führungen des  zweiten  Abschnittes  bilden. 

Zur  Auffindung  der  Untergruppen  mit  endlichem  Index  dient  der  im 
sechsten  Capitel  dieses  Abschnittes  gegebene  „Verzweigungssatz'^  demzufolge 
durch  eine  geschlossene  Fläche,  auf  welcher  eine  gewissen  Bedingungen 
genügende  Dreieckstfaeilung  vorhanden  ist,  stets  eine  Untergruppe  mit  den 
ihr  gleichberechtigten  definirt  wird.  —  Die  Untergruppen,   bei  denen  die 

Integralquotienten  U(^»  -q»    -  »  j)  in  der  Bezeichnung  von  Hrn.  Schwarz 

einer  hjpergeometrischen  Differentialgleichung,  deren  unabhängige  Variable «7 
eine  eindeutige  Function  von  s  ist,  ungeändert  bleiben,  sind  ausgezeichnete 
Untergruppen  vom  Geschlechte  0,  die  aber  nur  für  n  =  2,  3,  4,  5,  wo  5 
algebraisch  wird,  von  endlichem  Index  sind.  —  Mit  Hilfe  der  für  n>6 
entstehenden  Untergruppen  (dem  n  =  6  entsprechen  die  elliptischen  Func- 
tionen) Ti  I  wird  eine  „  Classeneintheilung  **  der  Untergruppen  mit  endlichem 
Index  vorgenommen,  welche  zur  Aufstellung  zweier  ausgezeichneter  Unter- 
gruppen r^  und  I\gg  (die  angehangen  Zahlen  bedeuten  die  Indices),  sowie 
deren  Fundamentalbereiche  und  Fundamentalsubstitutionen  benutzt  wird.  — 
Eine  weitere  Kategorie  von  Untergruppen  wird  im  siebenten  Capitel  als 
„  Hauptcongruenzgruppen "  bezeichnet  und  die  „Hauptcongruenzgrnppe  t»*^' 
Stufe'*  definirt  als  die  Gesammtheit  jener  Modulsubstitutionen 

a0+ß 

y^  +  S' 
für  welche  of  =  ä~  +  l,   jS  =  y  =  0  {mod. n).     Dieselbe  ist  von  n*"  Clasae, 
in   der  durch  eine   Spiegelung  erweiterten  Modulgruppe  ausgezeichnet  ent- 
halten,  und  ihr  Index  ii{n)  durch  die  Anzahl  incongruenter  Lösungen  der 

Congruenz 

«  ^  —  j3y  =  1  {mod.  n) 

bestimmt.  Das  Geschlecht  ergiebt  sich  durch  die  Riemann'sohe  Formel 
ti;  — 2n  =  2/?  — 2  und  es  werden  die  Gruppen  F^^  ^^^  ^lea  ^®^  vorigen 
Capitels  als  Hauptcongruenzgruppen  sechster  resp.  siebenter  Stufe  agnosciri 

Uigitized  by  "KJKJKJWIS^ 


Becensionen.  209 

Interessant  ist  die  Bemerkung,  dass  die  die  Substitutionen  der  Hauptcon- 
gruenzgruppe  n^^  Stufe  r^{n)  definirenden  Bedingungen  die  einzigen  arith- 
metischen Charakteristica  sind,  die  den  Substitutionen  der  zu  sI-tz^  öi  ->  •/) 

\z    6    n     / 

gehörigen  Gruppe  T«  |  (welche  ja  eine  Untergruppe  Ton  r^(M)  ist)  zukommen; 
^alle  übrigen  besonderen  Eigenschaften  dieser  Substitutionen  lassen  sich  nicht 
durch  Congruenzen  angeben.  Die  zu  der  Hauptcongruenzgruppe  r^(A)  ge- 
hörige endliche  Gruppe  (vergl.  S.  207)  &^(n)  ist,  wie  wir  der  Orientirung 
wegen  bemerken  wollen,  im  Wesentlichen  nichts  Anderes,  als  die  Gruppe 
der  Galois'schen  Resolvente  der  zur  Transformation  n**^  Ordnung  der  ellip- 
tischen Functionen  mit  der  absoluten  Invariante  J  gehörigen  Modulargleich- 
ung;  die  den  Wurzeln  dieser  Gleichung  und  denen  ihrer  verschiedenen  Re- 
solventen (Multiplicatorgleichung  etc.) ,  also  den  verschiedenen  Untergruppen 
der  endlichen  Gruppe  6i^^(n)  entsprechenden  Untergruppen  der  Modulgruppe 
werden  als  Congruenzgruppen  schlechthin  eingeführt.  Diese  Bedeutung  der 
betrachteten  Gruppen  wird  in  dem  vorliegenden  ersten  Bande  nicht  erwähnt ; 
wir  hätten  aber  doch  wenigstens  einen  kurzen  Hinweis  auf  diesen  Zusam- 
menhang gewünscht,  theils  um  den  mit  der  Materie  vertrauten  Leser  aufmerk- 
sam zu  machen,  dass  ihm  in  den  folgenden  Auseinandersetzungen  zumeist  nur 
längst  bekannte  Resultate  in  etwas  ungewohnter  Form  geboten  werden, 
theils  auch,  um  dem  Lernenden  den  historischen  Ursprung  der  vorzutra- 
genden Theorien  zu  Bewusstsein  zu  bringen.  —  Im  achten  und  neunten 
Capitel  werden  für  den  Fall  einer  Primzahlstufe  g  die  Untergruppen  der 
endlichen  Gruppe  6^(9)  aufgestellt;  es  ergeben  sich  nebst  cyklischen  Unter- 
gruppen insbesondere  (g  + 1)  gleichberechtigte  halbmetacjklische  Unter- 
gruppen von  der  Ordnung  — ^ (entsprechend   den  q  +  1  Wurzeln  der 

Modulargleichung) ,  und  es  wird  gezeigt,  dass  die  diesen  letzteren  ent- 
sprechenden (g  +  1)  gleichberechtigten  Congruenzgruppen  vom  Index  q+l 
im  allgemeinen  Fälle  die  Congruenzgruppen  von  niedrigstem  Index  dieser 
Stufe  sind,  welche  in  der  Modulgruppe  vorkommen.  Nur  für  g  =  5,  7,  11 
giebt  es  noch,  für  g  =  5  ein,  für  g  =  7,  11  zwei  Systeme  von  q  gleich- 
berechtigten Congruenzgruppen  des  Index  g,  was  der  Galois'sche  Satz  von 
der  Erniedrigung  der  zu  den  Transformationen  5.,  7.,  11.  Ordnung  der 
elliptischen  Functionen  gehörigen  Modulargleichungen  ist. 

Wie  schon  erwähnt,  ist  der  dritte  Abschnitt  dem  „functionentheoreti- 
schen  Grundproblem**  gewidmet  und  beginnt  mit  einer  zwar  zum  Theil  nur 
skizzenhaften,  aber  doch  klaren  und  übersichtlichen  Darstellung  der  wich- 
tigsten Ergebnisse  der  Rie  mann 'sehen  Theorie  algebraischer  Functionen 
einer  complexen  Variabein.  —  An  die  im  ersten  Capitel  exponirten  Existenz- 
theoreme schliesst  sich  im  zweiten  Capitel  das  eingehendere  Studium  der 
algebraischen  Gebilde  vom  Range  0  und  1  und  für  die  Gebilde  höheren 
Ranges  der  R i e m a n n  'sehe  Satz  mit  der  Brill-Nöther 'sehen  Erweiterung    r 
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und  der  Nachweis  für  die  Inyariaiiz  der  aus  den  Integranden  erster  Gat- 
tung gebildeten  Quotienten  bei  rationalen  Transformationen.  Ein  System 
von  V  linear  unabhängigen  Fnnctionen,  die  nur  an  m  vorgeschriebeDen 
Stellen  der  Riemann'schen  Fläche  unendlich  erster  Ordnung  werden, 
lassen  sich  als  Coordinaten  eines  Punktes  in  einer  v- fachen  ebenen  Mannig- 
faltigkeit (v-dimensionaler  Baum)  auffassen,  in  welcher  also  die  „äqui- 
valenten oder  coresidualen"  Punktsysteme  (Niveaupunkte  nach  Herrn 
C.  Neu  mann)  auf  einer  Curve  m**'  Ordnung  liegen.  Wenn  die  Stufe  v 
der  Mannigfaltigkeit  die  möglich  grösste  ist  (also  v  =  m— p  +  T,  x  die  An- 
zahl der  für  ein  Punktsystem  verschwindenden  (p's),  so  heisst  die  Cnrve 
eine  Normalcurve.  —  Nachdem  an  der  einem  System  von  Integranden 
erster  Gattung  entsprechenden  Normalcurve  die  Scheidung  der  hyperellipti- 
schen von  allen  anderen  algebraischen  Gebilden  klargelegt  worden,  bringt 
das  dritte  Capitel  die  von  uns  bereits  erwähnte  Construction  der  zu  einer 
Untergruppe  von  endlichem  Index  der  Modulgruppe  gehörigen  eindeutigen 
Functionen  von  a>,  welche  sich,  wie  gezeigt  wird,  stets  durch  J  und  eine 
algebraische  Function  e  von  J  rational  darstellen  lassen.  Ist  die  Unter- 
gruppe vom  Geschlecht  0,  so  ist  /selbst  rational  in  diesem  0^  welches  dann 
als  Hauptmodul  bezeichnet  wird;  im  Falle  eines  beliebigen  Geschlechtes 
werden  im  Allgemeinen  die  p  linear  unabhängigen  Integranden  erster  Gat- 
tung, für  ein  hyperelliptisches  Gebilde  das  System  einer  an  nur  2  und  einer 
an  2p +  2  Stellen  unendlich  werdenden  Function  als  „vollständiges  Modal- 
system *^  zu  Grunde  gelegt.  Ist  der  Fundamentalbereich  der  Untergruppe 
in  Bezug  auf  einen  Kreis  symmetrisch,  so  kann  0  stets  so  gewählt  werden, 
dass  die  Coefficienten  der  zwischen  0  und  /  bestehenden  algebraischen 
Gleichung  real  sind.  Bei  Erörterung  der  Thatsache ,  dass  die  zu  den  alge- 
braischen Functionen  0  von  /  gehörigen  Integrale ,  ebenso  wie  die  Function 

s  ( ^ '  -q"»  ♦»!  «^)  eindeutig  in  ©  werden,  vermissen  vrir  die  nachdrückliche  Be- 
tonung des  Umstandes ,  dass  überhaupt  jede  mehrdeutige  Function  des  Doppel- 
verhältnisses A,  die  nur  die  Punkte  0,  1,  00  zu  Verzweignngspunkten  hat,  eine 
eindeutige  Function  von  co  sei,  ein  Umstand,  der  uns,  abgesehen  von  seiner 
weiterreichenden  Bedeutung ,  auch  darum  besonders  erwähnenswerth  scheint, 
weil  dadurch  erst  der  Umfang  des  Problems ;  alle  Untergruppen  der  Modal- 
gruppe aufzustellen ,  übersehen  werden  kann ,  indem  er  z.  B.  erkennen  iSsst, 
dass  jede  algebraische  Function  von  k ,  die  sich  nur  in  den  Punkten  0,  1,  00 
verzweigt,  zu  einer  Untergruppe  mit  endlichem  Index  Veranlassung  giebt. 
Die  nachfolgenden  Untersuchungen  werden  auf  ausgezeichnete  Unter- 
gruppen, d.  h.  „Galois'sche  Moduln *\  beschränkt,  da  diese  in  Verbindong 
mit  der  Zerlegung  der  zugehörigen  endlichen  Gruppen  den  Weg  zu  allen, 
auch  nicht  ausgezeichneten  Untergruppen  bahnen.  Für  ps=:0  giebt  es  nar 
vier  Galois'sche  Hauptmoduln,  nämlich  die  Integralquotienten  der  alge- 
braisch  integrirbaren    hypergeometrischen   Differentialgleichungen,  für  den 
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hjperelliptischen  Fall,  bei  p  =  l  unendlich  viele,  während  ftlr;y>l  nur 
zwei  ausgezeichnete  Untergruppen  mit  den  Indices  48  (p  =  2,  vollstftndiges 
Modulsystem  (i,  ^ft(l— fi^))  und  120  (p  =  5,  vollständiges  Modulsystem  {;, 

j/j;(t^^  +  ll  J*  +  l))  gefunden  werden.  —  Die  eingehende  Discussion  der  au f- 
p  =  0  bezüglichen  Probleme  (Darstellung  der  unabhängigen  Variabelen  J  und 
des  Integralquotienten  s  als  eindeutige  Functionen  von  m^  beim  „Ikosaeder** 
wird  das  Gleiche  auch  für  die  Wurzeln  der  Resolventen  fünften  und  sechs- 
ten Grades  geleistet)  füllt  das  vierte,  die  der  beiden  hyperelliptischen  Fälle 
das  fünfte  Capitel.  Im  letzteren  werden  überdies  noch  die  zu  ]/k,  f/l  —  l 
gehörigen  Untergruppen  aufgestellt,  welche  aber  nur  für  n=l,  2,  4,  8 
„Congruenzgruppen**  sind,  und  für  f^A,  der  Hermite'schen  Modulfunc- 
tion,  die  das  Verhalten  dieser  Function  bei  Anwendung  einer  beliebigen 
Modulsubstitution  darstellenden  Herrn  ite 'sehen  Transformationsformeln  ent- 
wickelt. Eine  Steile  ist  in  diesen  Ausführungen  dadurch  bemerkenswerth, 
dass  es  die  einzige  des  ganzen  Buches  ist,  an  welcher  auf  die  von  uns 
mehrfach  angeführte  Fuchs*sche  Abhandlung  im  83.  Bande  von  Borch.  J. 
Bezug  genommen  wird ,  indem  nämlich  einer  Bemerkung  von  Herrn  H  e  r  - 
mite  Erwähnung  geschieht,  die  Herr  Fuchs  in  einer  Fussnote  zu  seiner 
Arbeit  reproducirt. 

Den  zum  allgemeinen  (nicht  hyperelliptischen)  Falle  p  >2  gehörigen 
ausgezeichneten  Untergruppen  sind  im  dritten  Capitel  einige  allgemeine  Aus- 
einandersetzungen und  einem  hierher  gehörigen  wichtigen  und  interessanten 
Beispiele  die  beiden  letzten  Capitel  des  Buches  gewidmet.  Allgemein  wird 
gezeigt,  dass  das  aus  einem  System  von  Integranden  erster  Gattung  for- 
roirte  vollständige  Modulsystem  bei  Anwendung  der  Substitutionen  der 
Modulgruppe  homogene  lineare  Substitutionen  erleidet  und  dass  die  ans 
diesen  gebildete  Gruppe  holoedrisch  isomorph  sei,  mit  der  zu  der  betrach- 
teten ausgezeichneten  Untergruppe  gehörigen  endlichen  Gruppe.  Das  er- 
wähnte Beispiel  ist  das  der  Hauptcongruenzgruppe  siebenter  Stufe  ^^^^ 
welcher  eine  nicht  by perelliptisch  algebraische  Function  vom  Range  p  =  3 
entspricht.  Die  das  vollständige  Modulsystem  darstellenden  drei  Integranden 
erster  Gattung  ^,,  ^2«  ^4  erfahren  bei  Anwendung  der  Substitutionen  der 
Modulgruppe  168  lineare  homogene  Substitutionen  der  Determinante  1, 
welche  die  linke  Seite  der  zwischen  ^j ,  ^^ «  Pi  bestehenden  homogenen 
Relation 

fiyi ,  y« '  3^4)  =  Vi^Pi + Vi^yi + Vi'yx  =  ^ 

in  sich  selbst  transformiren.  Folglich  genügen  die  ^|,  y^,  y^  einer  alge- 
braisch integrirbaren  homogenen  linearen  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung mit  in  J  rationalen  Coefficienten ,  welche  auch  den  Gegenstand  von 
interessanten  Untersuchungen  der  Herren  Halphen,  Hurwitz  und  P 0 i n • 
car6  gebildet  hat.  Diese  Untersuchungen  werden  nicht  vorgeführt;  im 
Anschlüsse  an  dieselben  sei  jedoch  die  Bemerkung  gestattet,   dass  in  jenerj 
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Differentialgleichung  die  unabhängige  Variabele  J  eine  rationale  Function 
der  durch  die  algebraische  Gleichung 


verknüpften  Integralquotienten  ist,  eine  Erscheinung,  welche  Interesse  ge- 
winnt, wenn  man  die  allgemeinen  Untersuchungen  von  Herrn  Fuchs  (Acta 
Mathem.,  Bd.  I)  über  lineare  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung,  zwi- 
schen deren  Integralen  eine  nicht  lineare  homogene  Belation  besteht,  auf 
den  vorliegenden  besonderen  Fall  anwendet.  In  diesen  Gedankenkreis  gehört 
auch  das  im  Buche  hergeleitete  Besultat,  dass  die  Covarianten  von  /*,  Modal- 
functionen  erster  Stafe ,  d.  h.  rationale  Functionen  von  J  sind.  Dagegen  be- 
ziehen sich  die  weiteren  Betrachtungen  insgesammt  auf  die  Zerlegung  der 
zu  /\gg  gehörigen  endlichen  Gruppe  in  ihre  Untergruppen  und  die  Auf- 
stellung der  entsprechenden  Besolventen.  —  Wenn  wir  uns  der  üblicheu 
Terminologie  bedienen,  so  wird  in  erster  Linie  die  zur  Transformation  sieben- 
ter Ordnung  der  elliptischen  Functionen  gehörige  Multiplicatorgleichung  achten 
Grades  aufgestellt  und  die  Darstellung  ihrer  Wurzeln  ^  resp.  der  Quadrat- 
wurzeln aus  denselben  durch  die  vier  Jacobi'schen  A  angegeben,  welch' 
letztere  als  homogene  Coordinaten  eines  Punktes  im  Haume  interpretirt 
durch  die  von  ihnen  erfüllten  vier  homogenen  cubischen  Relcttionen  eine 
Raumcurve  sechster  Ordnung  bestimmen,  welche  als  ,', Kegelspitzencunre" 
eines  Bündels  von  Flächen  zweiter  Ordnung  erkannt  wird.  —  Dann  werden 
die  zufolge  des  Galois 'sehen  Satzes  existirenden  Besolventen  siebenten 
Grades  aufgestellt,  also  Gleichungen  siebenten  Grades  mit  einer  Gruppe  von 
168  Permutationen,  wie  sie  den  Gegenstand  der  bekannten  Arbeiten  der 
Herren  Kronecker,  Hermite  u.  A.  gebildet  haben. 

Ein  Ausblick  auf  die  Theorie  der  eindeutigen  Functionen,  welche  durch 
lineare  Transformationen  ungeändert  bleiben,  für  welche  auch  wieder  eine 
neue  Bezeichnungsart  vorgeschlagen  wird,  beschliesst  das  Buch. 

Der  folgende  zweite  Band  soll  die  Transformationstheorie  der  ellipti- 
schen Functionen  nebst  zahlen  theoretischen  Anwendungen  behandeln  and 
dürfte  sonach  eine  willkommene  Ergänzung  des  im  ersten  Bande  gebotenen 
reichhaltigen  Materials  darbieten. 

Berlin,  März  1891.  Schlesinger. 


Oeuvres  de  Ferinat,  publi6es  par  les  soins  de  MM.  Paul  Tannbby  et 
Charles  Hbmry.  Tome  I.  Paris,  Gauthier-Yillars  et  fils,  1891. 
Im  16.  und  17.  Jahrhundert  haben  sich  um  die  Mathematik  und  die 
Naturwissenschaften  eine  Reihe  von  Männern  verdient  gemacht,  deren  Be- 
rufsthStigkeit  von  diesen  Wissenschaften  ganz  abseits  lag,  welche  denselben 
also  nur  ihre  Mussezeit  widmen  konnten.  ^  , 
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Zn  diesen  Mttnnern  gehört  Petrus  deFermat  (1595 — 1665),  Baths- 
herr  am  Parlamente  seiner  Vaterstiidt  Toulouse,  wo  er  für  einen  der  tüch- 
tigsten Bechtskuudigen  und  einen  der  gewissenhaftesten  Beamten  angesehen 
wurde.  Seine  freie  Zeit  widmete  er  dem  Studium  der  klassischen  Sprachen 
und  der  Mathematik,  und  obwohl  bei  seinen  Lebzeiten  nur  eine  kleine 
Schrift  von  ihm  (De  linearum  curvarum  cum  lineis  rectis  comparatione)  und 
noch  dazu  anonym  (als  Anhang  einer  Arbeit  des  Jesuiten  Lalouvdre  über 
die  Cjkloide)  im  Druck  erschienen  war,  hielt  man  ihn  doch  während  der 
letzten  Jahre  seines  Lebens  allgemein  für  den  ersten  Mathematiker  in  ganz 
Europa.  Er  hatte  in  allen  Theilen  der  Mathematik  mit  Erfolg  gearbeitet 
und  seine  Resultate  mündlich  und  brieflich  mitgetheilt;  er  hatte  mit  an- 
deren Gelehrten,  so  mit  Cartesius,  wichtige  Controversen  gehabt  und, 
nach  der  Sitte  der  Zeit ,  die  Mathematiker  anderer  Völker,  besonders  die 
Engländer,  durch  Stellung  schwieriger  Aufgaben  herausgefordert. 

Fünf  Jahre  nach  Fermat's  Tode  (1670)  veranstaltete  sein  Sohn  Samuel 
Fermat  eine  neue  Ausgabe  des  Diophant.  Dieser  von  seinen  Landsleuten 
nicht  verstandene  grosse  Mathematiker,  der  Erfinder  der  Algebra,  ist  im 
Grunde  genommen  erst  von  Fermat  fortgesetzt  worden.  Zwar  hatten  ihn 
schon  die  Araber  eifrig  studirt;  es  war  ihnen  auch  gelungen,  ein  wenig 
über  Diophant  hinauszugehen;  aber  dieser  Fortschritt  war  ein  sehr  gering- 
fügiger, und  die  Schriften  der  Araber  geriethen,  wie  Diophant  selbst, 
bald  in  Vergessenheit,  in  der  sie  einige  Jahrhunderte  hindurch  blieben.  Erst 
gegen  Ende  des  16.  Jahrhunderts  fing  man  wieder  an,  sich  mit  Diophant 
zu  beschäftigen.  Bombelli,  Xylander,  Vieta,  Stevin,  Billy,  Bachet 
u.  A.  studirten  ihn  eifrig.  Auf  den  Rand  eines  —  leider  nicht  mehr  vor- 
handenen —  Exemplars  der  Bache  tischen  Ausgabe  hatte  nun  Fermat 
kurze  Anmerkungen  geschrieben,  welche  theils  Verallgemeinerungen  oder 
andere  Lösungen  der  Aufgaben  Diophant 's,  theils  neue  schwierigere  Auf- 
gaben enthalten,  theils  auch  Sätze  der  Zahlentheorie  aussprechen,  welche 
—  ohne  Beweis  gegeben  —  die  Mathematiker  bis  in  dieses  Jahrhundert 
hinein  beschäftigt  haben  und  zum  Theil  noch  nicht  ganz  erledigt  sind. 
Diese  Anmerkungen  verleihen  der  F er ma tischen  Ausgabe  des  Diophant 
einen  besonderen  Wertb;  was  Correctheit  des  Textes  betrifft,  so  ist  bekannt- 
lich die  Bacbet'sche  Ausgabe  bei  Weitem  die  bessere. 

Zweitens  gab  Samuel  Fermat  1679  unter  dem  Titel  „Varia  opera 
mathematica^  die  mathematischen  Arbeiten  und  diejenigen  Briefe  seines 
Vaters  heraus,  von  denen  er  sich  treue  Copien  verschaffen  konnte.  Von 
diesem  Buche  haben  R.  Friedländer  u.  Sohn  in  Berlin  1861  durch  Heliotypie 
einen  Neudruck  hergestellt. 

Beide  Bücher  sind  nun  im  Laufe  der  Zeit  recht  selten  geworden.  Es 
ist  aber  Pflicht  eines  Volkes ,  dafür  zu  sorgen ,  dass  die  Werke  seiner  her- 
vorragenden Geister  nicht  verschwinden  oder  durch  ihre  Seltenheit  sehr 
tbeuer  und   somit  für  die  Träger  der  Wissenschaft  unzugänglich  werden,  r 
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Von  dieser  Erwägung  ausgehend,  hatten  schon  1843  die  französischen  Kam- 
mern auf  Antrag  der  Regierung  beschlossen ,  eine  neue,  vollständige  Ausgabe 
der  Werke  Format 's  zu  veranstalten.  Mit  der  Ausführung  dieses  Beschlusses 
war  1844  G.  Libri  beauftragt  worden.  Die  unliebsamen  Vorgänge,  die 
mit  dem  Namen  Libri  verknüpft  sind,  vereitelten  die  Sache,  die  erst  1879 
durch  Charles  Henry  wieder  in  Fluss  gebracht  wurde.  1881  stellte  der 
Fürst  Baldassare  Boncompagni  in  Rom,  dem  wir  auch  die  schOne 
Ausgabe  der  Schriften  des  Leonardo  Pisano  verdanken,  zwei  in  seinen 
Besitz  Obergegangene  Manuscripte  Formates  zur  Verfügung,  die  zu  den 
von  Libri  erworbenen  gehört  hatten.  Die  Ordnung  des  Materials  konnte 
aber  nicht  abgeschlossen  werden,  so  lange  man  hoffen  durfte,  unter  den 
von  Libri  nach  England  gebrachten  Büchern  weitere  Ausbeute  zu  finden. 
Diese  Hoffnung  hat  sich  nicht  erfüllt,  und  so  stand  der  Vollendung  der 
neuen  Ausgabe  Nichts  mehr  im  Wege.  Um  einen  möglichst  correcten  Text 
zu  geben  (ich  habe  nur  einen  Fehler  bemerkt,  der  aus  der  alten  in  die 
neue  Ausgabe  übergegangen  ist:  S.  325  Z.  3  muss  ^N  +\'-^Q  gelesen 
werden) ,  ist  das  gesammte  gedruckte  und  handschriftliche  Material  auf  das 
Sorgfältigste  geprüft  worden.  Der  Sammlung  und  Ordnung  der  Documente 
hat  sich  Herr  Charles  Henry  gewidmet;  die  Revision  des  Textes  und 
die  Abfassung  der  —  auf  besonderen  Wunsch  der  Commission  —  möglichst 
kurzen  Noten  ist  Herrn  Paul  Tanne ry  übertragen  worden,  welcher  über 
dieser  neuen  Arbeit  hoffentlich  die  versprochene  Textausgabe  des  Dio- 
phant  nicht  vergessen  wird. 

Das  Werk,  von  welchem  jetzt  der  erste  Band  in  schöner  Ausstattung 
vorliegt,  wird  aus  drei  Bänden  bestehen.  Der  zweite  Band  soll  die  ge- 
sammte Correspondenz  Fermat's  in  chronologischer  Reihenfolge  geben, 
sowohl  die  Briefe,  welche  Fermat  geschrieben,  als  auch  diejenigen,  welche 
er  erhalten  hat.  Der  dritte  Band  wird  mehr  ein  Ergänzungsband  sein.  Er 
soll  u.  A.  eine  französische  Uebersetzung  der  lateinisch  geschriebenen  Ar- 
beiten Formates,  des  Commercium  epistolicum  von  Wallis  und  der  in  der 
F  er  manschen  Diophant- Ausgabe  abgedruckten  Arbeit  von  Jacob  de 
Billy  enthalten ,  in  welcher  dieser  eine  Zusammenstellung  alles  Dessen  giebt, 
was  Fermat  ihm  brieflich  über  die  doppelten  und  dreifachen  Gleichungen 
mitgetheilt  hat. 

Der  erste  Band  enthält  ausser  den  in  den  Varia  Opera  abgedruckten 
noch  einige  Arbeiten  Fermat's,  die  theils  jetzt  zum  ersten  Male  veröffent- 
licht werden,  theils  aus  Pascal's  Werken,  in  die  sie  unter  Angabe  des 
Ursprungs  aufgenommen  waren,  herrühren.  Die  Herausgeber  haben  die 
Reihenfolge,  in  welcher  die  Arbeiten  in  den  Varia  Opera  stehen,  nicht  bei- 
behalten, sondern  dieselben  nach  folgenden  Gesichtspunkten  geordnet: 

Den  Anfang  machen  Forma t's  Arbeiten  über  Geometrie,  behandelt  im 
Sinne  der  Alten.  Es  folgt  dann  die  wichtige  Schrift:  Ad  locos  planes  et 
solides   isagogC;   welche   die  Elemente   der  neueren  analytischen  Geometrie 
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and  besonders  eine  Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades 
mit  zwei  Unbekannten  giebt,  und  welche,  wie  wir  durch  eine  Anmerkung 
der  Herausgeber  erfahren,  vor  dem  Erscheinen  der  Geometrie  von  Carte - 
sius  abgefasst  und  mitgetheilt  worden  ist.  Hieran  schliesst  sich  die  jetzt 
zum  ersten  Male  veröfifentlichte  Schrift:  Isagoge  ad  locos  ad  superficiem, 
welche  den  ersten  bekannten  Versuch  über  die  allgemeine  Theorie  der  Ober- 
flächen zweiten  Grades  enthält.  Weiter  giebt  der  erste  Band  die  auf  die 
Theorie  der  Maxima  und  Minima  und  der  Tangenten  bezüglichen  Arbeiten^ 
auf  Orund  welcher  Fermat  von  Laplace,  Lagrange  u.  A.  für  den 
eigentlichen  Erfinder  der  Differentialrechnung  gehalten  wird.  In  diesem 
Abschnitte  finden  wir  auch  Fermat 's  Erörterungen  über  die  Brecbung  des 
Lichtes,  die  auf  dem  Gedanken  beruhen,  die  Natur  befolge  bei  dem  Fort- 
pflanzen der  Bewegung  eine  Art  Gesetz  der  Minima,  wodurch  Fermat  zum 
Urheber  desjenigen  Princips  geworden  ist,  welches  man  gewöhnlich  als  das 
der  geringsten  Wirkung  bezeichnet.  Darauf  folgen  die  auf  die  Theorie  der 
Gleichungen,  speciell  auf  die  Elimination  bezüglichen  Arbeiten,  dann  die- 
jenigen ,  welche  die  Quadratur  von  Curven  zum  Gegenstande  haben  und  die 
Keime  der  Integralrechnung  enthalten.  Den  Schluss  bilden  die  schon  be- 
sprochenen Anmerkungen  zuDiophant,  denen  das  zum  Verständniss  Aller- 
nothwendigste  beigefügt  ist.  Von  besonderem  Interesse  dürfte  darin  eine 
Note  des  Herrn  Tannery  sein,  welche  eine  bisher  allgemein  nicht  ver- 
standene Bemerkung  F  e  r  m  a  t *s  verständlich  macht.  Darnach  hat  Fermat 
den  Begriff  „Säule  einer  Poljgonalzahl"  gebildet.  Er  versteht  darunter  das 
Product  aus  n  in  die  n^^  Poljgonalzahl ,  so  dass  die  Säulen  der  Viereckzahlen 
mit  den  Cubikzahlen  identisch  sind.  Wie  nun  aus  der  Reihe  der  ungeraden 
Zahlen  durch  Additionen  sich  die  Cubikzahlen  bilden  lassen:  3  +  5  =  2^, 
7  +  9  -f  1 1  =  3*  u.  s.  w. ,  so  geht  aus  der  arithmetischen  Reihe 

],    a— 1,    2a  — 3,    3a  — 5,   ... 
die  Reihe  der  Säulen  der  a-Eckzahlen 

1,    a,    3a  — 3,    6a  — 8,  ... 
hervor.     Es  ist  nämlich,  wenn  allgemein  Pa  die  k*^  a- Eckzahl  und  ///,•  die 
k^^  Dreieckzahl  bezeichnet, 

(a-l)  +  (2a-3)-  (a-4)^i  ==2P^, 

(3a-5)-K4a-7)+'(5a-9)-(a-4)^,  =  3P3, 


Von  den  Beigaben,  welche  der  erste  Band  bringt,  seien  nur  zwei  her- 
vorgehoben: ein  schönes  Portrait  Fermat's,  welches  nach  dem  der  Origi- 
nalausgabe der  Varia  Opera  beigefügten  gestochen  und  auch  in  vergrösser tem 
Maassstabe  erhältlich  ist,  und  zweitens  ein  Facsimile  der  Handschrift  F e r - 
mat's,  welches,  wie  die  Herausgeber  hoffen,  zur  Auffindung  von  Büchern  aus 
F  er  mat's  Bibliothek,  der  seine  Notizen  immer  nur  auf  den  Rand  seiner  Bücher 
schrieb,  führen  wird.     Möge  diese  Hoffnung  in  reichem  Maasse  sich  erfüllen. 

Frankfurt  a.  M.,  22.  April  1891.  G.  Wertheij|Io,^T^ 
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Beohenbnch  für  Gymnasien»  Realgymnasien,  Ober -Realschulen,  Bealschulen, 
höhere  Bürgerschulen,  Seminare  etc.  Von  Prof.  Harms  und  Prof. 
Dr.  Kallius.     15.  Auflage.     Oldenburg  1890.     Preis  Mk.  2,25. 

Es  liegt  uns  die  15.  Auflage  des  bekannten  Rechenbuches  vor,  auf 
dessen  vortrefifliche  Eigenschaften  an  dieser  Stelle  noch  einmal  hingewiesen 
werden  mag.  Als  ein  entschiedener  Vorzug  des  Buches  ist  zu  betonen,  dass 
es  nur  Aufgaben  enthftlt,  deren  Lösung  auf  jeder  neuen  Stufe  durch  wenige 
bestimmte  Fragen  angedeutet  wird;  es  soll  also  nicht  gleichzeitig  Lehrbuch 
sein,  und  andererseits  macht  es  ein  solches  durchaus  überflüssig. 

Ebenso  kann  Referent  es  nur  billigen ,  wenn  die  Verfasser  den  Bechen- 
unterricht  als  eine  Vorstufe  der  Arithmetik  auffassen,  wenn  der  Schüler 
daher  schon  beim  Anfangsunterricht  z.  B.  in  das  Verstftudniss  der  Klammern 
eingeführt  und  ihm  schon  an  dieser  Stelle  der  Begriff  der  Potenz  klar  ge- 
macht wird,  und  wenn  des  Weiteren  schon  in  der  Quarta  das  Denken  in 
Gleichungen  zur  Geltung  gebracht  wird,  ein  Verfahren,  wozu  ja  auch  der 
geometrische  Unterricht  hindrängt,  welcher  der  Arithmetik  vielfach  bedarf. 
Herr  Prof.  Kallius  hat  die  Grundgedanken,  welche  bei  Abfossung  des 
Buches  leitend  gewesen  sind,  wenigstens  soweit  sie  den  Unterricht  bis  znr 
Sexta  betreffen,  in  einer  besonderen  beachtenswerthen  Schrift  y,Die  vier 
Species  in  ganzen  Zahlen  u.  s.  w.^  ausführlich  dargelegt. 

Die  15.  Auflage  unterscheidet  sich,  wie  die  beiden  vorigen,  nur  darin 
von  der  zwölften,  dass  in  einem  Anhange  die  Neunerprobe  Aufnahme  ge- 
funden hat.  j^^  ^  j^^^^. 

Die  vier  Species  in  ganzen  Zahlen  (2.  Aufl.)  und  das  Münz-,  Mass-  und 
Gewiolitssystem  im  Röchennnterricht  (4.  Aufl.),  von  Prof.  Dr.  Kal- 
lius. Oldenburg  1889.  Preis  Mk.  1,20. 
Der  Verfasser  setzt  hier  die  Ergebnisse  einer  längeren  Erfiahrung  des 
Näheren  auseinander,  welche  dem  von  ihm  im  Verein  mit  Herrn  Prof. 
Harms  herausgegebenen,  jetzt  in  der  15.  Auflage  erschienenen  bekannten 
Bechenbuche  zu  Grunde  gelegt  worden  sind,  soweit  der  Unterricht  bis  zur 
Sexta  in  Betracht  kommt.  Nur  einige  von  den  Vorschlägen  seien  hier  her- 
vorgehoben. Bei  der  schriftlichen  Subtraction  wird  das  Aufwärtszählen  an- 
gewendet, weil  dadurch  Fehler  im  Subtrahiren  eher  vermieden  werden  und 
sich  daraus  auch  sonst  manche  Bechenvortheile  ergeben,  wie  derjenige,  dass 
bei  der  Division  die  Theilproducte  nicht  hingeschrieben  zu  werden  brauchen. 
Bei  der  Multiplication  wird  —  im  Hinblick  auf  die  abgekürzte  Multiplica- 
tion  —  von  Anfang  an  mit  der  höchsten  Ziffer  des  Multiplicators  begonnen 
und  jede  Ziffer  in  die  ihrer  Stellennummer  entsprechende  Stelle  eingerückt, 
eine  Darstellung,  die  geeignet  ist,  das  Rechnen  mit  decimalen  Zahlen  vor- 
zubereiten. Was  die  Verwendung  des  Münz-,  Maass-  und  Gewichtssytems 
im  Rechenunterricht  anbelangt,   so  verlangt  der  Verfasser  mit  Recht,  dass 
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man  dem  Schüler  nicht  mehr  Bezeichnungen  yorftlhren  solle,  als  solche  im 
praktischen  Leben  auftreten.  Wenn  Referent  etwas  hinzufügen  dürfte,  so 
wftre  es  der  Wunsch,  dass  auf  Grund  der  Eallius'schen  Vorschlftge  in  den 
'  beim  elementaren  Rechenunterrichte  anzuwendenden  Verfahrungsweisen  end- 
lich einmal  eine  gewisse  üebereinstimmung  erzielt  werden  möchte. 

Dr.  E.  Jarnkb. 


Arithmetische  Aufgaben  nebst  Lehrbuch  der  Arithmetik  für  höhere  Bür- 
gerschulen, Realschulen,  Prog^nasien  und  Realprogjmnasien ,  von 
Dr.  E.  Bardet.     6.  Auflage.     Leipzig  1890.     Preis  M.  2. 
„Arithmetische  Aufgaben^  und  nicht  „Aufgaben- Sammlung^  lautet  im 
Gegensatz  zu  der  grösseren,  fUr  Gymnasien,  Realgymnasien  und  Oberreal- 
schnlen   bestimmten  Aufgaben  -  Sammlung  der  Titel  dieses  Buches,  womit 
der  Verfasser  andeuten  will,  dass  die  hier  aufgestellten  Aufgaben  mit  wenigen, 
selbstverständlichen  Ausnahmen  von  ihm  herrühren.     Ein  weiterer  wesent- 
licher unterschied  zwischen  den  beiden  Büchern  liegt  darin,   dass  in  dem 
vorliegenden    den   Aufgaben   eines  jeden  Abschnittes   eine  Theorie   voran- 
geschickt ist.     „Die  Theorie  bildet,  soweit  die  Aufgaben  reichen,  ein  voll- 
ständiges Lehrbuch  der  Arithmetik  und  soll  ein  besonderes  Lehrbuch  über- 
flüssig machen. **     Es  muss  anerkannt  werden,  dass  die  theoretische  Behand- 
lung  manches  Gelungene  bietet.     Der  Verfasser  hat  sich  bemüht,   die  An- 
fangsgründe der  allgepeinen  Arithmetik  in  anregender  Weise  darzustellen: 
der  Gang  der  Theorie  ist  einmal  so  eingerichtet,   dass  der  Schüler  schon 
nach  wenigen  Stunden  Gelegenheit  zu  geeigneter  Selbstthätigkeit  findet;  an- 
dererseits wird  der  Schüler  angeleitet,  seine  im  Rechnen  mit  gewöhnlichen 
Zahlen  erworbenen  Kenntnisse  bei  der  allgemeinen  Arithmetik  zur  Anwen- 
düng   zu   bringen.     Vielleicht  dürfte   es   sich   empfehlen,    diesen   zweiten 
Gesichtspunkt,  das  Numerische  bei  der  Begründung  der  allgemeinen  Arith- 
metik heranzuziehen  und  ein  allzustarkes  Buchstabenanhäufen  zu  vermeiden, 
noch   stärker  zu  betonen.     Indessen  leiden  die  theoretischen  Erörterungen 
(vergl.   besonders  die  Abschnitte  über  die  negativen,  die  gebrochenen  und 
die  imaginären  Zahlen),   wie  der  Verfasser  selbst  schon   bemerkt  hat,   an 
einem  Mangel.     Bei  der  Einführung  in  die  Arithmetik  muss  das  Postulat 
an  die  Spitze  gestellt  werden ,  dass  eine  Erweiterung  des  bekannten  Zahlen- 
gebietes nur  dann  statthaft  ist,  falls  die  neuen  Gebilde  gleichwie  Zahlen 
gebraucht  werden  können,  d.  h.  falls  sie  den  nämlichen  oder  wenigstens  den 
Hauptregeln  unterworfen  sind ,  die  ftir  den  natürlichen  Zahlenbereich  Giltig- 
keit    haben.     Zur  Begründung  dieser  Forderung  genügt  es,  zwei  Gesichts- 
punkte anzufahren:  einmal  werden  dadurch  die  grundlegenden  Operationen 
zu    allgemeingiltigen  erhoben,  und  zweitens   bilden  die  neuen  Gebilde  nur 
dann  eine  fruchtbare  Erweiterung  des  Zahlenbereiches,  falls   das  Postulat 
erfüllt   ist      Dieser  Forderung    ist  jedoch   der    Verfasser    nicht    gerecht   . 

Hiii.-Iit.  Abtblg.  d.  Zeltiohr.  f.  MäMi.  n.  Phyg.  XXXVI,  6.  Ui^f^ed  by  vjOOQIC 
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geworden.  Was  seine  Stellung  zn  den  irrationalen  Grössen  anbetrifft,  so 
wird  deren  Existenz  derselben  zugelassen,  ohne  dass  eine  hinreichende 
Begründung  des  Irrationalen  yersncht  würde.  Soweit  die  Aufgabensamm- 
lung in  Betracht  kommt,  ist  die  Trefflichkeit  des  Buches  bekannt;  es  bietet 
eine  Fülle  von  Aufgaben  aus  den  verschiedenen  Zweigen  des  ünterricbts; 
auch  sind  die  Aufgaben  dieser  Sammlung,  von  wenigen  abgesehen,  der 
grösseren  Sammlung  nicht  entlehnt,  was  manchem  der  Herren  Fachgenossen 
willkommen  sein  dürfte ,  weshalb  noch  einmal  darauf  hingewiesen  sein  soll. 

Dr.  E.  Jahnkb. 


Die  Grundlagen  der  Arithmetik  nnter  Einführung  formaler  Zahlbegriffe, 
von  Prof.  Dr.  0.  Reichel,  Berlin.  Theil  I:  Natürliche,  algebraiscbe, 
gebrochene  Zahlen.  1886.  Theil  II:  Die  irrationalen  Zahlen.  1890. 
In  seinen  Vorlesungen  zur  Einführung  in  die  Theorie  der  analytischen 
Functionen  pflegte  Herr  Weierstrass  eine  arithmetische  Einleitung  zu 
geben,  wo  er  sich  für  die  Definition  der  in  den  indirecten  Operationen 
wurzelnden  Zahlen  auf  den  formalen  Standpunkt  stellte,  so  dass  bei  der 
Einfahrung  der  negativen ,  der  gebrochenen ,  der  irrationalen  und  der  imagi- 
nKren  Zahlformen  die  Begriffe  des  Gleichseins  ^  des  Addirens  u.  s.  w.  beson- 
ders festgesetzt  werden  mussten.  Bei  dieser  Erweiterung  des  bekannten 
Zahlgebietes  wurde  die  Forderung  erhoben ,  dass  die  neuen  Zahlgebilde  den 
selben  Hauptgesetzen  unterlägen,  welche  für  den  natürlichen  Zahlbereich 
Giltigkeit  haben.  Erst  nachdem  sich  herausgestellt  hatte,  dass  die  funda- 
mentalen Bechnungsvorschriften  auch  für  sie  noch  bestehen  bleiben,  wurde 
die  Bezeichnung  „Zahl^  auch  auf  sie  ausgedehnt.  Hiermit  ist  auch  die 
Auffassung  gekennzeichnet,  welche  diesem  „Hülfsbuch  für  den  Unterricht" 
zu  Grunde  liegt.  Wie  der  Verfasser  diesen  Grundgedanken  im  Einzelnen 
weiter  ausgeführt  hat,  wollen  wir  an  dem  Beispiel  der  negativen  Zahlen 
erlftutein.  Aufgestellt  sei  eine  Zahlverbindung  von  der  Form  5—7,  welche 
dem  Begriffe  des  Subtrahirens  zufolge  keine  Zahl  im  bisherigen  Sinne  dar- 
stellt; sie  sagt  nur  noch  aus,  „eine  gewisse,  wenn  auch  unlösbare  Auf- 
gabe habe  doch  gestellt  werden  dürfen  *\  wie  die  Ausdrucksweise  des  Ver- 
fassers lautet.  Wenn  man  gleichwohl,  f&hrt  der  Verfasser  fort,  Dif- 
ferenzzeichen wie  das  genannte  beibehalten  hat,  so  reicht  deren  Beden- 
tung  als  blosse  Zeichenvereinigungen  für  die  Arithmetik  völlig  aus,  fiüls 
der  Gebrauch,  welcher  von  denselben  gemacht  werden  soll,  durch  besondere 
Festsetzungen  erst  erklärt  wird.  Und  in  der  That  ist  es  zur  Begründung 
der  negativen  Zahlformen  vom  rein  wissenschaftlichen  Standpunkte  ans  nicht 
nöthig,  zu  Begriffen  wie  Schulden  und  Vermögen,  Vorw&rts-  und  BQck- 
wärtabewegung  und  ähnlichen  seine  Zuflucht  zu  nehmen.  Andererseits 
scheint  es  dem  Referenten  keinem  Zweifel  zu  unterliegen,  dass  der  Päda- 
goge  der   letzteren   Auffassung   den  Vorzug  geben  wird,   wohingegen  die 
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erstere,  die  eigentlich  wissenschaftliche  erst  einem  Schüler  zngemuthet  werden 
dürfte ,  der  die  Grundlagen  der  Arithmetik  schon  kennen  gelernt  hat.  Eher 
am  Platze  scheint  dem  Referenten  dagegen  die  entsprechend  lautende  wissen- 
schaftliche Erklärung  für  die  gebrochenen  Zahlen,  welche  der  Zögling  aus 
zahlreichen  Beispielen  des  alltäglichen  Lebens  schon  in  früheren  Classen 
kennen  gelernt  hat.  Was  des  Verfassers  Begründung  des  Irrationalen  an- 
betrifft, so  lassen  sich  dagegen,  wie  dem  Referenten  scheint,  dieselben  Be- 
denken erheben,  wie  sie  von  Herrn  llligens  (im  33.  Bande  der  Mathe- 
matischen Annalen)  gegen  die  bezüglichen  Weierstrass- C an tor 'sehen 
Untersuchungen  geltend  gemacht  worden  sind.  Vielleicht  dürfte  es  sich  auch 
für  die  Pädagogen  empfehlen,  nach  dem  Vorgange  von  Herrn  Kronecker 
irrationale  Zahlen,  welche  ja  nie,  weil  immer  nur  näherungsweise  gegeben 
sind ,  überhaupt  nicht  einzuführen ;  im  Grunde  genommen  ersetzt  man  doch 
stets  die  sogenannten  irrationalen  Zahlen,  sobald  sie  angegeben  werden 
sollen,  durch  rationale  Werthe.  —  Was  die  Bezeichnungsweise  anbelangt,  so 
benutzt  der  Verfasser  die  Bezeichnungen  „Grenze*'  und  „Function",  welche 
er  in  den  Unterricht  eingeführt  wissen  will,  lieber  die  Benutzung  des 
Buches  hat  sich  der  Verfasser  dahin  ausgesprochen,  dass  der  Lehrer  beim 
ersten  Unterricht  nicht  etwa  die  einzelnen  Paragraphen  Zeile  für  Zeile  mit 
den  Schülern  durchgehen  dürfe,  vielmehr  möglichst  von  Beispielen,  wie  sie 
sich  zahlreich  eingestreut  finden,  ausgehen  und  an  diesen  das  Durchzuneh- 
mende erklären  oder  durch  Fragen  von  den  Schülern  selbst  entwickeln  lassen 
müsse,  wobei  es  nicht  etwa  als  erforderlich  oder  auch  nur  als  rathsam  hin- 
gestellt wird,  mit  der  Classe  die  ^ämmtlichen  Beweise  durchzugehen. 

Das  in  zwei  Theilen  erschienene  Buch  behandelt  seinen  Stoff  in  knapper 
Form  auf  wenigen  Bogen  und  zeugt  von  einem  grossen  Fleisse  des  Ver- 
fassers. Wenn  sich  auch  Referent  in  mancher  Hinsicht  mit  demselben  nicht 
einverstanden  erklären  kann,  so  möchte  er  es  doch  den  Fachgenossen 
wenigstens  als  Hülfsbuch  für  den  Unterricht  zur  Beachtung  empfohlen  haben. 

Ein  dritter  Theil ,  die  complexen  Zahlen  behandelnd ,  soll  binnen  Kurzem 
nachfolgen.  D^  E  Jahnkb. 

lieber  ternäre  Formen  mit  linearen  Transformationen  in  sich  selbst. 
Inaugural-Disseilation  von  P.  Muth.  Giessen  1890. 
Es  .ist  bekannt,  dass  eine  Curve  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen  18 
lineare  Transformationen  in  sich  selbst  besitzt.  Diese  Zahl  kann  sich  in 
einzelnen  Fällen  noch  erhöben.  Unter  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet  der 
Verfasser  den  besondern  Fall  einer  äquianharmonischen  und  einer  harmo- 
nischen Curve  dritter  Ordnung  und  sucht  von  hier  aus  theils  schon  bekannte 
Sätze  aus  der  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung  zu  verificireu,  theils 
neue  Wahrheiten  zu  gewinnen.  Bei  der  erstgenannten  Curve  ergiebt  sich 
die  Anzahl  der  in  Rede  stehenden  Transformationen  gleich  54.     Für  das  r 
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weitere  Studinm  derselben  bedient  sich  der  Verfasser  der  Parameterdarstel- 
lung^  er  kann  dann  die  sämmilichen  Transformationen  in  drei  Orappen  za- 
sammenfassen ,  die  sich  bei  weiterer  üntersnchnng  theils  als  inyolntorisch, 
theils  als  cjklisch  dritten  oder  sechsten  Grades  beransstellen.  Ein  von  Heim 
Lindemann  gegebener  Satz  wird  zn  folgendem  erweitert:  Jede  der  Yier 
Squianharmonischen  Cnryen  des  syzygetischen  Büschels  wird  von  der  za- 
gehörigen Combinante  in  sechs  Dreiecken  geschnitten ,  welche  sowohl  der  be- 
trefifenden  Cnrve,  als  anch  der  Combinante  ein-  und  zugleich  umgeschrieben 
sind.  Die  18  Schnittpunkte  liegen  zu  je  drei  auf  18  Geraden,  welche  zu 
je  sechs  durch  die  drei  Eckpunkte  des  Dreiecks  gehen ,  in  welches  die 
Hesse'sche  Curve  der  betreffenden  äquianharmonischen  Curre  zerfKlli 
Ebenso  untersucht  der  Verfasser  die  harmonische  Curve  dritter  Ordnung 
und  findet  auf  demselben  Wege  36  lineare  Transformationen,  welche 
sie  in  sich  überftlhren;  18  von  diesen  sind  cjklisch  vierten  Grades.  Es 
ergiebt  sich  hierbei  eine  correctere  Form  fClr  einen  in  Clebsch-Linde- 
mann 's  Vorlesungen  über  Geometrie  angegebenen  Satz,  die  so  lautet:  Die 
Combinante  des  syzygetischen  Büschels  berührt  jede  der  sechs  harmonischen 
Curven  in  neun  Puhkten,  deren  jeder  einen  Wendepunkt  zum  Tangential- 
punkt  hat.  Während  bisher  nur  die  einzelne  ftquianharmonische  oder  har- 
monische Curve  in  Betracht  gezogen  wurde,  unterwirft  der  Verfasser  nun- 
mehr das  Verhalten  der  Curven  des  syzygetischen  Büschels ,  d.  h.  der  Gmppe 
der  vier  Squianharmonischen  und  der  Gruppe  der  sechs  harmonischen  CnrTen 
gegenüber  den  Transformationen  der  oben  genannten  Gruppen  einer  beson- 
deren Betrachtung.  Es  gelingt  ihm  auf  diesem  Wege  ohne  Rechnung  die 
Zahl  der  linearen  Transformationen  der  Combinanten  des  syzygetischen 
Büschels  in  sich  zu  bestimmen;  dieselbe  ergiebt  sich  gleich  216.  Als  An- 
wendung dieser  Untersuchungen  wird  gezeigt,  wie  die  genaue  Eenntniss  der 
linearen  Transformationen  einer  Curve  in  sich  auf  höchst  einfisu^hem  Wege  eine 
geometrische  Untersuchung  derselben  gestattet.  Der  Verfasser  w&hlt  als  Bei- 
spiel die  schon  mehrfach  genannte  Combinante  und  leitet  fUr  sie  das  Re- 
sultat ab :  Ihre  108  Doppeltangenten  schneiden  sich  zu  je  zwölf  in  den  nenn 
Wendepunkten  und  ihre  72  Tripeltangenten  gehen  zu  je  sechs  durch  die 
zwölf  Ecken  der  vier  Wendepunktsdreiecke  der  Curve  dritter  Ordnung,  von 
welcher  die  Combinante  abhängt.  Anknüpfend  an  die  trilineare  CoUinea- 
tion ,  welche  bei  der  Untersuchung  der  äquianharmonischen  Curve  aufgetreten 
ist,  geht  der  Verfasser  auf  dieselbe  näher  ein  und  entwickelt  sodann  die 
hierbei  gewonnenen  Resultate  auch  auf  algebraiscbem  Wege. 

Die  Arbeit,  aus  welcher  man  einen  Auszog  in  den  Mathematischen 
Annalen,  1889,  Bd.  33  abgedruckt  findet,  ist  als  ein  schätzenswerther  Bei- 
trag zur  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung  anzusehen. 

Dr.  E.  Jahnkb. 
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üeber  Differentialgleiohnngen,  welche  durch  doppeltperiodisohe  Fnno- 
tionen  zweiter  Oattnng  erftUt  werden.    Von  P.  Bbkoit.     Pro- 
grammabhandlnng  des  Dorotheenstttdüficben  Realgymnasiums  zu  Berlin, 
1891. 
Herr   Picard    hat   bewiesen,    dass   eine  lineare   Differentialgleichung 
9»*»  Ordnung,  deren  Coefficienten  doppeltperiodisohe  Functionen  erster  Art 
und   deren    Integrale   eindeutig   sind,   stets   doppeltperiodische   Functionen 
zweiter  Art  zu  Integralen  hat.     Die  ezplicite  Darstellung  der  Integralfunc- 
tionen  war  schon  von  den  Herren  Her  mite  und  Fuchs  für  gewisse  Fälle, 
speciell  für  den  Fall  m  ==  2  bei  einer  Differentialgleichung  geleistet  worden, 
auf  die  Lam6  zuerst  ^cam,  ohne  sie  für  allgemeine  Werthe  der  Gonstanten 
integriren  zu  können.    Von  dieser  Differentialgleichung  geht  der  Verfasser  aus. 
Wird  nach  Halphen's  Vorgang  die  Jacobi'sche  Bezeichnungsweise  durch 
die  Weierstrass'sche  ersetzt,   so  tritt  auf  der  rechten  Seite  eine  lineare 
Function  der  j9- Function  als  Factor  auf.    Der  Verfasser  betrachtet  nun  eine 
etwas    allgemeinere  Differentialgleichung:    sie    unterscheidet   sich    von  der 
L am 6 'sehen  dadurch,   dass  jener  Factor  der  rechten  Seite  eine  allgemei- 
nere  doppeltperiodische   Function    erster  Art   darstellt,    eine   solche   näm- 
lich,  die   zwar  auch  nur  eine  wesenüich  singulare  Stelle  im  unendlichen 
besitzt,  die  aber  durch  0  -  Quotienten,  pu,  p'u  und  p'u  darstellbar  ist.    Fttr 
die  Integration  dieser  Differentialgleichung  geht  der  Verfasser  nach   Ein- 
führung der  Herrn ite'schen  Substitution  von  der  Darstellung  einer  doppelt- 
periodischen Function  erster  Art  aus,  welche  der  Zerlegung  der  rationalen 
Functionen  in  Partialbrüche  entspricht,   und  gewinnt  vermittelst  des  Ad- 
ditionstheorems behufs  Bestimmung  der  Unbekannten  eine  lineare  Differen- 
tialgleichung   vierter  Ordnung,  von  der  bekannt  ist,    dass  ihr  eine  ganze 
rationale  Function  genügt,   ein  Verfahren,  das  von  dem  verschieden  ist, 
welches  Herr  Her  mite  in  seinen  Applications  angewendet  hat.     Als  ein 
Integral  ergiebt  sich  die  von  Herrn  Her  mite  a.  a.  0.  p.  7  ^  (x^   genannte 
Function.    Die  hier  behandelte  Differentialgleichung  ist  ein  besonderer  Fall 
der  von  Herrn  Fuchs  untersuchten. 

Die  Fälle,   wo  die  p- Function  in  die  Ezponentialfunction  und  in  die 
trigonometrische  Function  übergebt,  finden  ihre  besondere  Erledigung. 

Dr.  E.  Jabnxe. 


Lehrbuch  der  angewandten  Potentialtheorie,  bearbeitet  nach  System  Kleyer 
von  Dr.  Hovbstadt.  Elbtbb's  Encyklopädie  der  gesammten  mathem.t 
techn.  u.  exacten  Naturwissenschaften.    Stuttgart  1890.     Preis  M.  7. 
Ueber  die  Potentialtheorie  besitzen  wir  eine  Reihe  ausgezeichneter  Be- 
arbeitungen, welche  nicht  nur  die  Bedeutung  des  Potentialbegriffes  für  die 
Mathematik I  auf  deren  Boden  derselbe  entstanden  ist,  darlegen,   sondern 
sich   auch  mit  den  verschiedenen  Anwendungen  beschäftigen,  die  derselbe     , 
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in  der  theoretischen  Physik,  besonders  in  dem  Abschnitte  der  elektrischen 
Erscheinungen  gefunden  hat.  Es  lassen  sich  eben  die  fundamentalen  SStxe, 
welche  die  Mathematik  über  das  Potential  aufgestellt  hat,  in  die  Spracbe 
der  physikalischen  Mechanik  übersetzen.  Es  ist  nun  sehr  wohl  denkbar, 
eine  Darstellung  der  angewandten  Potentialtheorie  zu  geben,  welche  von 
den  abstracten  Begriffen  der  Mathematik  absieht,  um  die  in  Rede  stehenden 
Anwendungen  auch  dem  verständlich  zu  machen,  welchem  eine  Kenntniss 
der  höheren  Mathematik  abgeht.  Diesen  Versuch  hat  der  Verfasser  unter- 
nommen nach  einer  Methode,  die  ihren  Stoff  in  Form  von  Erklärungen, 
Frage  und  Antwort  vorfUhi-t;  jedem  Abschnitte  sind  erläuternde  Beispiele, 
sowie  üebungsaufgaben  angehängt.  Die  Elektrostatik  wird  besonders  ein- 
gehend behandelt.  Nachdem  die  Begriffe  des  Kraftfeldes  und  Potentials  an 
der  Gravitation  der  Erde  erläutert  worden  sind,  werden  die  verschiedenen 
Maasse  aufgestellt,  mit  denen  man  Elektricitätsmengen  misst,  und  sodann  jene 
Begriffe  für  1,  2  und  schliesslich  n  elektrische  Punkte,  weiter  fQr  eine  iso- 
lirte,  leitende,  mit  Elektricität  geladene  Kugel  (mit  Anwendung  auf  den 
Erdkörper)  und  auch  fttr  ein  ebensolches  Ellipsoid  erklärt.  Es  folgen  Ab- 
schnitte über  die  Anordnung  der  Elektricität  auf  einem  isolirten  leitenden 
Ellipsoid,^  desgleichen  auf  leitenden  Körpern,  deren  Form  sich  aus  den 
Rotationsellipsoiden  ableiten  lässt.  Auch  die  Wirkung  isolirter  Elektricitäts- 
mengen, die  sich  in  einem  Hohlräume  innerhalb  eines  leitenden  Körpers 
befinden,  wird  eingebend  dargestellt,  ebenso  die  Wirkung  zwischen  zwei 
leitenden  Kugeln,  von  denen  sich  jede  im  Kraftfelde  der  andern  befindet. 
Weitere  Abschnitte  sind  den  Condensatoren  und  der  Bestimmung  von  Po- 
tentialwerthen  durch  Elektrometer  und  durch  die  Schlagweite  des  elektri- 
schen Funkens  gewidmet.  Den  Schluss  bilden  Abschnitte  über  Berührungs- 
elektricität,  den  elektrischen  Strom  und  das  elektromagnetische  Kraftfeld. 
Der  Anhang  Äj  wo  alle  mitgetheilten  Formeln  zusammengestellt  sind,  ist 
recht  brauchbar.  Die  eigentliche  Darstellung  ist  durchaus  elementar  gehalten, 
hätte  aber  strengere  Entwicklungen  geben  können. 

Das  Buch  ist  besonders  denen  zu  empfehlen ,  welche  sich  auf  möglichst 
elementarem  Wege  mit  den  Ergebnissen  der  Potentialtheorie  rasch  bekannt 
machen  wollen.  j)^,  E.  Jahnkb. 


lieber  den  Sats  von  der  Winkelsnmme  im  Dreieck.  Von  W.  Fr.  Schüler, 
Kgl.  Reallehrer.  —  Programm  zu  dem  Jahresberichte  der  Kgl.  Real- 
schule in  Ansbach  pro  1889/90.     Ansbach  1891,  Druck  und  Verlag 
von  C.  Brügel  u.  Sohn.     IV,  60  S. 
Verfasser   will   das  elfte  Axiom  Euklid^s   beweisen  und   stützt  sich 
dabei   angeblich   nur    auf  die  beiden  Axiome,    dass   es   überhaupt  gleiche 
Strecken  giebt  und  dass  man  eine  Strecke  durch  eine  Zahl  wiedergeben  kann. 
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Die  Arbeit  zerföllt  in  vier  Theile:  A.  Der  arithmetische  nnd  algebraische 
Theil;  6.  Die  geometrischen  Qmndgebilde  and  Grandoperationen;  C.  Die 
Transversalen  der  anbegrenzten  Ebene;  D.  Der  Satz  yon  der  Winkelsumme 
im  Dreieck. 

A.  behandelt  nach  einer  Definition  der  line&ren  mathematischen  Grösse 
die  lineare  Gleichung  mit  zwei  unbekannten;  B.  betiuchtet  die  Gerade,  das 
Messen  von  Strecken  und  deren  Verhältnisse,  die  Darstellung  von  Punkten 
durch  Zahlen,  das  Feld,  die  ebene  Fläche,  Winkel  und  Ebene;  die  Ab- 
schnitte C.  und  D.  sollen  durch  Rechnung  die  Schwierigkeit  überwinden, 
die  in  dem  üebergang  vom  unbegrenzten  zum  unendlichen  liegt. 

Die  Abhandlung,  die  an  verschiedenen  Stellen  stylistische  Bedenken 
erregt,  zeichnet  sich  weder  durch  Klarheit ,  noch  durch  gute  Anordnung 
aus  und  bietet  im  Einzelnen  viele  zweifelhafte  Punkte.  Ihre  Beweis- 
führung hat  uns  nicht  überzeugen  können ,  noch  weniger  das  eigenthümliche 
Schlusswort. 

Schmalkalden,  den  11.  Mai  1891.  Dr.  H.  Sohottbn. 
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288.  Sulla  trasformazione  delle  equazioni  lineari,  omogenee,  a  derivate  parziali, 

con    coefficienti    costanti.      C.    Somigliana.      Annali    mat.    Ser.    2, 
XVIII,  266. 

289.  Sar  les  ^quations  Unfaires  aux  derivde^  partielles.    A.  Petot.     Compt.  rend. 

CXi,  622. 

290.  Sur  Pemploi  des  appioximations  successives  dans  T^tade  de  certaines  äqua- 

tions  aux  deriväes  partielles.    Em.  Picard.    Compt.  rend.  CX,  61. 

291.  Sar  la  th^orie  des  dquations  aux  däriväes  partielles  et  la  mäthode  des  approxi- 

mations  successives.     Em.  Picard.    Journ.  math.  Ser.  4,  VI,   146,  231. 

292.  Sur  Tintägration  d'une  dquation  aux  ddriv^es  partielles.    Zaremba.    Compt. 

rend.  CX,  127. 

293.  Sur  la  dätermination  des  intägrales  des  certaines  äquations  aux  ddriväes  par- 

tielles du  second  ordre.    Em.  Picard.    Compt.  rend.  CXI,  487. 

294.  Sur  an  th^or^me  de  Mr.  Picard  se  rapportant  k  une  dquation  iinäaire  du 

deuxi^me   ordre  anx  ddrivees   partielles.    Gust.  Kobb.    Compt.  rend. 
CXI,  726. 

295.  Sopra  un  equazione  a  derivate  parziali  del  quarto  ordine.    C.  Somigliano. 

Annali  mat.  Ser.  2,  XVill,  69. 

296.  Sur   quelques   äquations    diffärentielles   partielles    d'ordre    superieur.    Aug. 

Gutzmer.    Journ.  mathem.  Ser.  4,  Vi,  405. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  262. 

Differentialqnotienten. 

297.  Sur   les   forraes    diffdrentielles    assocides.      G.    Halphen.     Journ.   mathem. 

Ser.  4,  VI,  211. 

E. 
Elastioität. 

298.  Sulle    equazioni   della    elasticitä.     C.    Somigliano.      Annali   mat.    Ser.   2, 

XVll,  .37. 

299.  Twisted  strips.    J.  Parry.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXIX,  244. 

300.  On  the  deformation  of  twisted  strips.     G.   H.  Bryan.     Phil.  Mag.  Ser.  5, 

XXX,  476. 

301.  On   the   distribation   of  flow  in   a   strained   elastic   solid.    Ch.    A.  Carus- 

Wilson.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXIX,  503. 

302.  Sur    r^quilibre    d*^lasticitä    d'une    enveloppe   sphdriqne.     E.    Fontaneau. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  455. 
Vergl.  Graphische  Statik.  ^  , 
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ElektridUt. 

303.  On  the  dynamical  theory  of  electromagnetic  actiou.    A.  Gray.    Phil.  Mag. 

Ser.  5.  XXX,  441. 

304.  Sur  les  diverses  tfadorie  de  l'^lectricite.    M,  Lävy.    Compt.  rend.  CX,  741. 

305.  Sur  la  ioi  ^lectrodynamique  de  Weber.    H.  Poincarä.   Compt,  rend.  CX,  825 

306.  CoDtributioD  ä  la  tb^orie  des  expäriences  de  Mr.  Hertz.    H.  Poincar^.   Compt 

rend.  CXI,  322. 

307.  Sur  un  tb^or^me  d'älectrodynamique.    P.  Dubem.   Joiirn.  matbem. Ser. 4, IV, 

369.     V,  53. 

308.  Tbe  general  lolutiou  of  MaxwelPs  Electromagnetic  Equations  in  a  Homo^e- 

nouB  Isotropie  Medium,  cspecially  in  rcgard  to  the  Derivation  of  special 
Solutions ,  and  tbe  Formulae  for  Plane  Waves.  Ol.  Heavieide.  Phil. 
Mag.  Ser.  6,  XXVll,  29. 
809.  On  the  llectromagnetic  effects  due  to  the  motion  of  electrification  tbrough 
a  dielectric.  0.  Heaviside.  Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXVII,  324.  J.  J. 
Thomson  ibid.  XXVlll,  1. 

310.  Allgemeine   Sätze   über   die   elektrostatische   Indnctiön.    6.    Adler.    Wien. 

Akad,  Ber.  XCVIII,  779. 

311.  On  an  olectrostatic  field  produced  by  varying  magnotic  indnctiön.    0.  Lodge. 

Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXVll,  469. 

312.  On  the  electrostatic  force  between  conductors  conveying  steady  or  transient 

curreuts.    0.  Lodge.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXX,  230. 

313.  On  the  calculation  of  the  coefficient  of  mutual  induction  of  a  circle  and  a 

coaxal  helix.    J.  V.  Jones.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXVII,  56. 

314.  On   the  timo- integral  of  a  transient   electromagnetically  induced  curreut 

W.  Thomson.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXIX,  276. 

315.  Some  experiments  on  the  velocity  of  transmission  of  electric  disturbances  aud 

their  application  to  tbe  theory  of  the  striated  discharge  through  gas«. 
J.  J.  Thomson.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXX,  129. 

316.  Tho  disruptive  discharge   of  electricity  tbrough  gases.     Arth.  Schuster. 

Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXIX,  182. 

317.  On  thermoelectric  phenomena.    J.  Parker.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXVII,  72 

318.  On  the  acceleration  of  secondary  electromagnetic  waves.    F.  T.  Trouton. 

Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXIX,  268. 
Vergl.  Astronomie  261,  262.    Optik  506,  506.     Wärmelehre  556. 

Ellipse. 

819.  Sur  räG[uation  g^närale  des  coniques  osculatrices  ä  une  ellipse  donn^e  en  dd 

pomt  donnd.    Barisien.    1^.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  200. 
Vergl.  Normalen  468,  469. 

EUiptisolie  Transcendenten. 

820.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    L   Kronecker.    Berl.  Akad.-Ber. 

1890,  99,  123,  219,  307,  1026.     [Vergl.  Bd.  XXXV.  Nr.  453.] 

321.  Sur  les  fonctions  elliptiques.    P.  Appell.     Compt.  rena.  CX,  82. 

322.  Sur  la  multiplication  complexe  dans  les  fonctions  elliptiques  et,  en  particalier, 

sur  la  multiplication  par  J^^3.  G.  H.  Halphen.  Joum.  math.Ser.4,V,5. 

323.  Sur  quelques  transformations.    F.  Caspary.    Journ.  math.  Ser.  4,  V,  73. 

324.  Ueber   BAumcurven   4.  Ordnung    1.    Art   und    die   zugehörigen  elliptischen 

Functionen.    G.  Pick.    Wien.    Akad.-Ber.  XCVllI,  536. 
Vergl.  Mechanik  460.    Zahlentheorie  578. 

F. 

Faktorenfolge. 
Vergl.  Functionen  837.    Gammafunctionen.    Reihen  539. 

Formen. 
825.  Algebraische  Reduction   der  Schaaren  bilinearer  Formen.    L.  Kronecker 
Berl.  Akad.-Ber.  1890,  1225. 

326.  Algebraische  Keduction  der  Schaaren  quadratischer  Formen.    L.  Kronecker 

Berl.  Akad.-Ber.  1890,  1875. 

327.  Sur  les  transformations  d*une  forme  quadratique  en  elie-mßme.    C.  Jordan. 

Journ.  math.  Ser.  4,  IV,  349.  ^ 
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328.  DeiMge  zu  der  Theorie  der  gleiohKeitigen  Transformation  von  zwei  quadra- 

tischen oder  bilinearen  Formen.  R.  Lipschitz.  Berl.  Akad.-Ber.  1890, 486. 

329.  Ueber  orthogonale  Systeme.    L.  Kronecker.    Berl.  Akad.-Ber.   1890,  525, 

601,  691,  873,  1068. 

330.  Sur  la   thäorie   des  formes   binaires   biquadratiques   et  ternaires  cnbiques. 

D.  Hubert.    Journ.  math.  Ser.  4,  iV,  249. 

331.  Ueber    die   Gomposition    der   Systeme    von    n'  Grössen    mit    sich    selbst 

L.  Eronecker.    Berl.  Akad.-Ber.  1890.  1081. 
Vergl.  Invariantentheorie.    Zahlentheorie  575. 

FonotloneiL 

332.  Die  vierte  Bechenstufe.    Em.  Schulze.    Gran.  Archiv  2.  R.  IX,  320.    [Vergl. 

Bd.  XXXI,  Nr.  899. 

333.  Sur  quelques  perfectionnements  dont  serait  snsceptible  Teiposition  de  la  thäorie 

des  quanutäs  negatives.  M^r ay  &  Bi qu i e r.  N.  Annal.  math.  Ser. 8,  IX,  60. 

334.  Sur  une  classe  nouvelle  de  transoendantes  uniformes.    H.  Poincar^.   Journ. 

math.  Ser.  4,  VI,  313. 
336.  Sur  une  transcendante  remarquable  däcouverte  par  M.  Fredholm.    Mittag- 
Leffler.    Oompt  rend.  CX,  627. 

336.  Sur  la  fonction  ezponentielle.    Stieltjes.    Compt.  rend.  CX,  267. 

337.  Die  Entwicklung  der  Exponentiellen  in  eine  unendliche  Factorenfolge.    Fr. 

Rogel.    Grün   Archiv  2.  R.  IX,  206. 

338.  Sur   le    d^veloppemeut   des    fonctions    implicites.     F.    Gomes    Teixeira. 

Journ.  math.  Ser.  4,  V,  67. 

339.  Zur  Theorie  der  Doppelintegrale  expliciter  irrationaler  Functionen.    0.  Bier- 

mann.   Wien.    Akad.-Ber.  XCVIII,  340. 

340.  Sur  la  th^orie  des  fonctions  algäbriques  de  deux  variables.    Em.  Picard. 

Journ.  math.  Ser.  4,  V,  136. 

341.  Sur  les  fonctions  de  dem  variables  k  plusieurs  paires  de  päriodes.    P.  Appell. 

Compt  rend.  CX,  181. 

342.  Surlesfonctionsp^riodiquesde  deux  variables.  P.Appell.  Compt  rend.  CXI,  636. 

Vergl.  Abei*8che  Functionen.  Bestimmte  Integrale.  BinamialcoeiBcientcn, 
Differentialgleichungen.  Differential  quo  tient.  Elliptische  Transcendenten. 
Formen.  Gammafunctionen.  Hyperelliptische  Functionen  Integration 
(unbestimmte).  Jnvariantentheorie.  Kettenbrüche.  Eugelfunctionen. 
Mannigfaltigkeiten.  Maxima  und  Minima.  Qnaternionen.  Reihen. 
Substitutionen.    Thetafunctionen. 

«. 

Oammaftmetionen. 

343.  Sur  le  dävelopperoent  de  log  r(a).     P.  J. Stieltjes.  Journ. math. Ser. 4,V,426. 

344.  Sur  la  formule  de  Stirliugpour  le  produit  1.  2.  3.  ..n.    E.  Rouch^.   Compt. 

rend.  CX,  613. 

OeodAsie. 
346.  Sur  la  dätermination  d*un  point.    Hatt.    Compt.  rend.  CX,  1027. 

346.  Remarque   relative    ä   une   cause    de   Variation   des  latitudes.    R.  Radau. 

Compt  rend.  CXI,  668. 

347.  Sur    le    z^ro    international    des    altitudes.      Ch.    L  allem  and.      Compt. 

rend.  CX,  1828. 

348.  Sur  le  nivellement  g^n^ral  de  la  France.    M.  L^vy.    Compt.  rend.  CX,  1233. 

Vergl.  Cartographie. 

Geometrie  (deseriptive). 

349.  Note  de  gäomätrie  deseriptive.   H.  P.  du  Motel.   N.  ann.  math.  Ser.  8,  IX,  46. 

Geometrie  (höhere). 

360.  Considerazioni  comparative  intorno   a   ricerche   geometriche   recenti.    Fei. 

Klein.    Annali  mat.  Ser.  2,  XVII,  307. 

361.  Sur  les  figures  planes  directement  semblables.    P.  H.  Schonte.    Compt.  rend. 

CX,  499. 

362.  Massima   dimensione    dei   sistemi    lineari   di  curve  piane  di   dato   genere. 

G.  Castelnuovo.   Annali  mat.  Ser.  2,  XVDI,  119.  —  G.  Jung  ibid.  128. 
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358.  Sur  le  tb^oräme  d'Abel  et  quelques  unea  de  ses  applicationa  äla  Geometrie. 

G.  Humbert.    Joura.  math.  Ser.  4,  V,  81 ;  VI,  283.    FVergl.  Bd.  XXXI V, 

Nr.  86.J 
854.  TangeutencoDstruction  för  Fasspunktcurveu.    Ed.  Janisch.    Grün.  Archiv  2. 

R.  IX,  19«. 

355.  Ueber  die  Steioer'schen  MittelpuoktscUrveu.    E.  Bobek.    Wien.    Akad.-BeT. 

XCVin,  6,  394,  526. 

356.  Ueber  Dreischaarcurven.    K.  Bobek.    Wien.    Akad.-Ber.  XCVni,  141. 

357.  Theorie  der  cyklischen  Projectivi täten.    Ad.  Ameseder.   Wien.   Akad.-Ber. 

XCVIII,  290. 

358.  Ueber    die    Doppelpunkte    bei    der    projectivischen    ebenen    Correspondenz. 

Torsten  Brodän.    Grün.  Archiv  2.    R.  IX,  226. 

359.  Theorie  der  Elemententripel  einstufiger  Elementargebilde.    B.  Klein.    Annai. 

mat.  Ser.  2,  XVIIl,  213. 

360.  Zur  Theorie  der  Netze  und  Gonfigurationen.     E.  Zindler.    Wien.    Akad.- 

Ber.  XCVIII,  499. 

361.  Ueber  gewisse,  der  allgemeinen  cubiscfaen  Cnrve  eingeschriebene  Gonfigura- 

tionen.   J.  de  Vries.    Wien.    Akad.-Ber.  XCVUi,  446. 

362.  Ueber   gewisse  Gonfigurationen  auf  ebenen  cnbischen  Corven.    J.  de  Vries. 

Wien.    Akad.-Ber.  XCVIII,  1290. 

363.  Sur  une  classe  de  courbes  planes,  et  sur  une  surface  remarquable  du  qua- 

triäme  ordre.    G.  Humoert.    Journ.  math.  Ser.  4,  VI,  423. 

364.  Die  Quintupellage  collinearer  Räume.    Ad.  Ameseder.    Wien.    Akad.-Ber. 

XCVIII,  588. 
Verffl.    Elliptische    Transcendenten    324.     Gleichungen   881.      Invarianten- 
tneorie   406.      Kinematik.     Ernmmung.  -  Mehrdimensionale    Geometrie. 
Oberfl&chen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung.    Topologie. 

Getohiohte  der  Mathematik. 

365.  Sur  rhistoire  de  la  balance  hydrostatique  et  de  quelques  autres  appareils  et 

procdd^s  scientifiques.    Berthelot.    Compt  rend.  CXI,  985. 

366.  Sur  un  memoire  de  Uescartes  longt<;mp8  inddit.    De  Jonquierea.    Compt 

rend.  CX,  261,  815,  677.     (Vergl.  Nr.  106  und  540.] 
.S67.  The   history   of  tbc   doctrine   of  radiant  energy.     Rayleigh.    Phil.   Mag. 

Ser.  5,  XXVII,  265. 
868.  Notice  sur  Ed   Phillips.    H.  Läautä.    Compt  rend.  CXI,  703. 

369.  Georges  Henri  Halphen  30.  X.   1844     23.   V.  1889.     Em.  Picard.     Compt 

rend.  CX,  489. 

370.  Georges  Halphen.    C.  Jordan.    Joaru.  math.  Ser.  4,  V,  345. 

871.  Guät  Ad  Hirn  21.  VIII.  1815—14.  I.  1890.   Mascart   Compt  rend.  CX,  115. 

372.  Feiice  Casoräti  f  11.  IX.  1890.    F.  Brioschi.    Annal.  math.  Ser.  2,  XVHl,  264. 

Gleichungen. 

373.  Thäor^me  de  d'Alembert.    E.  Amigues.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  116. 

374.  Sar  les  racines  d'une  äquation  algäbrique.  A.  Cayley.  Compt  rend.  CX,  174, 2 15. 

375.  Formule  de  Waring.     Auric.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  IX,  561. 

376.  Sur  les  äqnations  binomes.    Ch.  Biehler.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  472. 

377.  Nouvelle  mäthode  de  discussion  de  T^quation  en   S.  Ch.  B risse.    K.  ann. 

math.  Ser.  8,  IX,  867. 

378.  Sur  le  thäor^me  de  Sturm.  B.  Niewenglowski.  N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  181. 

379.  Sur  la  m^thode  d*approximation  de  Newton.     G.  Fouret.    N.   ann.  math. 

Ser.  3,  IX,  567. 

380.  Sur  Täquation  modnlaire  pour  la  transformation  de  Tordre  11.    A.  Cayle\. 

Compt.  rend.  CXI,  447. 

381.  Demonstration  et  applications  d'un  th^or^me  de  Liouville  sur  r^Hmination. 

G.  Fouret    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  268. 

382.  Resolution  älectromagnäti()ue  des  ^quations.   F.Lucas.   Compt  rend.  CXI,  96.S. 
388.  Sur  la  räsolntion  automatiqne  et  rint^gration  des  äquationa     H.  Parentv. 

Compt  rend.  CX,  1055. 
Vergl.  Hyperelliptische  Functionen. 

Oraphisohe  Stetik. 

884.  Sur  la  statique  graphique  des  arcs  eiastiques.   Bertrand  de  Toutviolant. 
Compt.  rend.  CX,  697.  ^-^ 
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H. 

Hydrodynamik. 
385.  Ou  the  oscillations  of  a  rotating  liquid  Spheroid  and  the  genesis  of  the  Moon. 
A.  E.  H.  Love.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXVII,  254. 

886.  Sur  la  thäorie  des  fignres  des  planstes.    M.  Hamy.    Compt.  rend.  CX,  124. 

887.  Sur  la  thäorie  gän^rale  de  la  figure  des  planstes.    M.  Hamy.     Journ.  math. 

Ser.  4,  VI,  69. 

388.  Ecart  entre  la  snrface  de  la  Terre  supposäe  fluide  et  celle  d'un  ellipso'ide  de 

rdvolution  ayant  mSmes  axes.    0.  Callandreau.    Compt.  rend.  CX,  993. 

389.  Die  Energie  der  Wogen  und  des  Windes.    H.  v.  Helmholtz.    Berl.  Akad.- 

Ber.  1890,  853.     [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  654.] 

390.  Memoire  sur  la  propagation  du  mouvement  dans  un  fluide  indäfini.    H.  Hu- 

goniot.    Journ.  math.  Ser.  4,   IV,   153.    [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  1.S3.] 

391.  Theorie   du   regime   permanent  graduellement  variä   qui  se  produit  präs  de 

l'entr^e    ^vaseä  a*un    tube    fin.     J.   Boussinesq.     Compt.   rend.    CX, 
1160,  1238,  1292. 

392.  Sur  la  distribution  des  pressions  et  des  vitesses  dans  Tint^rieur  des  nap'i  es 

liquides  issnes  de  d^versoirs  sans  contraction  laterale.    Bazin.    Compt 
rend   CX,  321. 

393.  On  the  vibrations  of  an  atmosphere.   Kay  1  eigh.   Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXIX,  173, 

394.  On  two  pulsating  spheres  in  a  liquid.    A.  L.  Selby.     rhil.  Mag.   Ser.  5, 

XXIA.,  113. 

395.  üeber    die  Oberflächenspannung  einer  Flüssigkeit  mit  kugelförmiger  Ober 

fläche.    K.  Fuchs.    Wien.    Akad.-Ber.  XCVUI,  740. 

396.  Directe  Ableitung  einiger  Capillaritätsfunctionen.    K.  Fuchs.    Wien.    Akad. 

Ber.  XCVIII,  1862. 

397.  On  the  theory  of  surface  forces.    Ray  leigh.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXX,  285,  456, 

Hyperbel, 

398.  üeber   den   Schnitt   einer  Hyperbel   mit   einer   Geraden.    F.   Buth.     Grün. 

Archiv,  2  R.,  IX,  216.     [Vergl.  Nr.  122.] 
Vergl.  Krümmung  429. 

Hyperpoloid. 

399.  Bemerkungen ,  betrefi"end  eine  Classe  von  Curven  auf  dem  einschaligen  Ro- 

tations -  Hyperboloide.    Ed.  Janisch.     Grün.  Archiv  2.  R.  IX,  219. 

400.  üeber  einige   Formen  von  Densimetern ,    bei  welchen  gleichen  Dichteninter- 

vallen gleiche  Th eilst richdis tanzen  entsprechen.     Ed.  Janisch.    Grün. 
Archiv  2.  R.  IX,  332. 

Hyperelliptische  Funetionen. 

401.  Sur  la  räsolution,  par  les  fonctions  hyperelliptiques ,  de  Tdquation  du  27 <^ 

degrd,  de  laquelle  däpend  la  dätermination  des  27  droites  d^une  surface 
cubique.    F.  Klein.    Journ.  math.  Ser.  4,  IV,  169. 

I. 

Imaginäres. 

402.  Realisation   et   usage   des  formes  imaginaires  en  g^omätrie.    Max.  Marie. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  60,  161,  375,  435,  508. 
Vergl.  Quaternionen. 

Integratioii  (unbestimmte). 

403.  Sur    les   integrales   pseudoelliptiques   d*Abel.     J.    Dolbnia.     Journ.    math. 

Ser.  4,  VI,  293. 

Invariantentheorie. 

404.  Beweis    der  Darstellbarkeit   irgend  eines  ganzen  invarianten  Gebildes  einer 

binllren  Form   als   ganze  Function   einer  geschlossenen  Anzahl  solcher 
Gebilde.    F.  Mertens.    Wien.    Akad.-Ber.  XCVfll,  73. 

405.  üeber  invariante  Gebilde  quaternärer  Formen.    F.  Mertens.    Wien.    Akad.- 

Ber.  XCVUI,  691. 

406.  Zur  Invariantentheorie  der  Liniengeometrie.    Em.  Waelsch.    Wien.   Akad.- 

Ber.  XCVni,  1528. 
Vergl.  Differentialgleichungen  286,  287.  ^-^  , 
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Eegeltohnitte. 

407.  üeber  das  allgemeine  circnläre  Polarsystem.    The  od.  Meyer.    Grün.  ArchiT 

2.  R.  IX,  18. 

408.  Etüde    g^om^trique    des    propridtäa    des    couiques    d'apres    leurs   d^iSnition. 

L.  Maleyx.     N.  aun.  math.  Ser.  3,  JX,  240,  318,  424,  481,  696. 

409.  Remarques  au  sujet  da  th^or^me  de  Carnot.    C.  A.  Laisant.    N.ann.math. 

Ser.  3.  IX,  5. 

410.  Demonstration  des  th^or^mes   de  Pascal  et  de  Brianchon   sur  les  bexagones 

inscrits  et  ci'rconscrits.    P.  Sonlier.    N.  ann.  math.  Ser,  3,  IX,  629. 

411.  Ueber  Kegelschnitte,  die  zu  dem  verallgemeinerten  Brocard'schen  Dreiecke 

in  Beziehung  stehen.    Andr.  Müller.    Grün.  Archiv  2.  R.  IX,  113. 

412.  Ueber  die  einem  Kegelschnitte  umgeschriebenen  Kreisvierecke.    E.  Czuber. 

Grün.  Archiv  2.  R.  IX,  101. 

413.  Sur  les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatere  forma  par  les  tangentes  com- 

mnnes   ä  un  cercle  et  une  parabole.    Papelier.   -N.  ann.  matb.  Ser.  3, 
IX,  35.  —  G.  Leinekugel.     Ebenda  41.    [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  677] 

414.  Propri^täs  focales  des  coniques  et  des  quadriques.    Ravier.    N.  ann.  matb. 

Ser.  3,  IX,  233. 

415.  Sur  3  coniques  qui  en  däfinissent  uue  quatri^me.     L.  Bosi.    N.  ann.  matb. 

Ser.  3,  IX,  566. 

416.  Sul  sistema  di  due  coniche.    Franc.  Gerbaldi.    Ann.  mat.  Ser.  2,  XVII,  161. 

417.  Coniques  passant  par  les  points  d'intersection  d'une  ellipse  donnee  avec  deux 

droites  parallMes  aux  bissectrices  des  angles  des  axes  et  provenant  d'an 
point  donnä.     Gh.  B risse.    N,  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  410. 

418.  Sur  un  faisceau  de  coniques.    Ch.  B risse.    N.  ann.  mat^.  Ser.  3,  IX,  403. 

Verffl.   Ellipse.     Hyperbel.     Krümmung.     Normalen.     Oberflächen   zweiter 
Ordnung  493. 

KettenbrÜcbe. 

419.  Zur  Theorie  der  Kettenbrüche.  L.  Gegenbauer.  Wien.  Akad.-Ber.XCVIl  1,673. 
4:20.  Eine  Eigenschaft  der  Entwickelung  einer  ganzen  Function  nach  den  Nähernngs- 

werthen  von  gewissen  regulären  Kettenbrüchen.  L.  Gegenbauer.  Wien. 
Akad.-Ber.  XCVIII,  867. 

Kinematik. 

421.  Thäor^me    de   gäom^trie   cin^matique.       A.    Mannheim.      N.   ann.    matb. 

Ser.  3,  IX,  227. 

422.  Sur  un  mode  de  transformation  en  gäom^trie  cin^matique.    A.  Mannheim. 

Compt.  rend.  CX,  220,  270. 

423.  Transformations  en  gäomätrie  cindmatique.    A.  Mannheim.    Compt  renü. 
,       CX,  391. 

424.  Etüde   du   mouvement   d'un    double  cöne  paraissant  remonter,  quoiqne  de- 

scendant,  sur  un  plan  inclinä.    H.  Resal.    Compt.  rend.  CaI,  547.  — 
A.  Mannheim  ibid.  634,  817. 

KrÜnunung. 

425.  Remarques  sur  i'osculatiou.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  143. 

426.  Ueber  Ermittelung  von  Krümmungshalbmessern  von  Kegelschnitten  aaf  syn 

thetischem  Wege.    Rud.  S kutsch.    Grün.  Archiv  2.  R.  IX,  95. 

427.  Construction  du  rayon  de  courbure  des  courbes  triangulaires  symm^triqnes,  des 

courbes  planes  enharmoniques  et  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface 
de  Steiner. 

428.  Elementare  Bestimmung  des  Krümmnngsmittelpunktes  der  Parabel.    W.Ralf. 

Grün.  Archiv  2.  R.  IX,  212. 

429.  Construction  da  rayon  de  courbnre  de  certaines  classes  de  courbes,  notamment 

des  courbes  de  Lama  et  des  paraboles  et  hyperboles  de  divers  ordres. 
G.  Fowat    Compt.  rend.  CX,  843. 

430.  Sur   la   courbnre  d*une  podaire.    HusquindeRhäville.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  IX,  140. 

431.  Sur  Taberration   de   courbure.     Husquin   de   Rh^ville.      N.   ann.   matb. 

Ser.  3,  IX,  138.  ^ 
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432.  Sul  problema  di  terovare  la  carva  di  cui  ä  noto  il  iaogo  de'  Baoi  centri  di 

curvatura.    Gem.  Pirondini.    Annal.  mat.  8er.  2,  XVII,  66. 
Vergl.  Ellipse. 

KitgelAmotionen. 

433.  Quelques  remarques  juu  sujet  des  fonctioDS  sphäriques.  £.  Beltrami.   Compt. 

reDd.  CX.  934. 

434.  Sur  la  valeur  asymptotique  des  polynömes  de  Legendre.    Stieltjes.    Compt. 

rend.  CX,  1026. 

MagnetUmas. 

435.  Ueber  die  Bestimmung  von  magnetischen  Momenten,  Horizonialintensitäten 

und  Stromstärken  nach  absolutem  Maasse.    F.  Lippich    Wieo.    Akad.- 
Ber.  XCVUI,  183. 

436.  Extension  des  th^or^mes  relatifs  a  la  conservation  des  flux  de  force*  et  d*in- 

duction  magnöti(}ue8.    Paul  Janet.    Compt.  rend.  CX,  836. 

437.  Molecular  theory  of  induced  magnetism.     J.  A.  Ewing.     Phil.  Mag.  ßer.  6, 

XXX,  205. 

438.  Sur    Taimantation    transversale    des    conducteurs    magnätiques.     P.   Janet 

Compt.  rend.  CX,  453. 

Mannigfaltigkeiten. 

439.  Fondamenti  della  teoriadei  tipi  ordinati.  G.  Vi  vanti.  Annali  mat.  Ser.3,X  VII,  4. 

440.  Bulle  corrispondense  [m^^m^.,,mn]  continue  che  si  possono  stabilire  tra  i 

punti  ai  n  gruppi.    R.  ae  Paolis.    Annali  mat.  Ser.  2,  XVIII ,  93. 

Mazima  und  Klnima. 

441.  Methode   ^Idmentaire   pour  studier  les  variations  des  fonctions  continaefi. 

Maximums  et  minimams.    L.  Maleyx.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  502. 
Vergl.  Oberflächen  482.     Quadratur  524. 

Mechanik. 

442.  Prinoipes  gduäraux  sur  le  choix  des  unit^s.    Jos.  Bertraud.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  IX,  21. 
448.  On  Bome  facts  connected  with  the  Systems  of  scientific  unit  of  measurement. 

T.  H.  Blakesley.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXVU,  178. 
444.  On  the  suppressed  dimensions  of  physical  quantities.    A.  W.  Bück  er.     Phil. 

Mag.  Ser.  5,  XXVII,  104. 
446.  On   the   definition   of  the   terms   „Energy*'    and   „Work**.    S.  New  comb. 

Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXVü,  115. 

446.  Sur  une  transtormation  de  mouvement    Dautheville.    Compt.  rend.  CXI,  877. 

447.  Mouvement  d*un  point  assujetti  ä  rester  sur  une  surface  S,  rendant  le  mou- 

vement rotatoire  de  cette  surüace.    De  Saint-Germain.    N.  ann.  math. 
Ser.  3,  IX,  118. 

448.  Sur  les  composantes  des  acc^lärations  d*ordre  quelconque  siuvant  trois  direc- 

tions  rectangulaires  variables.    Ph.  Gilbert.     Joum.  math^m.  Ser.  4, 
IV,  465. 

449.  Sur  un  cas  particulier  de  mouvement  d'un  point  dans  un  milieu  räsistant. 

A.  De  Saint-Germain.    Compt.  rend.  CX,  1184. 

450.  Sur  le  mouvement  d'un  solide  dans  un  liquide.    G.  H.  Halphen.    Journ.  math. 

Ser.  4,  IV,  5. 

451.  Sur  le  mouvement  d'un  prisme,  reposant  sur  deux  appuis,  sonmis  il  Paction 

d'une  force  normale  variable  suivant  une  loi  particuliäre,  appliquäe  en 

un  point  ddtermin^  de  la  fibre  moyenne.  H.  Resal.  Compt.  rend.  CX,  1157. 

452    Sur  Tellipsolide  d'inertie.    De  Saint-Germain.   N.  ann.  matn.  Ser.  8,  IX,  546. 

453.  Sur  le  mouvement  du  pendule  de  Foucault.  De  Sparre.  Compt.  rend  CX,  496. 

454.  Sur  la  th^orie  et  le  mode  d'emploi  des  appareils  seismographiques.     G.  Lipp- 

mann.   Compt.  rend.  Ca,  440. 

455.  Diagrammom^tre,  auxiliaire  mdcanique  pour  les  dtudes  des  courbes.    Eoz- 

loff.    Compt.  rend.  CXI,  166. 

456.  Sur   un   dynamom^tre   de   transmission   k  lecture  directe  et  enregistrement 

photographique.    Mascart.    Compt  rend.  CX,  605. 
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457.  La  locomotion  aqaatique  dtudi^e  par  la  Photochronographie.   Marey.  Compt. 

rend.  CXI,  218. 
468.  Appareii   photochronographique   applicable  k  Tanalyse  de  toates  sortes  de 

mouvements.     Marey.    Compt.  rend.  CXI,  626. 

459.  On  photographs   of  rapidly  moving  objects  and  on  the  oscillating  electric 

spark.    C.  V.   Boys.    Phil.   Mag.  Ser.  5,  XXX,  248.  —  N.  Khamon- 
to ff  ibid.  506. 
Vergl.  Akustik.     Astronomie.     Elasticität.    Elektricität    Gleichungen  381, 
382,  388.    Hydrodynamik.    MagnetismuB.    Molecularphysik.    Optik.    Po- 
tential.   Quaternionen  527.     Wärmelehre. 

Mehrdimeiuionale  Geometrie. 

460.  Le  omografie  in  une  spazio  ad  un  numero  qnalunque  di  dimensioui.   P.  Pre- 

della.   Annali  mat.  Ser.  2,  XVII,  U3. 

461.  Ueber  Congruenz  und  Symmetrie  der  Gebilde  von  beliebig  vielen  Dimensionen. 

R.  Hoppe.    Grün.  Archiv  2  R.  IX,  108. 

462.  Erweiterung   der  Sätze   über   das  Tetraeder,    dessen  Höhen  sich  in  einem 

Punkte  schneiden,  auf  mehrere  Dimensionen.     R.  Hoppe.    Grün.  Arch. 
2.  R.  IX,  327. 

Molecularphysik. 

463.  On   the   law   of  molecuiar   force.      W.   Sutherland.      Phil.   Mag.  Ser.  5, 

XXVU,  805.    [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  626.] 

M. 

Kormalen. 

464.  Zum  Normalenproblem  der  Kegelschnitte.    F.  Mertens.    Wien.    Akad.-Ber. 

XCVIII,  431. 

465.  Zum  Normalenproblem  der  Kegelschnitte.    P.  H.  Schonte.    Wien.    Akad.- 

Ber.  XCVm,  1519. 

466.  Relations   entre  la  distance  d*un  point  P  duplan  d'une  conique  aufoyer  et 

les  rayons  vecteurs  des  pieds  des  normales  abaiss^ee  du  point  P  sar  la 
courbe.    Kallenberg  van  den  Bosch.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX, 395. 

467.  Sur  les  3  normales  menäes  ä.  une  parabole  donnäe  d*un  point  donn^.    Kal- 

lenberg van  den  Bosch.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  159.    E.  Pelle- 
grin.    Ebenda  373. 

468.  Zum  Normalenproblem  der  Ellipse.    C.  Lauermann.    Wien.    Akad.-Ber. 

XCVm,  818. 

469.  Propri^tä  des  4  normales  d'un  point  donnä  ä  une  ellipse.    Kallenberg  van 

den  Bosch.    N.  ann.  matn.  Ser.  3,  IX,  198.  --  Audibert.    Ebenda 374. 

470.  Sur  les  normales  auz  quadriques.    G.  Humbert.    Compt.  rend.  CXI,  963. 

O. 

Oberfläcken. 

471.  Sur  Tätude  intrinsäque  des  surfaces  gauches.     E.  Cesaro.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  IX,  294. 

472.  Untersuchungen    zur    Theorie    der    Charaktere    der   Krümmungslinien    aut 

Röhrenflächen.    A.  Ähren  dt.    Grün.  Archiv  2  R.  IX,  31. 

473.  £quation  des  surfaces  moulores.     P.  de  Sanctis.     N.  ann.  math.  Ser.  3, 

IX,  552. 

474.  Determination  des  surfaces  harmoniques  r6gl6es.    L.  Raf  fy.    Compt.  rend. 

CX,  228. 

475.  Sur  les  surfaces  rägl^es  qui  passent  par  une  courbe  donn^e.    Ch.  Bloche. 

Compt.  rend.  Ca,  515. 

476.  Sur  les  surfaces  rägläes  dont  Tdläment  linäaire  est  rädnctible  ä  la  forme  de 

Liouville.    Demartres.     Compt.  rend.  CX,  329. 

477.  Sur  les    surfaces    dont    T^läment  lin^aire    est   r^ductible    ä  la  forme  dl* 

=  J?'(I7+F)(du«  +  dt;«).    A.  Petot.    Compt.  rend.  CX,  380. 

478.  Sur  les  surfaces  qui  possädent  un  r^seau  de  g^odesiques  conjugu^es.    C.  6ai- 

chard.    Compt  rend.  CX,  995. 

479.  Sur  certaines  olasBes  de  surfaces.    Lelieuvre.    Compt.  rend.  CXI,  568. 
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480.  Sopra  alcune  nuove  classi  di  superficie  e  di  siBtemitripliortogonali.  L.Bianchi. 

Annali  mat.  Ser.  2,  XVIII,  301. 

481.  Sulla  teoria  delie  superficie  di  rivoluzione.    Gem.  Pirondini.    Annali  mat. 

Ser.  2,  XVni,  165. 

482.  Sur  les  surfaces  minima.    A.  Cayley.    Compt.  rend.  CXI^  958. 

483.  Trouver  T^quation  g^näraie  des  surfaces  qui  satisfont  k  deux  äquations  simul- 

tan^es  auz  d^riv^es  partielles.    6.  Mau]9in.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  422. 

484.  SuIIe   superficie    di    traslazione.     Gern    Pirondini.     Annali   mat.   Ser.   2. 

XVII,  225. 

485.  Ueber  Faltenpunkte.    J.  Korteweg.    Wien.    Akad.-Ber.  XCVIII,  1164. 

486.  Theorie  des  syst^mes  triples  de  pseudo- surfaces.     Jssaly.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  IX,  204. 

487.  Ddtermination  des  congruences,  telles  que  les  lignes  asymptotiques  se  corre- 

spondent   sur    les    deux   nappes   de   la  surface   fooale.    C.   Guichard. 
Compt.  rend.  CX,  126. 

488.  Trouver  räquation  diffärentielle  de  certaines  courbes  tracäes  sur  une  surface 

donnde.    G.  Maupin.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  420. 

489.  Sur    les    transformations    simplement    rationelles   des   surfaces   alg^briques. 

P.  Painlevd.    Compt  rend.  CX,  184. 

490.  Le  thäor^me  de  Dupuis  et  la  cyclide  de  Dupin.    E.  Marchand.    N.  ann. 

math.  Ser.  3,  IX,  98,  183. 

491.  Sur  une  propriätd  du  cylindre  droit  ayant  pour  directrice  une  spirale  logarith- 

mique.    Ch.  Robert.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  392. 
Vergl.  Hyperelliptische  Functionen. 

Oberfllehen  sweiter  Ordnimg. 

492.  Classification   der  Flächen  zweiter  Ordnung.    J.  Välyi.    Grün.  Archiv  2.  R. 

IX,  223. 

493.  Sur   un   probleme  se  rapportant  a  une  conique  dans  Tespace.    S.  Ravier. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  614. 

494.  Ueber  die  SpitzenOrter  alier  orthogonalen  gleichseitigen  oder  dazu  dualen 

Kegel,  welche  an  eine  Fläche  2.  Ordnung  tangential  gehen.    A.  Koch. 
Grün.  Archiv  2.  R.  IX,  250. 

495.  Sur  un  cöne  du  second  degrä  et  une  quadrique  variable  inscrite  dans  le  cöne. 

Gambey.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  129. 

496.  Contact  de  deux  quadriques.    E.  Carvallo.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  586. 

Vergl.  Hyperboloid.    Kegelschnitte  414.    Normalen  470. 

Opük. 

497.  Ueber  die  Theorie  des  Winkelspiegels.    H.  Maurer.    Grün.  Archiv  2.  R., 

IX,  1. 

498.  Notes   on   geometrical   optics.      Silv.  P.  Thompson.      Phil.   Mag.   Ser.   6, 

XXVnf,  232. 

499.  On   elementary  nomenclature  in  geometrical  optics.     M.   Maclean.     Phil. 

Mag.  Ser.  5,  XXVHI,  400. 

500.  Application   des   coordonn^es  intrinseques  Caustiques  par  räflexiou.    Bail- 

trand.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  476. 

501.  Ueber  die  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes  an  der  Grenze  unkrystallinischer 

Medien.    Fr.  Her m.  Wehner.    Grün.  Archiv  2  R.  IX,  337. 

502.  On  the  reflexion  and  refraction  of  light  at  the  surface  of  a  crvstal  on  the 

quasi -labile   aether   theory.    R.  T.  Glazebrook.    Phil..  Mag.  Ser.  5, 
XXVHI,  HO. 

503.  Beiträge  zur  Dioptrik.    M.  Thiesen.    Berl.  Akad.-Ber.  1890,  799. 

504.  Ueber  eine   Consequenz   des   Fresnel  -  Huygens'schen   Principes.     K.  Exner. 

Wien.    Akad.-Ber.  XCVIH,  51. 

505.  A   comparison   of  the   electric  theory  of  light  and  Sir  William  Thomson*s 

theory   of  a   quasi -labile   aether.    J.    W.    Gibbs.     Phil.   Mag.   Ser.   5, 
XX VU,  238. 

506.  An   electromagnetic  theory   of  quartz.     A.  B.  Basset.     Phil.  Mag.  Ser.  5, 

XXX,  162. 

507.  Sur  la  propagation  anomale  des  ondes.    Gouy.    Compt.  rend.  CXI,  33. 

508.  Sur  les  äquations  lesplus  ffändrales  de  la  double  refraction  compatibles  avec 

la  surface  de  l'onde  du  Fresnel.    M.  Lövy.    Joum.  math.  Ser.  4,  IV,  257. 
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509.  Oü   the   Upper  limit  of  refraction  in  Selenium  and  Bromine.     T.   P.  Dale. 

Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXVLI,   ÖO;  XXVUI,  268.  —  A.  W.  Rücker  ibid. 

XXVIII,  271.     [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  661.J 

510.  Molecular  refraction.    W.  Sutherland.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXVII,  141. 

511.  Sur  la   courbe   repr^entativc   des   phänomenes   de   diffraction.    £.  Cesaro. 

Coinpt.  relid.  CX,  1119. 

512.  Oll  diffraction -coloui-s  with  special  reference  to  coronae  and  iridescent  cloads. 

J.  C.  M'Connel.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXVDI,  272. 
518.  The  coDcave  grating  in  theory   and  practice.     J.   S.   Arnes.     PhiL   Mag. 
Ser.  5,  XXVll,  369. 

514.  The  form  of  Newton's  rings.    A.  W.  Flax.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXIX,  217.  — 

A.  Wangerin  ibid.  XXX,  489. 

515.  On  the  limit  to  ioterference  when  light  is  radiated  from  moving  molecnlea. 

Rayleigh.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXVll,  298. 

516.  Ou  the  achromatism  of  iuterfereuces.    Mascart.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXVIJ. 

519.    [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  668.] 

517.  On  achromatic  interference-boads.    Eayleigb.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXVIIl, 

77,  189. 

518.  On  the  application   of  interference  methods  to  astronomical  measurements. 

A.  A.  Michelson.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXX,  1. 

519.  Theorie  g^närale   de  la  visibilitä  des   franges   d'interference.    J.  Mace  de 

Löpinay  et  Ch.  Fabrv.    Compt.  rend.  CX,  895,  997. 

520.  Visibilit^  p^nodique  des  phenom^nes  d'interfärence ,  lorsque  la  source  dclai- 
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